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Introduzione

L’attivita umana e completamente permeata dall’incertezza, essendo 'uomo
costantemente chiamato a prendere decisioni pur non conoscendone, in modo
preciso, le relative conseguenze che possono essere pitt o meno gradite. Si
pensi, ad esempio, ad una persona che sceglie la localita ove trascorrere
le ferie; ad un giornalaio che programma la quantita di giornali e riviste
da acquistare; ad un medico che prescrive un farmaco per curare una data
malattia; ad un giocatore interessato a comperare biglietti di lotterie. Nelle
situazioni descritte gli individui si trovano di fronte a diverse opportunita di
scelta (ad esempio, la persona puo prendere in esame le diverse proposte di
un tour operator; il giocatore trova disponibili biglietti di svariate lotterie).
Sorge allora il problema di come scegliere tra le varie possibili alternative a
disposizione, ricorrendo anche (qualora sia possibile e conveniente) ad infor-
mazioni di natura statistica che facciano luce su questioni connesse con il
problema decisionale (ad esempio, per scegliere la localita di villeggiatura,
la persona potrebbe informarsi sulle previsioni del tempo relative alle varie
scelte possibili; il giornalaio potrebbe effettuare una serie di osservazioni sul
venduto giornaliero prima di decidere; il medico potrebbe far ricorso ai risul-
tati della sperimentazione medica per valutare I'efficacia dei farmaci presi in
considerazione).

Sin dall’antichita I'nvomo ha cercato di formulare, nella sua “lotta con-
tro l'incertezza”, regole di comportamento sensate che gli consentissero di
affrontare razionalmente il problema della scelta sopra esemplificato. A tale
proposito, conviene ricordare che nel tempo l'individuazione di tali regole
e stata notevolmente condizionata da due interpretazioni sulla loro natura:
quella normativa e quella descrittiva. La prima, analizzando teoricamente
i comportamenti di una persona ideale perfettamente razionale, tende ad
identificarle come norme canoniche astratte; la seconda invece, partendo
dall’osservazione “sul campo” dei soggetti, tende ad identificarle con il com-
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portamento delle persone reali e “ragionevolmente” razionali.

Tralasciando le vicissitudini storiche che, alla luce di questa dicotomia,
hanno condotto a modificare e/o reinterpretare via via le metodologie pro-
poste per ’analisi delle scelte individuali in condizioni d’incertezza, ci limitere-
mo a presentare e ad analizzare, nei suoi aspetti basilari, il risultato finale
“pitt popolare” di questo processo nell’ambito dei contesti non competitivil.

La sua costruzione deriva dalla “fusione” del calcolo delle probabilita
(analisi quantitativa dei fenomeni aleatori) con la teoria dell’utilita (stu-
dio delle rappresentazioni numeriche delle preferenze individuali) e con la
statistica (applicazioni del metodo induttivo concernenti osservazioni - possi-
bilmente numerose - in qualche senso analoghe). Infatti, limitandoci ad una
descrizione succinta, fa riferimento ai seguenti elementi fondamentali:

e l'insieme delle decisioni a disposizione del decisore;

4

e l'insieme degli stati di natura, dei quali I'unico “vero” ¢ sconosciuto al

decisore;

e la funzione di danno L(6, d) rappresentante la disutilita che il decisore
subisce se prende la decisione d quando 6 e lo stato di natura “vero”;

e |'esperimento consistente nell’osservare un ente aleatorio - con distri-
buzione di probabilita dipendente dallo stato di natura “vero” - che
potrebbe aiutare (sperabilmente) il decisore a contenere i danni;

e i “comportamenti” del decisore, cioe funzioni che ad ogni possibile os-
servazione associano una decisione;

e la funzione di rischio Rs(¢) che fornisce il danno medio che il decisore
subisce se adotta il comportamento ¢ quando 6 e lo stato di natura
“VGI‘O”,

e si basa sull’assunzione che 'obiettivo principale, se non 'unico, del decisore
sia quello di perseguire un comportamento che comporti un rischio piu piccolo

1Cioe, con riferimento a situazioni nelle quali le decisioni comportano conseguenze non
dipendenti dalla volonta di individui diversi da quello chiamato a scegliere. Per chi fosse
interessato anche ai contesti competitivi, consigliamo Aliprantis, C.D. - Chakrabarti, S.K.,
Games and Decision Making, Oxford University Press, Oxford (2000) che fornisce una
ottima introduzione all’argomento e Osborne, M.J. - Rubinstein, A., A course in Game
Theory, The MIT Press, Cambridge, Massachusetts (1994) per una trattazione avanzata.
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possibile (in qualche senso?).

Si ottiene cosi una trattazione delle scelte individuali in condizione di
incertezza che, presentando la metodologia statistica come una entita unica
e omogenea, consente di annullare I'impressione, piuttosto diffusa, che la
Statistica sia un agglomerato di tecniche pit o meno slegate tra loro. Si
potra cosi comprendere appieno la logica sottostante le soluzioni “standard”
che sono state proposte nell’ambito dei problemi statistici classici (e.g. di
stima puntuale, di verifica di ipotesi, etc.).

Nella stesura del testo si ¢ posta particolare cura agli aspetti logico-
matematici cercando di mettere in piena luce sia le ipotesi (e quindi i limiti)
che gli sviluppi formali sottostanti le problematiche statistiche considerate.
Sono stati inseriti numerosi esempi per una comprensione migliore degli as-
petti, sia teorici che applicativi, inerenti gli argomenti trattati. Inoltre, per
rendere sufficientemente completa ’esposizione, sono state incluse delle parti
opzionali (di norma scritte in carattere piu piccolo) la cui lettura potra essere
omessa (e rimandata eventualmente ad un secondo momento) senza pregiudi-
care in alcun modo la comprensione della maggior parte del materiale esposto.

Si e ritenuto opportuno inserire anche due ampie appendici che forniscono
sia un riferimento per il linguaggio e la simbologia usati, che il materiale -
della teoria della misura e del calcolo delle probabilita - indispensabile per
una piena comprensione del testo. A tale proposito ampio spazio e stato
riservato, a causa della loro “delicatezza”, alle nozioni generali di speranza
matematica condizionata e di funzione di regressione (fornendone le proprieta
principali, come pure alcuni esempi chiarificatori) che, come e ben noto, sono
bagaglio indispensabile per chiunque voglia cimentarsi, oltre che nell’analisi
statistica, anche nell’analisi quantitativa dei mercati finanziari®.

Il testo e stato scritto seguendo il filo delle lezioni svolte da parecchi anni
nel corso di Statistica Matematica (laurea in “Scienze Statistiche ed Attuaria-
1i”) e, per quanto riguarda le appendici, nel corso progredito di Calcolo delle
Probabilita (laurea in “Statistica e Informatica per I’Azienda, la Finanza
e 1"Assicurazione”) tenuti presso la Facolta di Economia dell’Universita di
Trieste. Alcuni degli argomenti trattati sono stati inclusi anche nel ciclo di

2Come potrebbe essere, ad esempio, quello di minimizzare il massimo rischio oppure il
rischio medio calcolato rispetto a qualche distribuzione di probabilita sugli stati di natura.

3Essendo sviluppate in dettaglio le dimostrazioni dei risultati di teoria della misura e
di probabilita considerati, queste appendici possono essere usate sia come utile ripasso per
chi gia ne conosca il contenuto che come una introduzione per chi lo incontrasse per la
prima volta.
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lezioni di Calcolo delle Probabilita e di Teoria delle Decisioni per gli studenti
della Scuola di Dottorato di Ricerca in Finanza afferente alla Facolta di
Economia dell’Universita di Trieste.

Per quanto riguarda la bibliografia, sono riportati solamente quei testi
che forniscono, a nostro parere, una guida sicura e sufficientemente esaustiva
per chiunque volesse approfondire le tematiche inerenti la moderna teoria
delle decisioni statistiche. Nel corso della trattazione, sono riportati, a pie di
pagina, anche alcuni testi non citati in bibliografia che forniscono risultati o
impostazioni utili per alcuni argomenti specifici.

Concludiamo aggiungendo che giudizi, critiche e suggerimenti da parte
dei diretti interessati (gli studenti) o da altri eventuali lettori saranno accolti
con gratitudine.

Silvano Holzer
Trieste, dicembre 2007



Preliminari

Riportiamo le principali notazioni (come pure qualche precisazione termino-
logica) relative alla teoria degli insiemi e agli spazi numerici reali che saranno
costantemente adoperate nel corso dell’esposizione.

Logica
e A connettivo logico di congiunzione.
e \V connettivo logico di disgiunzione (inclusiva).
e = connettivo logico di implicazione.

e <> connettivo logico di biimplicazione.

d quantificatore esistenziale.

YV quantificatore universale.
e —p negazione della proposizione p.
e £ negazione della relazione binaria <.
e = relazione di uguaglianza.
Insiemi
e () insieme vuoto.
e c relazione di appartenenza.
e ACB (0o BDA) significa: A sottoinsieme di B.

e ACB(oBD>A) significa: ACBe A#B.
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24 insieme delle parti dell'insieme A.

N operazione di intersezione.

U operazione di unione.

\ operazione di differenza insiemistica.

A= B\ A insieme complementare di A rispetto all’“ambiente” B.

{a € A: P(a)} insieme degli elementi a € A che rendono vera la
proposizione: “a possiede la proprieta espressa dal predicato P(-)”.

N insieme dei numeri naturali.
m, n (dotati o no di apici o pedici) numeri naturali non nulli.

{ai,...,a,} insieme finito costituito dagli elementi aq, ..., a,.
{ai,as,...} insieme numerabile costituito dai termini della succes-
sione ay, ag, ... .

Un insieme ¢ discreto se e finito o numerabile; un singoletto se ha un
solo elemento.

Data una famiglia indiciata (A;);e; di insiemi, [
elementi a tali che a € A; per ognii € I; |
a tali che a € A; per qualche i € 1.4

.1 Ai ¢ I'insieme degli
i1 Ai quello degli elementi

In particolare, queste notazioni sono sostituite, rispettivamente, dalle
M Ain e U, Aih,. seZ = {?'m, mt1s - infem < njdalle(,5,, A,
e Upsm Ains 8¢ T = {im,imy1,ime2, -}

La famiglia di insiemi (A;);cr € disgiunta se ¢ formata da insiemi a due
a due disgiunti (cioe tali che A; N A; = 0 se i # j).

La successione di insiemi (A;, )p>m € non decrescente se A;, C A

'n in+1
per ogni n > m; non crescente se A;, O AinH per ogni n > m.

a = (ay,...,a,) significa: a e la n-pla ordinata avente come primo
termine a;, come secondo termine as, ..., come ultimo termine a,,.

4Delle regole di calcolo riguardanti le operazioni insiemistiche, ricordiamo, in parti-

colare, le leggi di De Morgan (ﬂiel Ai)c: Uier 45, (UieI A,»)C: N;cs Af e le proprieta
distributive AN (U;e; Ai)= Ui (AN A:), AU (Ner Ai)=Nier (AU 4).
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(an)n>1 successione avente come primo termine a;, come secondo ter-
mine ag, come terzo termine as, . ..
e Ay x---x A, prodotto (cartesiano) degli insiemi Ay, ..., A,.

A™ prodotto di n copie dell’insieme A.
Preordinamenti

e Una relazione binaria =< su un insieme A é:

- un preordinamento se € riflessiva (a < a per ogni a € A) e transitiva
(a=<d Nd =< d" = axd perognia,d,ad € A),

- un ordinamento se ¢ un preordinamento antisimmetrico (¢ < @’ Aad’ <
a = a=a perognia,d € A);

- un ordinamento stretto se € transitiva e asimmetrica (a < a' = a’ % a
per ogni a,a’ € A);

- un preordinamento completo se € un preordinamento che verifica la
completezza (a < a’ 0 @’ < a per ogni a,da’ € A);
- una equivalenza se € riflessiva, transitiva e simmetrica (a < o' = a’ <
a per ogni a,a’ € A).

e Dato un preordinamento = su A, per:
parte simmetrica di > si intende la relazione binaria ~ cosi definita:
a~d < a=d Nd = a;
parte asimmetrica di > si intende la relazione binaria > cosi definita:

a=a < a=dNaitd?

e Dato un preordinamento > su A, si chiamano, rispettivamente, interval-
lo chiuso (aperto, inferiormente semiaperto, superiormente semiaperto)
di estremi a',a” € A gli insiemi:

d,a"l={a€A:d"=a=d} |d,d'[={acA:d"=a=d}
ld,a"|={a€eA:d" =a>d} [ d"[={a€ A:d" = a*xd}.

5 . . . . N . . . N
°Ricordiamo che la parte simmetrica € una equivalenza mentre quella asimmetrica e un
ordinamento stretto. Notiamo inoltre che sussiste la proprieta seguente:

ap ~ajy Aag ~ah = (ay = ap <= a) = ay)A(ar = ay <= a} = ah)

che mette in luce la compatibilita dell’equivalenza ~ sia con il preordinamento = che con
lordinamento stretto >.
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A" C A & un insieme >=-connesso se |a,a’] C A’ per ogni a,a’ € A’.
Dato un insieme non vuoto A’ C A, le notazioni inf A’, sup A’ indicano
i suoi estremi, rispettivamente, inferiore e superiore (qualora esistenti).
Applicazioni
e f: A— B significa: f & un’applicazione di dominio A e codominio
B (in breve, di A in B).
b= f(a) (o f:a+b) significa: b & 'immagine di a tramite f.
fl, Trestrizione di f su A’ C A
f(A") insieme-immagine di A’ C A tramite f.
f~YB') (o {f € B'}) controimmagine di B’ C B tramite f.%
Se A=A x A" o € A ed € A", le restrizioni f‘{

si denotano, rispettivamente, con f(a’,-) e f(-,a”).

ayxar © f|A’><{a”}

Se l'applicazione f ¢ biiettiva, f~! & la sua inversa.

e Date le applicazioni f, g di A in B e una relazione binaria < su B,
{f < g} ¢ l'insieme degli a € A tali che f(a) < g(a).

e Dare le applicazioni f : A— B e g: B+ (C, 'applicazione composta
¢ indicata con go f (o0 g(f)).”

e Dato S C A, la funzione indicatrice di S ¢ la funzione Ig : A+ {0,1}
tale che Ig(a) =1,se a € S, e Is(a) =0,se a &€ S.5

Retta reale ampliata

e R* retta reale ampliata ottenuta aggiungendo all’insieme R dei numeri
reali (retta reale) i simboli —oo e +00.

6Delle proprieta degli insiemi immagine e controimmagine ricordiamo, in partico-
lare, le feguenti: [(Uie] Ai) = Uier f(f}v)v f(mzelI Ai) € Nier f(Ail)v fﬁl(Uielj B;) =
U¢§1 S (Bi), lff (Mier Bi) = Nier T (Bi), [T (Bi\ B2) = f7(B1) \ [T (B2) e
7B = (B

"Ricordiamo che (go f)~1(C") = f~(g=1(C")) per ogni ¢’ C C.

8Ovviamente, I 4 ¢ la costante unitaria mentre Iy & la costante nulla; inoltre, qualunque
SianO S/’SN g A’ Si ha, IS'ﬁS” = IS/ IS”a IS/US” = IS/ +IS// —IS/ Isv/, IS/US” = IS/ —‘,—IS//
se §', " sono disgiunti, Isng» = Is — Is'Isr, Ise =1 — Ig; infine, I oiSe = :z Is,
se (Sp)n>1 € una successione disgiunta di sottoinsiemi di A. R
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e < ordinamento completo su R* ottenuto, per prolungamento dell’usua-
le ordinamento per grandezza dei numeri reali, richiedendo che ogni
numero reale sia maggiore di —oo e minore di +o00.?

e Per quanto riguarda la struttura topologica, gli aperti di R* sono unioni
arbitrarie di intervalli del tipo a, b[, [—00,b] e |a, +o0] (a,b € R).

e Per quanto concerne 'aritmetica di R*, valgono le regole di calcolo:

a+o00=a+ (+00) =+00+a=400, se —00 < a < +00;

a—o0=a+(—00) = —00+a=—00, 86 —00 < a < +00;
a-(—00)=—-00-a=—00,s8e0 < a<+o0;

a-(+00) =400-a =400, se0 < a < +o0;
a-(—o00)=—00-a=+00,se —o0 < a<0;

a-(+00) =400-a=—00,se —oo <a<0;
0:(—00)=0-(+00) =—00-0=400-0=0;
%:—F%:O’ sea € R.

Inoltre, sono escluse dalle espressioni aritmetiche lecite quelle che coin-
volgono rapporti di infiniti o rapporti con denominatori nulli, oppure
somme di infiniti di segno opposto o differenze di infiniti di ugual segno.

e Dati a,b € (R*)", a < b significa: a; < b; (i = 1,...,n); a < b
significa: a; < b; (1 =1,...,n).

Funzioni a valori nella retta reale ampliata

e Data una funzione f : A — R*, le notazioni inf f, sup f indicano gli
estremi, rispettivamente, inferiore e superiore di f(A).

Dato un preordinamento = su A, la funzione f & non decrescente (cre-
scente) se f(a) > f(a’) (f(a) > f(a’)) per ogni a,a’ tali che a = a’; non
crescente (decrescente) se f(a) < f(a’) (f(a) < f(a')) per ogni a, d’ tali
che a > d'.

9Quindi R =]—o00, 400 e R* = [~00, +¢]; inoltre, [0, +00] e [0, +-00] sono I'insieme dei
numeri non negativi, rispettivamente, della retta reale e di quella ampliata. Conseguente-
mente, il valore assoluto |a| di a € R* coincide con a su [0,+00] e con 'opposto di a su
[—00,0].
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e Date le funzioni f,g di A in R*, la funzione:
fg:aw— f(a)g(a) & definita su A;
f+g:a— f(a)+ g(a) & definita sull’insieme degli elementi a tali che
f(a), g(a) non sono infiniti di segno opposto;

L a— L9 % definita sull'insieme degli elementi a tali che g(a) #£ 0 o

g g(a)
f(a), g(a) non sono entrambi infiniti.
f <g significa: f(a) < g(a) per ogni a € A.
f < g significa: f(a) < g(a) per ogni a € A.
e Data una famiglia (f;);c; di funzioni di A in R*, le funzioni mf fiesupf;
e i€l
sono cosi definite:

irelffi:aHinf{fi(a) iel};
supf; : a+— sup { fi(a) :i € I},
iel

e Data una successione (f,),>1 di funzioni di A in R*, la successione ¢
non decrescente (crescente) se fn(a) < fny1(a) (fu(a) < fari(a)) per
ogni a e per ogni n; non crescente (decrescente) se fn(a) > fni1(a)

(fu(a) > fni1(a)) per ogni a e per ogni n.

fn — f significa: la successione converge (puntualmente) alla fun-
zione f (cioe, f(a) = lir+n fn(a) per ogni a € A).

fn T f significa: la successione € non decrescente e converge a f.

fn | f significa: la successione ¢ non crescente e converge a f.

g fn serie di funzioni di termine generale f,,.
n>1



Capitolo 1

Preferenze e utilita

Un individuo, il decisore (che chiamiamo DM!), intende scegliere un elemen-
to nell’ambito di un dato insieme ® di alternative (decisioni) possibili®.
Assumiamo che la scelta di una decisione d comporti per DM una conse-
guenza che non sempre ¢ in grado di individuare nel suo stato d’informazione,
salvo ritenerla elemento di un dato insieme Cy (determinato senza possibilita
di equivoci) di conseguenze possibili®>. Supposto che I'insieme € = | J gen Ca

I Abbreviazione della locuzione inglese “decision maker”. Precisiamo che con il termine
“individuo” intendiamo sia una persona che un gruppo di persone, pensate pero formanti
un’unitd (come, ad esempio, una famiglia, un consiglio d’amministrazione, la Corte dei
conti, la Banca d’Ttalia, etc.).

2Si pensi, ad esempio, a scelte inerenti il menu da ordinare al ristorante, la terapia medi-
ca da prescrivere, il corso di laurea da attivare in una data facolta, il piano d’investimento
d’adottare, etc..

3Che possono essere di varia natura; ad esempio, morale (gradimento dei cibi previsti
dal menu, etc.), probabilistica (probabilita di guarigione della terapia, etc.), d’immagine
(laureati ben preparati con ottime possibilitd d’inserimento nel mondo del lavoro, etc.),
monetaria (incremento del capitale alla scadenza, etc.).

Ovviamente, Cy dovrebbe fornire, da un punto di vista ideale, un elenco esaustivo delle
conseguenze connesse con la decisione d. Purtroppo, a causa delle limitazioni (sia dedut-
tive che predittive) umane, cid non & possibile (salvo casi specifici) per cui Cy conterra,
in pratica, solamente le conseguenze che DM riterra piu rilevanti per il suo problema
decisionale (tra quelle considerate).

Chiaramente, la conseguenza (relativa alla decisione d) sara certa, se Cy ha un solo
elemento, e aleatoria, se ne ha pit di uno (non dipendendo soltanto dalla scelta d del
decisore, ma anche da altre circostanze che per DM sono ben definite ma le cui realizzazioni
sono, nel suo stato d’informazione, sconosciute).



2 CAPITOLO 1. PREFERENZE E UTILITA

delle conseguenze abbia almeno due elementi* e che il decisore sia un indi-
viduo razionale, DM terra conto nella sua scelta dei vantaggi e degli svantaggi
che la corrispondente conseguenza (certa o aleatoria) pud procurargli; verra,
cioe, guidato dalle sue preferenze tra le conseguenze di €.

1.1 Relazioni di preferenza e di indifferenza

Al fine di individuare le proprieta che sembra ragionevole richiedere al sistema
di preferenze (sulle conseguenze) di un decisore razionale, immaginiamo di
porre a DM, per ogni coppia ci,co € €, la seguente domanda: c’e tra le
conseguenze c; e ¢ una che per te sia migliore dell’altra, oppure che almeno
non le sia peggiore? Evidentemente, potremo ricevere solo una delle seguenti
risposte:

- ¢; non e peggiore di ¢;;

- ¢1 non ¢ peggiore di ¢y € ¢ non ¢ peggiore di c¢y;

- ¢; ¢ migliore di ¢j;

- ne “c; non e peggiore di ¢3”, né “cy non e peggiore di ¢;”.

Si vengono cosi ad individuare su € tre relazioni:

- la relazione di preferenza: ¢ = ¢ <= ¢ non ¢ peggiore di ¢;

- la relazione di indifferenza: c ~ ¢ < c> N = ¢

- la relazione di preferenza stretta: ¢ > ¢ < c>d ANcA .

Quali proprieta queste relazioni dovrebbero ragionevolmente possedere?
Chiaramente, ogni conseguenza non e peggiore di se stessa; inoltre, appare
naturale richiedere che se la conseguenza ¢ non & peggiore della conseguenza ¢
e la conseguenza ¢ non ¢ peggiore della conseguenza ¢, allora la conseguenza
¢ non e peggiore della conseguenza ¢’. Supponiamo quindi che la relazione
> verifichi gli assiomi:

A1 RIFLESSIVITA: ¢ = ¢ per ogni c € €.
A2 TRANSITIVITA: c¢>=d Acd =" = c>= " perognic,d,c’ €¢.

Conseguentemente, la relazione di preferenza diviene un preordinamento e
quelle di indifferenza e di preferenza stretta, rispettivamente, un’equivalenza

4In caso contrario, non sussiste alcun problema di scelta; DM va incontro ad una
conseguenza totalmente indipendente dalle sue decisioni.
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e un ordinamento stretto (osservato che la prima ¢ la parte simmetrica e la
seconda ¢ quella asimmetrica di =)°.

Per rendere significativo il problema di scelta, supponiamo inoltre che
ci siano almeno due conseguenze confrontabili e non indifferenti, cioe che la
relazione di preferenza stretta verifichi I’assioma:

A3 NON DEGENERAZIONE: c¢* > ¢, per qualche ¢*, ¢, € €.

Supposto infine, per semplificare il contesto decisionale, che DM non for-

nisca mai I'ultima delle risposte considerate all’inizio della sezione®, assumia-

mo, tramite il prossimo assioma, la completezza della relazione di preferenza.

A4 COMPLETEZZA: c¢ > ocd = ¢ per ognic,d € €.

Richiedere, come ¢ stato fatto, che la relazione di preferenza sia transitiva, se da una
parte sembra del tutto ragionevole, dall’altra esclude alcuni modelli introdotti per descri-
vere le preferenze del decisore in contesti specifici. A titolo d’esempio, ne riportiamo uno
riguardante la stima puntuale. Considerato il problema di stimare il parametro incognito
reale Z, siano O l'insieme delle sue determinazioni possibili e X un ente aleatorio osserva-
bile con distribuzione di probabilita Py dipendente da 6 € ©. Al fine di valutare la bonta
degli stimatori di Z, Edwin Pitman introdusse nel 1937 la relazione di preferenza stretta
tra stimatori:

Spd = vee<3(P905@¥)—0|<|&¢X)—oo>>%)

Lo stimatore § & dunque migliore dello stimatore ¢’ se, qualunque sia il valore “vero” del
parametro, € maggiore di % la probabilita che § approssimi Z meglio di quanto lo faccia
0’. Proviamo ora che =p non ¢ una relazione transitiva. A tal fine, sia X = Y Z, con
Y distribuito uniformemente nell’intervallo [—0.9,1.1]. Supposto Z > 0, consideriamo gli
stimatori §(X) = X, ¢'(X) = a|X]| e ¢"(X) = b/ X| (0 < a <1 <b). Riesce allora

Py(15(X) — 2] < 8'(X) = ZI) = Py(1X — Z| < |alX| - Z )= Pr()Y — 1| < |al¥] ~ 1])
m@<Y<——)
Py (15" (X) — 2| < [6(X) — ZI) = Py(|BX| - Z| < | X — Z])= Pr(IbjY| — 1] <|¥ —1])

:Pr<13b<Y<1i+b)

®Non possono quindi, nel campo delle preferenze strette, formarsi dei cicli (cioe sequenze
del tipoc>d,d =" ed > c).

SE quindi, a differenza dell’asino di Buridano, non abbia mai (sapendo sempre quello
che vuole) dei dubbi, delle incertezze su come scegliere tra due conseguenze qualsiasi.



4 CAPITOLO 1. PREFERENZE E UTILITA

Py (10'(X) — Z| < |6"(X) — Z|) = Py (| a|X| - Z| < |bX| - Z])
2
=Pr(la]Y|—1] < [b]Y|-1])= Pr(m > a—+b)

:Pr(Y> aib)+Pr(7a—2|—b <Y<O)

da cui, posto a = 0.9 e b = 3.2, otteniamo

Py (|6(X) = Z| < |0'(X) - Z|) = 1_8
Py (|6"(X) - 2| < 8(X) - 2]) = %83
Po(|6'(X) — 2| < |0"(X) - Z|) = ;_é

e quindi il ciclo § =p &', &' =p 8" e 6” =p §. Ne segue la non transitivita di >p.

1.2 Utilita ordinale

Essendo un preordinamento completo, la relazione di preferenza > ammette
una rappresentazione numerica nella retta reale. Basta infatti considerare la
funzione:

1 se ¢ > Co
¢(01,C2) =40 Se C1 ~ C2

—1 sec >

di dominio €2 e osservare che ¢; = ¢o <= ¢(c1,c2) > 0 per ogni ¢y, ¢y € €.
Sebbene utile in alcuni contesti specifici, questa descrizione quantitativa delle
preferenze non ¢ in grado di introdurre alcuna “scala numerica” che a con-
seguenze piu gradite faccia corrispondere valori numerici piu elevati, e vice-
versa; basta infatti osservare che, qualunque sia la conseguenza ¢ di “riferi-
mento”, 'applicazione indotta ¢(+, ¢) associa ad ogni conseguenza ¢ migliore
di ¢ sempre valore unitario. D’altronde, soprattutto in vista delle applica-
zioni, 'esistenza di una scala numerica e di notevole interesse; consente infatti
di ridurre I'individuazione delle conseguenze “migliori” per DM ad un pro-
blema di massimizzazione numerica (la determinazione dei punti di massimo
della funzione v : € — R che realizza la scala), consentendo cosi il ricorso -
qualora l'insieme € e la funzione v siano “fatti bene” - alle usuali tecniche di
ottimizzazione. Cio osservato, con la definizione seguente, identifichiamo le
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utilita ordinali di DM con le scale numeriche relative alle sue preferenze”.
Definizione 1.2.1 Una funzione v : € — R ¢ una utilita ordinale (per >)
se: ¢ = ¢ <= wv(c) >v(d) per ogni ¢, € €.

Il risultato seguente rileva che un’utilita ordinale ¢ anche in grado di
descrivere le relazioni di indifferenza e di preferenza stretta; inoltre, assicura
che ¢ definita a meno di trasformazioni crescenti (e quindi differenze tra valori
d’utilita indicano solamente 1'ordine di preferenza tra le relative conseguenze
e non di quanto piul preferita sia una conseguenza rispetto all’altra®).

Teorema 1.2.2 Sia v un'utilita ordinale. Riesce allora:
(i) c~c <= v(c) =v(d);
(it) ¢ = <= v(c) > v(c)

per ogni ¢, € €. Inoltre, v : € — R & un’utilita ordinale per = se e solo
se U € una trasformata crescente di v (cioe, se esiste una funzione crescente
f:v(€)— R tale che v = fow).

DiMOSTRAZIONE ~ Essendo le dimostrazioni di (i) e di (ii) immediate, ci limitia-
mo a verificare 'ultima parte della tesi. Notato che la condizione sufficiente
e banale, passiamo a quella necessaria. Sia quindi ¥ un’utilita ordinale per
». Dalla (ii) segue allora

v(e) > v(d) <= 0(c) > () (1.1)

"Storicamente, il termine “utilitd” (centrale per il pensiero economico) ha assunto di-
versi significati che si possono, grosso modo, far risalire a tre distinti periodi. Nel primo,
corrispondente all’economia politica classica (Adam Smith, David Ricardo e Karl Marx),
veniva inteso come una proprieta dei beni: il loro “valore d’uso”, cioe 'attitudine a sod-
disfare un bisogno biologico o culturale. Nel secondo, relativo all’economia del benessere
utilitarista (iniziata da Jeremy Bentham), veniva visto come una grandezza psichica degli
individui: il loro “benessere” (ritenuto suscettibile di misura e di segno, positivo per il
piacere e negativo per la pena). Nell’ultimo, corrispondente alla moderna teoria delle
decisioni, viene inteso (anche per noi) come una rappresentazione numerica delle prefe-
renze individuali (non necessariamente connesse ad un contesto economico) di carattere:
ordinale se riguardano alternative certe (Vilfredo Pareto), cardinale se riguardano distribu-
zioni di probabilita sulle alternative certe (Frank P. Ramsey, John von Neumann e Oskar
Morgenstern).

8Giustificando cosi I’associazione dell’aggettivo “ordinale” alla nozione d’utilitd consi-
derata.
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per ogni ¢, € €.

Considerato 'insieme-immagine 7' = {v(c) + 9(c) : ¢ € €} della funzione
v 4 0, associamo ad ogni suo elemento t il sottoinsieme C; = {c € € :
v(c) + 0(c) =t} e verifichiamo che, qualunque sia t € T, le utilita v, ¥ sono
costanti su Cy. Datot € T'esceltic, ¢ € Cp, sihav(c)+9(c) =t = v(c)+0(¢)
e quindi

v(e) = v(c') = —[i(e) — (). (1.2)

Allora, v(c) = v(c’); infatti, se cosi non fosse, da (1.1) si avrebbe 0(c)—v(c’) >
0, se v(c)—v(c) >0,ed(c)—v(c) <0, sev(c)—v(d) <0, contraddicendo in
ogni caso (1.2). Conseguentemente, tramite (1.2), risulta anche o(c) = o(¢).

Indicati, per ogni t € T, con «a(t) e &(t) i valori assunti su Cy, rispetti-
vamente, da v e 7, si vengono a individuare due funzioni o : T' +— v(€) e
a:T — 9(C) tali che

0(c)) (1.3)
1.4

per ogni conseguenza c.

Proviamo ora che queste funzioni sono crescenti. A tal fine, siano t,t' € T
con t < t'. Esistono allora due conseguenze ¢, ¢ tali che v(c) + 0(c) =t <
t' =v(c) + (). Ne segue

v(c) —v(c) < =[0(c) — B()]

da cui otteniamo v(c¢’) > v(c); infatti, in caso contrario, risulterebbe v(c) —
v(¢’) > 0 da cui discenderebbe 9(c) — 0(¢’) < 0 e quindi, per (1.1), si avrebbe
v(c) —v(d) < 0 (Contraddizione!). Dalla v(¢’) > v(c), tenuto ancora conto
di (1.1), si ha anche o(¢) > 9(c). Ne segue, tramite (1.3) e (1.4),

a(t) = a(v(c) +9(c)) = v(c) < v(d) = a(v() + () = a(t)
a(t) = a(v(c) + o(c)) = (c) < 5(c) = alw(d) + 9(d)) = a(t).

Dato che la funzione « e crescente, possiamo considerare la sua inversa
a!:v(€) — T. Allora, la funzione composta & o a™! & crescente (I'inversa

a~! & crescente!) e inoltre, per (1.3) e (1.4),

(c) = a(v(c) + 9(c)) = a(a " (a(v(c) +0(c))))= (@ o a ") (v(c))
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per ogni conseguenza c. Dunque, v € una trasformata crescente di v. |

Non tutte le relazioni di preferenza ammettono un’utilita ordinale. Proviamo infatti
che non & possibile descrivere l'usuale ordinamento lessicografico:

(a,b) = (d',V) <= a>d V(ia=d Nb>1)

su R? mediante un'utilitd ordinale. A tal fine, supponiamo (per assurdo) che v sia un’utilita
ordinale per »=. Considerato allora un numero reale a qualsiasi, risulta (a,1) > (a,0) e
quindi, per il Teorema 1.2.2(ii), v((a,1)) > v((a,0)). Esiste dunque un numero razionale
qa tale che v((a,1)) > q, > v((a,0)). Si viene cosi a creare una funzione iniettiva di R nei
numeri razionali; infatti, da a > a segue (a,0) > (a,1) e quindi, per il Teorema 1.2.2(ii),
do > v((a,0)) > v((a’,1)) > go. Conseguentemente, I'insieme numerabile dei numeri
razionali include un insieme avente la cardinalitd del continuo (Contraddizione!).

Di particolare interesse e la caratterizzazione seguente che identifica le preferenze che
ammettono un’utilitd ordinale con quelle che consentono di individuare un insieme di-
screto di classi di indifferenza la cui unione si “comporti” (rispetto alla preferenza) come il
sottoinsieme dei numeri razionali rispetto all’usuale ordinamento per grandezza dei numeri
reali. Ricordiamo, in proposito, che C' C € & =- denso (nel senso di Birkhoff) se, per
ogni ¢y, co & C tali che co = c1, esiste una conseguenza ¢ € C peggiore di ¢y e migliore di
¢y (cioe, appartenente all’intervallo aperto ]ei, ca[). Precisiamo inoltre che [¢/] denota la
classe di indifferenza {c € €: ¢ ~ ¢’} della conseguenza ¢’

Teorema 1.2.3 FEsiste un’utilita ordinale per = se e solo se esiste un insieme discreto C
di conseguenze tale che l'unione |J,co[c] € un insieme =-denso.”

DIMOSTRAZIONE  Selezionato in ogni classe di indifferenza un elemento, denotiamo con
Co l'insieme cosi costituito e, per ogni conseguenza ¢, con o(c) quell’unico elemento di Cy
tale che o(c) ~ c.

Supponiamo intanto che v sia un’utilitd ordinale per »=. Allora, la restrizione v|¢,
& un’applicazione iniettiva; infatti, dati ¢,¢’ € Cjy tali che v(c) = v(c'), per il Teorema
1.2.2(1), si ha ¢ ~ ¢, cioe [¢] = [¢/] e quindi ¢ = ¢’ (per definizione di Cj).

Sia ora 7 la famiglia (numerabile) degli intervalli reali aperti con estremi razionali che
contengono 'immagine, tramite v, di qualche elemento di Cj. Si ha quindi

Z ={lq,¢'[C R: q,q¢ razionaliA]q,¢'[Nv(Cy) # 0}.

Selezionato, per ogni intervallo I € Z, un elemento ¢y in Cj tale che v(cy) € I, consideriamo
I'insieme discreto C7 = {c¢; : I € T} e poniamo:

C1={ceCy\Cr:3c € Colc N]d,e[nCr =0)}.

Una conseguenza ¢ di Cy che non e in C7 appartiene dunque a C; solo se e possibile
trovare una conseguenza y(c) € Cy peggiore di ¢ e tale che non sia possibile individuare
una conseguenza di C7 che sia peggiore di ¢ e migliore di v(c).

9 Ammettono pertanto un’utilita ordinale le relazioni di preferenza definite su insiemi
di conseguenze discreti oppure aventi al pit un numerabile di classi di indifferenza.
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Per provare che C; ¢ un insieme discreto basta verificare (ricordando liniettivita di
v|e,) che la famiglia di intervalli reali non vuoti:

J = {I(c) = Jo(v(c),v(e)[: c € Cu}

¢ disgiunta. A tal fine, supponiamo (per assurdo) che esistano ¢, € C tali che I(¢) N
I(c") # (. Possiamo allora assumere (senza perdere in generalita) v(y(c)) < v(y(c¢)) <
v(c). Considerato quindi un intervallo I € 7 tale che v(y(c¢')) € I C I(c), riesce v(cr) €
I C I(c); ne segue, v(c) > v(er) > v(y(c)) da cui, per il Teorema 1.2.2(ii), ¢ > ¢; > y(c) e
quindi una contraddizione, osservato che c¢; € C7.

__ Poiche €y ¢ discreto, ¢ pure discreto I'insieme C' = €7 UCz. Per provare che l'insieme
C = Ucec[c] ¢ =-denso, siano ci,co € C con ¢1 > co. Per definizione di Cjy, esistono
C1,¢60 € Cp tali che ¢y ~ ¢ e ¢cg ~ 3. Ne segue, ¢; = &z ec¢; € C = Cy UCr (per
definizione di 6) Allora, ¢; € Cy \ Cz e ¢; & Cy. Per ¢ = Ca, esiste quindi ¢; € C7 C C
tale che ¢; = ¢ = ¢o. Ne segue, ¢; = ¢y = ¢p con ¢j € C.

Passando alla condizione sufficiente, supponiamo che C' sia un insieme discreto tale che
I'insieme J ¢ [c] risulti =-denso. Procediamo per casi considerando la preferenza prima
antisimmetrica e poi arbitraria.

e Caso 1: > antisimmetrica. Allora, ogni conseguenza ¢ indifferente solo a se stessa e
quindi C' = [J,c[c] € un insieme >-denso. Proviamo, innanzitutto, che I'insieme:

S={(c1,c2) € 2.y = 1\ ey, co| = 0}

¢ discreto!?. Osservato che, per la >-densita di C, una almeno delle due componenti di
una coppia di S deve appartenere a C, consideriamo ’applicazione f : S +— C cosi definita:

cp seceC

f(01702) - {CQ se C1 g C.

La finitezza o numerabilita di S sara evidentemente provata se verifichiamo che la controim-
magine (tramite f) di un qualsiasi elemento di C' ha al pitt due elementi. Siano pertanto
(c1,¢2), (C1,¢2), (1, ¢2) € S tali che f(c1,¢2) = f(er,c2) = f(c1,¢2) e (é1,62), (C1,02) #
(c1,¢2). Poiche nelle due situazioni possibili ¢; € C, ¢; € C i procedimenti dimostrativi
sono analoghi, ci limitiamo a riportare quello relativo alla prima. Assumiamo pertanto
c¢1 € C. Allora, f(c1,c2) = ¢1. Se ¢; € C, otteniamo ¢; = f(¢1,¢2) = ¢1 e quindi,
tenuto conto della Jey, co[ =]¢1,¢2[= 0 e della completezza della preferenza, co = ¢3, ciod
(c1,¢2) = (€1,¢2). Seinvece ¢1 & C, si ha ¢ = f(¢1,¢2) = ¢1. Ora, nel caso ¢; € C, riesce
¢1 = f(¢1,¢2) = 1 e quindi ¢ = ¢ (Je1, c2[=]c1, G| = 0!), ciot (c1,c2) = (€1, C2); nel caso
¢ € O, risulta infine ¢ = f(¢1,¢2) = ¢1 = ¢z e quindi ¢; = ¢ (|&1,¢2[=]c1,e2[= 0),
cio¢ (¢1,¢2) = (¢1,¢2). Dunque, in ogni caso, almeno due delle tre coppie considerate
coincidono.
Poiche S & un insieme discreto, lo &€ banalmente anche I'insieme:

C'={cee:3c((c,e) e SV (¢,c) € 9)}.

10Ad esempio, con riferimento all’usuale ordinamento per grandezza, S = ), se € = R,
eS={(n,n+1):neN},se€=N.
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Scelta allora una numerazione ¢y, ..., Cy, ... dell’insieme discreto C' = C' U C’, consideria-
mo la funzione di dominio €:

U(C) = Z Qin I]E,L—»[(C)’

n>1

avendo posto |¢,, — [= {c¢: ¢ > &,} per ogni n.

Proviamo ora che v e un’utilita ordinale per >. Date due conseguenze ci,cs con
c2 = c1, Vimplicazione Ijz, _(c1) = 1 = Iz, —[(c2) = 1 sussiste per ogni n; ne segue,
per definizione di v, che v(ca) > v(c1). Viceversa, tenuto conto della completezza della
preferenza, basta provare che, date due conseguenze ¢y, ca con ca > ¢1, si ha v(ca) > v(ey).
Procediamo per casi supponendo ’esistenza o no di m tale che ¢s = ¢,, = c1.

e Caso 1.1: ¢z = ¢, = c1 per qualche m. Allora, Iiz, _(c1) =0 < 1 = Iz, _((c2).
Inoltre, considerata una generica conseguenza ¢,, si ha Iz, _((c1) = 0 = I}z, é[(CQ), se
Cn = o5 Iig, (1) =0 <1 = I, lc2), se ca = ¢ = 15 g, i(c1) =1 = I]cﬂ, ((ca),
se ¢1 > Cn. Riesce pertanto v(cg) = anl 27" Iz, (c2) > Zn21 27" Iz, —q(c1) = v(cr).

e Caso 1.2: Non esiste m tale che co = ¢, = ¢1. Allora, ¢; & C. Ne segue ey, ca[# 0
(in caso contrario si avrebbe (c1,c2) € S da cui seguirebbe la contraddizione ¢; € C') e
quindi esiste una conseguenza ¢ tale che co = ¢ > ¢;. Allora, ¢ ¢ C. Per la =-densita di
C esiste m tale che ¢ > ¢ > ¢, = ¢1 e quindi, per il Caso 1.1, v(c2) > v(cq).
e Caso 2: > arbitraria. Chiaramente, la restrizione = della preferenaa = su Cp & anti-
simmetrica. Inoltre, posto C' = (J ¢ [c], 'insieme discreto Cj = Co N C = {o(c) : c € C}
& =o-denso; infatti, dati ¢;,co € Cp \ Cf con ¢; > c2, si ha ¢1,¢c0 & C da cui, per la
=-densita di 57 esiste ¢ € C tale che c1 = ¢ > ¢ e quindi o(c) € Cf e ¢1 g o(c) =0 ca.
Esiste allora, per il Caso 1, un’utilita ordinale vy : Cy — R per >¢. Risulta quindi
€1 o 2 <= vo(c1) > wvo(ce) per ogni c1,co € Cy. Possiamo, a questo punto, ottenere
un’utilita ordinale considerando la funzione v : ¢ — vo(o(c)). Si ha infatti

1=y < o(c1) = o(ea) < wvo(o(cr)) > vo(o(eg)) <= v(cr) > v(ea)

qualunque siano le conseguenze c; e cs. [ |

1.3 Utilita cardinale

Se le decisioni comportano conseguenze certe, DM sara guidato nella sua
scelta solamente dalla relazione di preferenza =; conseguentemente, nel caso
particolare che egli esprima le sue preferenze mediante un’utilita ordinale v, il
problema decisionale si riduce ad un problema di ottimizzazione: individuare
punti di massimo della funzione v. Purtroppo, nelle situazioni reali, le scelte
in “condizioni di certezza” sono, per cosi dire, un caso limite; infatti, gli in-
dividui prendono decisioni che usualmente comportano conseguenze aleato-
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rie'!. Per affrontare il problema decisionale nella sua generalita, DM non

puo quindi limitarsi a confrontare solamente conseguenze certe ma deve an-
che elicere le sue preferenze nell’ambiente molto pitt ampio delle conseguenze
aleatorie. Analogamente a quanto fatto per la relazione =, viene allora natu-
rale chiedersi quali proprieta questa nuova relazione di preferenza dovrebbe
ragionevolmente possedere. Tra le varie risposte che sono via via apparse,
andiamo ora a considerare quella che, senza ombra di dubbio, e a tutt’oggi
la piu “popolare”.

Iniziamo col considerare una decisione d che comporti una conseguenza
avente un numero finito di specificazioni possibili. Posto Cy = {c1,...,¢c,},
introduciamo la partizione dell’evento certo costituita dagli eventi:

E; : “d comporta la conseguenza ¢;” (i =1,...,n).

Supposto che DM sia in grado di esprimere la sua opinione sul verificarsi di
tali eventi tramite una distribuzione di probabilita P4, la scelta di d comporta
per DM T'accesso ad una particolare lotteria: subire “a sorte” la conseguenza
¢ con probabilita Py(Fy), ..., la conseguenza ¢, con probabilita Py(E,).
Ovviamente, nel caso delle conseguenze certe (n = 1), la distribuzione si
concentra tutta su ¢; e quindi la lotteria degenera fornendo la conseguenza
c1 con certezza.

Abbandonando il caso finito e volendo ripercorrere, in qualche modo, le
considerazioni fatte, la situazione si complica notevolmente poiche bisogna
considerare distribuzioni di probabilita su insiemi infiniti. Per proseguire,
scegliamo d’adottare I'usuale impostazione del calcolo delle probabilita basata
sulle misure di probabilita. Data una decisione d che comporti una conse-
guenza avente un’infinita di specificazioni possibili, fissiamo dunque una o-
algebra Cy su Cy includente i singoletti che descriva, dal punto di vista inter-
pretativo, gli insiemi C' C Cy per i quali I'evento:

E¢ @ “d comporta una conseguenza appartenente a C”

presenti qualche interesse per DM. Supposto, analogamente al caso finito, che
DM sia in grado di esprimere la sua opinione sul verificarsi degli eventi E¢ in

11Si pensi, ad esempio, all’acquisto di un’automobile. Sceglierne una comporta come
conseguenza, tra ’altro, il prezzo d’acquisto (che & certo) e gli importi futuri relativi alla
sua manutenzione, chiaramente non noti (al momento dell’acquisto) dipendendo da fattori
del tutto casuali (come il verificarsi di un guasto, di un incidente, etc.).
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termini probabilistici, veniamo a individuare una probabilita P, su C4. Con-
seguentenente, la scelta della decisione d comporta per DM T'accesso ad una
particolare lotteria: ottenere “a sorte” l'evento “la conseguenza appartiene
a C” con probabilita Py4(C) (e quindi, in particolare, subire la conseguenza
¢ € Cy con probabilita Py ({c})).

La capacita di formulare valutazioni probabilistiche per gli eventi E; (caso
finito) ed E¢ (caso infinito) consente dunque a DM di interpretare la con-
seguenza (certa o aleatoria) relativa alla decisione d come una lotteria gover-
nata da una opportuna probabilita P4 definita sugli “eventi” di una o-algebra
C; su Cy'2.

Poiche tali probabilita si possono sempre estendere agli elementi di una o-
algebra “di riferimento” C su € che contenga i singoletti e includa la famiglia
Udeo C;'3, DM sard naturalmente condotto, per descrivere le sue preferenze
tra le conseguenze (certe o aleatorie), a confrontare tra di loro le probabilita
(intese su C) che regolano le corrispondenti lotterie.

Passando ad una formalizzazione di quanto esposto, assumiamo che DM,
per risolvere il problema decisionale, consideri una relazione di preferenza
>* su un opportuno insieme £ di probabilita definite su C (dette lotterie)
che, oltre a contenere le probabilita P4, includa anche le restrizioni su C delle
misure di Dirac su 2% (che chiameremo lotterie degeneri) e sia chiuso per
misture!® (includendo cosi anche le lotterie semplici, cio¢ le probabilita
concentrate su insiemi finiti di conseguenze'®). Conveniamo inoltre di deno-
tare con ¢ (dotata o no di apici o pedici) una lotteria generica di £ e, per
ogni conseguenza c, con I, la restrizione su C della misura di Dirac d, su 2°.
Per quanto riguarda le proprieta della preferenza >=*, assumiamo intanto che
sia un preordinamento completo compatibile con la preferenza >.

A1* RIFLESSIVITA: £ >* /.
A2* TRANSITIVITA: (>* VN0 =* 0" = ¢ >=* ",
A3* COMPLETEZZA: (>=*{0 o/l =* /.

A4* COERENZA: I =" 1. < " = perognid,c € €.

12Che, nel caso finito, coincide con l'insieme delle parti di Cj.

B3Ponendo P4(C) = P4(C N Cy) per ogni C € C.

4Nel senso che, qualunque siano (1, ...,0, € £ e ¥1,...,9, € [0,1] tali che >, | ¥;
1, la probabilita Z?:l ¥:4; (detta mistura delle lotterie ¢1,...,¢, con pesi ¥1,...
appartiene a £.

15Ricordiamo che una probabilitd P su C si dice concentrata su C € C se P(C) = 1.

~

) n
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Naturalmente, come nel caso della preferenza >, accanto alla relazione »*
considereremo anche le relative relazioni di indifferenza:

(~* = L= U N =5
e di preferenza stretta:
(550 = 0= U N

che sono, per A1*, A2* e A4*, rispettivamente, un’equivalenza coerente con
~ e un ordinamento stretto coerente con .

Passando a considerare ulteriori proprieta che la preferenza >=* dovrebbe
avere, viene naturale ritenere che una lotteria ¢’ non sia peggiore (migliore)
della lotteria ¢, se ogni suo possibile esito non ¢ peggiore (migliore) di ¢.

A5* DOMINANZA: Siano C”" € C e (' tali che ¢'(C") = 1. Riesce allora:
-0 =%, se 1, =* { per ogni ¢ € C';
-0=*{' sel =* 1. per ogni ¢ € C".

Al fine di individuare un’altra proprieta “naturale”, conviene considerare
un tipo abbastanza comune di scommessa sui cavalli: la scommessa doppia,
consistente nel fare una puntata p su un dato cavallo nella prima corsa speci-
ficando che, in caso di vittoria, la vincita verra utilizzata per puntare su
un certo cavallo nella seconda corsa al fine di acquisire, in caso di vittoria,
I'importo w (al netto della puntata p). Indicate con m; la probabilita che
lo scommettitore associa all’evento “il primo cavallo scelto perde la corsa” e
con 7y quella che associa all’evento “il secondo cavallo scelto perde la corsa”,
i possibili risultati della scommessa doppia sono:

- perdere, con probabilita my, la puntata p;
- guadagnare, con probabilita 1 — 7y, una scommessa per la seconda corsa
avente come possibili risultati:

- perdere la puntata p con probabilita 7y;

- ricevere I'importo w con probabilita 1 — .

Andiamo ora a rappresentare la scommessa doppia in termini di lotterie con-
centrate sulle conseguenze ¢; = —p e co = w. Indicata con la coppia ordinata
(I1,15) la lotteria che associa probabilita [ alla conseguenza c; e probabilita
[y alla conseguenza co, la scommessa relativa alla seconda corsa puo essere
rappresentata dalla lotteria f5 = (my,1 — m3). Considerata allora la lotte-
ria degenere 1., = (1,0) che rappresenta ’evento “perdere 'importo p con
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certezza”, la scommessa doppia puo essere realizzata ricorrendo alla proce-
dura:

“Usare la prima corsa come meccanismo di sorteggio per ottenere la

lotteria 1., con probabilita 7 e la lotteria ¢5 con probabilita 1 — m;”
che consente di interpretarla come una particolare lotteria composta (cioe
un meccanismo di sorteggio - di nota legge probabilistica - i cui esiti sono
delle lotterie).
Andiamo infine a valutare la probabilita di vittoria della scommessa doppia,
cioe la probabilita 7 di vincere sia nella prima che nella seconda corsa. Sup-
posto che lo scommettitore ritenga i risultati delle due corse tra loro indipen-
denti, siha7m = (1—m)(1—m) = 1—[m +(1—m)m]. Pertanto, le probabilita
di perdere I'importo p e di ricevere I'importo w nella scommessa doppia coin-
cidono con quelle relative alla lotteria mistura ¢ = m 1., + (1 — m )l delle
due lotterie I.,, ¢ con pesi T e 1 — 7.
Ritenendo, come peraltro naturale, che lo scommettitore valuti le scommesse
sui cavalli basandosi unicamente sulle relative probabilita di vittoria, possia-
mo concludere che, per lui, la lotteria composta e la lotteria mistura sopra
considerate rappresentano, malgrado la loro differente natura (aleatoria e
certa, rispettivamente), il medesimo oggetto: la scommessa doppia.

Prendendo spunto da questo esempio, assumiamo quindi che, date due
qualsiasi lotterie ¢',¢” e un arbitrario numero reale ¢ € [0, 1], la lotteria
mistura /90" = 90 + (1 —9)¢" sia per DM del tutto equivalente alla lotteria
composta retta da un meccanismo di sorteggio che fornisca la lotteria ¢’ con
probabilitd ¥ e la lotteria ¢/ con probabilita 1 — 6.

16Per realizzarlo (nel caso € C R) si potra ricorre ai metodi della simulazione osservando
che, dato un numero pseudocasuale X distribuito uniformemente in [0, 1], la trasformata
Y = f(X) mediante la funzione:

—o0  set=0
@) =q1—-X se0<t<1-)\
1 sel—-A<t<l1

e tale che Pr(Y = 0) = 1—A e Pr(Y = 1) = A. Pil in generale, ricordiamo che, considerata
una v.a. X distribuita uniformemente in [0,1] e data una funzione di ripartizione F, la
v.a. Y = f(X), trasformata di X mediante la funzione:

f@t)=inf{z e R: F(z) >t} =sup{x € R: F(z) < t},

ammette F' come funzione di ripartizione (per una dimostrazione si veda la Sezione B.7
del testo di Schervish).
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L’identificazione delle lotterie mistura con quelle composte suggerisce di
richiedere alla relazione di preferenza >* la seguente ulteriore proprieta.

A6* INDIPENDENZA: (" >* (' <= ("0 =" {'0C (¥ €]0,1]).

Infatti, poiche in entrambe le lotterie composte ¢”9¢ e ¢'9¢, DM ottiene la
lotteria ¢ con probabilita 1 — 1}, viene naturale ritenere che questo “termine
costante” non influenzi in alcun modo la sua scelta. Conseguentemente, la
preferenza di DM tra le due lotterie composte dipendera unicamente dal
“termine variabile” nelle due misture, cioe dalla sua preferenza tra le lotterie
el

Una ulteriore (e ultima) proprieta “naturale” che assumiamo per =* &
la seguente: se la lotteria ¢” & migliore della lotteria ¢, & sempre possibile
trovare, per quanto possa essere indesiderabile per DM la lotteria ¢, una
lotteria composta - che fornisca ¢’ con probabilita o > 0 e £’ con probabilita
1 —a > 0- che “scavalca” nella preferenza la lotteria ¢; analogamente, se £ e
migliore di ¢/, € sempre possibile trovare, per quanto possa essere desiderabile
per DM la lotteria ¢”, una lotteria composta - che fornisca ¢’ con probabilita
G >0 el con probabilita 1 — 3 > 0- che viene “scavalcata” nella preferenza
dalla lotteria ¢.7

A7* PROPRIETA ARCHIMEDEA: Sia ¢’ =* ¢. Allora, per ogni ¢ tale che:
-0 = 0= U esiste oo €0, 1] tale che 07 = (all = 4
-0 == U esiste B €]0,1] tale che £ > 0730 =+ 1.

Il prossimo teorema (chiave di volta della teoria delle scelte individuali in
condizioni di incertezza) mette in evidenza che le proprieta sin qui ammesse
per le preferenze di DM sulle lotterie permettono d’individuare - qualora C
includa gli insiemi >-connessi di € e £ le lotterie a supporto limitato!®-
un’utilita ordinale (per =) che consente, nell’ambito delle lotterie a supporto
limitato, una rappresentazione numerica di >* in termini di speranze mate-
matiche!.

17Si potrebbe pensare che questa proprietd venga violata nei casi in cui tra i possibili esiti
della lotteria ¢’ ci sia la morte del decisore (che, salvo casi estremi, puo ragionevolmente
ritenersi la conseguenza peggiore che gli possa capitare). Ma se cosl fosse, nessuno si
assumerebbe, ad esempio, il rischio di essere investito e di morire attraversando una strada
trafficata per andare a bere un caffe ritenuto migliore di quello offerto nel bar sotto casa.

18Cioe, probabilita su C che sono concentrate su intervalli chiusi di €.

19 relativa dimostrazione (alquanto complessa) viene riportata, in corpo minore, alla
fine della sezione in quanto, essendo essenzialmente tecnica, non interviene significativa-
mente nello sviluppo del contesto teorico che stiamo delineando.
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Teorema 1.3.1 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Esista un’utilita ordinale u (per =) integrabile rispetto ad ogni lotteria.
Allora, la relazione =* su £ cosi definita:

(- = Eg(u):/udﬁz/udé':Eg/(u)
¢ ¢

e un preordinamento che verifica la proprieta archimedea e quelle di
completezza, coerenza, dominanza e indipendenza;

(i1) La o-algebra C includa gli insiemi =-connessi di € e la famiglia £ le
lotterie a supporto limitato. Inoltre, =* sia un preordinamento su £
che verifica la proprieta archimedea e quelle di completezza, coerenza,
dominanza e indipendenza. Esiste allora un’utilita ordinale u (per =)
tale che { =* V' <= Ey(u) > Ep(u) per ogni lotteria £, {' a supporto
limitato.

L’assunzione che le lotterie mistura siano del tutto equivalenti alle corrispondenti lot-
terie composte ha consentito di giustificare, in qualche modo, le proprieta di indipen-
denza e archimedea (e quindi, in ultima analisi, il ricorso alle speranze matematiche
di un’opportuna utilitda ordinale per esprimere le preferenze sulle lotterie). A causa di
questo ruolo chiave nell’impostazione concettuale delle scelte individuali in condizioni di
incertezza, particolare attenzione ¢ stata posta, dagli psicologi e dagli studiosi del com-
portamento umano, per individuare il reale valore descrittivo sia di questa identificazione
che della “conseguente” proprieta di indipendenza. Per ottenerlo, il metodo comunemente
adottato e stato quello di organizzare degli esperimenti, proponendo a delle popolazioni
campione (scelte in qualche modo) opportuni problemi di decisione in condizioni di in-
certezza, al fine di stabilire se le risposte ottenute siano o no in accordo con I’identificazione
fatta. Pur essendo tale metodologia soggetta a numerose critiche®’, i risultati ottenuti
hanno generato una notevole mole di ricerche che hanno condotto, anche recentemente, a
nuove impostazioni del problema delle scelte in condizioni di incertezza?! .

Dei vari esperimenti effettuati, riportiamo una versione di uno dei pit celebri (dovuto
a Maurice Allais) che riguarda la proprieta di indipendenza. Date le lotterie:

- £1: assegna un premio di 27.500 euro con probabilita 0,33, un premio di 24.000 euro con
probabilita 0,66 e un premio nullo con probabilita 0,01;

20Dovute alla scelta della popolazione (usualmente matricole universitarie) da cui estrar-
re il campione; dalla mancanza di incentivi che inducano i soggetti ad impegnarsi se-
riamente nel rispondere alle domande poste; alla reale portata delle risposte ottenute
nell’illuminare il comportamento degli individui in situazioni reali; etc..

21Gi veda, ad esempio, Schmidt, U., Axiomatic Utility Theory under Risk: Non-Archime-
dean Representations and Applications to Insurance Economics, Lectures Notes in Fco-
nomics and Mathematical Systems, Springer (1998).
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- £5: assegna un premio di 24.000 euro con certezza;

- 03: assegna un premio di 27.500 euro con probabilita 0,33 e un premio nullo con proba-
bilita 0, 67;

- {4: assegna un premio di 24.000 euro con probabilita 0,34 e un premio nullo con proba-
bilita 0,66

si considerino le opportunita di scelta:

- Opportunita 1: Il soggetto sceglie tra le lotterie £1 e /s;
- Opportunita 2: 11 soggetto sceglie tra le lotterie /3 e ¢4.

La risposta piu frequente data dai soggetti sottoposti all’esperimento:
“Scelta di /5 nella prima opportunita e di £3 nella seconda”
contraddice purtroppo la proprieta di indipendenza (paradosso di Allais). Infatti, con-

siderate le lotterie:

- ¢5: assegna un premio di 27.500 euro con probabilitd 22 e un premio nullo con probabilita
5 34
1.
349
- £g: assegna un premio nullo con certezza,

riesce El = O, 3455 + O, 6662, 62 = 0, 34(2 +0, 6662, 63 = 0,3465 +0,66£6 e 64 = 0, 34[2 +
0,66 ¢g. Ne segue, per la proprieta di indipendenza,

lo - by <= {5 - Uy < {4 =% l3.

Si potrebbe allora pensare che questo “scollamento” tra le teoria e la pratica metta in
discussione solamente la validita descrittiva della proprieta di indipendenza e non quella
relativa all’identificazione fatta tra lotterie mistura e lotterie composte. Purtroppo non &
cosl come ha messo in evidenza ’esperimento seguente. Date le lotterie composte:

- Ly: assegna /5 con probabilita 0,34 e un premio di 24.000 euro con probabilita 0,66;

- L3: assegna /5 con probabilita 0,34 e un premio nullo con probabilita 0, 66
si considerino le opportunita di scelta:

- Opportunita I: Il soggetto sceglie tra le lotterie Lq e £o;
- Opportunita II: 1l soggetto sceglie tra le lotterie L3 e 44.

In questo caso, la frequenza delle risposte coerenti con la teoria (“L; e Ls” oppure “/5 e
£4") ¢ significativamente maggiore che nel caso del paradosso di Allais, pur essendo tali
lotterie composte “coincidenti” con le lotterie considerate nel paradosso. Quindi, da un
punto di vista descrittivo, proporre delle scommesse nella forma di lotterie composte altera
la scelta degli individui rispetto al caso in cui siano proposte in termini di lotterie semplici.
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La “debolezza” applicativa del Teorema 1.3.1, rilevata da questi esperimenti, ha sug-
gerito una sua interpretazione (che adottiamo senz’altro) di tipo normativo: esso fornisce
un modello di comportamento che puo essere utilmente utilizzato sia per controllare la
razionalita delle scelte degli individui che per individuare la decisione “migliore”, in situa-

zioni (pitt 0 meno complesse) di scelte in condizioni di incertezza.

Prendendo spunto dal Teorema 1.3.1, la prossima definizione fissa I’atten-
zione su quelle particolari utilita ordinali che consentono a DM di descrivere le
sue preferenze sulle lotterie in termini di confronti tra speranze matematiche
(anche non necessariamente finite).

Definizione 1.3.2 Un’utilita ordinale (per >=) u ¢ una utilita cardinale
(per =*) se: £ =* ' <= Ey(u) > Ep(u) per ogni lotteria ¢ e ¢'. Inoltre,
I'utilita attesa della lotteria ¢ ¢ la speranza matematica Eq(u) = [, udl.*

Il risultato seguente rileva che un’utilita cardinale ¢ in grado di descrivere
anche le relazioni di indifferenza e di preferenza stretta associate a >=*; inoltre,
assicura che e definita a meno di trasformazioni affini positive.

Teorema 1.3.3 Sia v un'utilita cardinale. Riesce allora:
(Z) 0 ~* ¢ < Eg(u) = Eg/(u),'
(ii) €=U <= Ey(u) > Ep(u).

Inoltre, u : € — R ¢ un’utilita cardinale per =* se e solo se esistono due
numert reali, a > 0 e b, tali che v = au + .

DiMOSTRAZIONE ~ Essendo le dimostrazioni di (i) e di (ii) immediate, ci limi-
tiamo a verificare I'ultima parte della tesi. Osservato che la condizione suffi-
ciente e banale, passiamo a quella necessaria assumendo che @ sia un’utilita
cardinale per »=*. Allora, per la proprieta di non degenerazione A3 e (ii),
u(c*) > u(cy) e a(c*) > u(cy). Possiamo quindi considerare le trasformate
affini positive, rispettivamente, di u e u:

1 1
) [u - U(C*)], Uy = QNJ,(C*) — ﬂ(c*)

u(c*) — u(c,
22Conseguentemente, per 1’'Osservazione A.3.9, I'utilitd attesa di una lotteria degenere
1. ¢ il valore u(c) che l'utilita cardinale assume su c e, per il Teorema A.3.4(ii), il valo-
re atteso di una lotteria mistura Y ., 9;¢; & la mistura » ., , ;Ey, (u) dei valori attesi
delle lotterie che la compongono (ogniqualvolta tale mistura non contempli espressioni
aritmetiche illecite).

uy = @ = a(c.)]
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ottenendo cosi due utilita cardinali (per >=*) tali che u;(c,) =0 e u;(c*) =1
(i=1,2).
A questo punto basta verificare che riesce u; = us; infatti, dall'uguaglianza

1 1 L
U(C*) . u(c*) [u - u(c*)] - ﬂ(c*) - ﬂ(c*) [u - u(c*)]
risulta
_a(cr) —afcey) u(c*) — u(ey)
T e —ute) M T we —uten
con UL)=ules) - ¢ quindi @ e una trasformata affine positiva di u.

u(c*)—u(es)
Per provare che le utilita u;, us coincidono, osserviamo intanto che, date

le conseguenze ¢, e ¢’ con ¢ € [¢/, "], risulta 1, ~* 1.91. per qualche
v € [0,1]. Infatti, dalla ¢’ = ¢ = ¢ otteniamo u(c”) > u(c) > u(c’) e quindi
esiste ¥ € [0, 1] tale che u(c) = Ju(c”) + (1 — ?)u(c’). Ne segue

B (u) = u(c) = du(c") + (1 = Du(d) = VB, (u) + (1 = D)Ey, (u)

= EﬁJC,/+(1—ﬁ)1C, (U)

da cui, tramite (i), 1. ~* 01 + (1 —9) 1y = 1P 10,

Sia ora i € {1,2}. Per valutare u;(c) procediamo esaminando le possibili
“posizioni” di ¢ rispetto ¢, e ¢* (= & completal). Sia intanto ¢ € [c,, ¢*]. Per
quanto provato, esiste ¥ € [0, 1] tale che 1, ~* 1+11.,. Da (i) segue allora

ui(c) = Bogy1-0)1., (W) = Yui(c”) + (1 = Duy(c,) = I,

ricordato che u;(c,) = 0. Sia ora ¢ > ¢*. Poiche ¢* € [c,,c], esiste ¥ €]0, 1]
tale che 1 ~* 1.91.,. Da (i) si ha allora

1= UZ(C*) = E1910+(1_19)16* (Uz) = ﬁuz(c) + (1 — 19)U7J<C*> = 1911,@(0)

da cui risulta u;(c) = §. Sia infine ¢, = ¢. Poiche ¢, € [¢, ¢*], esiste ¥ €]0, 1]

tale che 1., ~* 1.+91.. Da (i) riesce allora

0 =wi(ce) = Egs.rqov(u) = Yui(c”) + (1 = D)ui(c) = 0 + (1 — 9)u,(c)

9

577 In ogni caso si ha dunque wu;(c) = us(c). [ |

da cui segue u;(c) =
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Osservazione 1.3.4 Per il teorema appena provato, le utilita cardinali “con-
servano i rapporti”, nel senso che, se u, u sono utilita cardinali per >*, risulta
a(c") —ale)  u(c") —ulc)

a(d) —alc)  u(d) —ulc)

qualunque siano le conseguenze ¢, e ¢’ tali che ¢ o ¢. Tali utilita hanno
dunque la medesima natura cardinale (da cui la loro denominazione) degli
usuali sistemi di misurazione come, ad esempio, quelli della temperatura
(gradi Celsius, Farhenheit, Kelvin, etc.), della distanza (Km, anni-luce, nodi,
etc.), del peso (Kg, libbre, once, etc.) e cosi via. Natura che, per il Teo-
rema 1.2.2, non ¢ certamente inerente alle utilita ordinali (basti pensare,
ad esempio, all’utilita ordinale ottenuta dall’utilita cardinale u tramite la
trasformazione crescente ¢ — t3). ¢

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.3.1 La proposizione (i) si ottiene facilmente ri-
correndo alle proprieta elementari dell’integrale di Lebesgue. Per verificare la proposizione
(ii), iniziamo col provare un lemma che fornisce alcune utili conseguenze delle proprieta di
indipendenza e di completezza. Le prime due assicurano che la proprieta di indipendenza
sussiste anche per le relazioni di preferenza stretta e di indifferenza; la terza mette in evi-
denza che la mistura di due lotterie € una lotteria sempre compresa tra di esse; la quarta
invece mostra che se la lotteria £ & migliore della lotteria ¢, allora la loro mistura f994;
aumenta la sua preferibilita all’aumentare del peso ¥ € [0, 1].

Lemma 1.3.5 Risulta:

(i) by >=* by <= L0 =* £100;

(ii) by ~* Ly <= L0 ~* 104
per ogni ¥ €10, 1[. Inoltre:

(iii) Se by =* L1, allora by »=* L9¢1 »=* {1 per ogni ¥ €]0,1][;

(iv) Sely =*t1 el >9">9 >0, allora £9"0; =* 3904 ;

(v) Sel,=*0;,9;>0(G=1,...,n) e> U =1, allora >, 0 l; =* S | V4.
DIMOSTRAZIONE (i) Sia intanto o =* ¢, cioe €y =* {1 e ly #* £1. Assumiamo (per
assurdo) £of #* ¢19¢ con ¥ €]0,1[. Allora, per la proprieta di completezza, (19¢ »=*
0290 da cui, per la proprieta di indipendenza, otteniamo ¢; =* {5 e quindi {5 ~* /¢

(Contraddizione!). In modo analogo si prova 'implicazione opposta.
(ii) Per la proprieta di indipendenza, si ha

Uy "0y <= Lo =" Uy Nl =5 Uy <= LU0 =" 000N 0100 =" U9l <= 000 ~" {190

(iii) Siano ly =* £1 e ¥ €]0,1[. Allora, 1 — ¢ €]0,1[ da cui, posto £ = {5 in (i), segue
by = gg(l — 19)(2 =% £1<1 — 19)(2 =l e quindi, posto { = /1 in (i), by =% by}l »*
090 = 1.
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(iv) Supposto £y =* £1 e 1 > 9" > ¢ > 0, da (iii) otteniamo

2 - 5219/51. (15)
Posto a = 1;—?;, si ha 0 < a < 1 e inoltre
1 _ 19// 1 _ 19//
a(fzﬁ’&) +(1—a)ly = = [19/62 +(1- 19’)&]—1—(1 — 1_—19/)62
1 — " 9" — 9
= o 19/62—#(1—19”)[14— = 2

=0y + (1 — 0"y = 00”0y

Se a = 0, allora £59"¢y = £y e quindi, per (1.5), €290y =* £39'¢;. Se invece a > 0, da (i)
e (1.5), otteniamo £l = a(le¥'l1) + (1 — a)ls »=* a(le'ly) + (1 — )l = £219'¢y.
(v) Assumiamo ¢ =* ¢;,9; > 0 (i = 1,...,n), > ;¥ = 1 e procediamo per in-
duzione su n. Osservato che la tesi ¢ banale per n = 1, supponiamo che sussista per
n = m (ipotesi induttiva) e proviamola per n = m + 1. Poiche nel caso ¥,,,+1 = 1 la tesi
¢ ancora banale, sia ¥,,11 < 1. Ne segue ¥ = Zz";l ¥; =1 —Ymy1 > 0 e quindi possiamo

considerare il suo reciproco %. Riesce allora

m+1 m 19
EIEEDY # Ot D1l
1=1 =1

da cui, tenuto conto dell’ipotesi induttiva > ., % O = 3 % {; e della proprieta di
indipendenza A6*, otteniamo

m—+1 m 9
DOl =Y i Oyl
i=1 i=1
e quindi, ancora per A6*,
m—+1 m 9 m m+1
DoVl =Y it Omgrbigr = Y Oili + Vma b = Y Dils.
i=1 i=1 i=1 i=1
La dimostrazione ¢ cosi conclusa. |

Siamo ora in grado di provare che la restrizione della preferenza =* su un intervallo
di lotterie ¢ descrivibile in termini di un’utilitdh ordinale (definita su tale intervallo) che
risulta lineare sulle misture.

Lemma 1.3.6 Sia {5 >=* ¢1. Considerato allora intervallo chiuso [(1,03] di £, esiste
un’applicazione suriettiva Uy, ¢, : [¢1,02] — [0,1] tale che:

(i) € ~* 09l <= U =Uy, 4,(0);
(i1) 0" =0 <= Up0,(") > Up,0,(¢);
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(iii) 0" =* 0 <= Uy, 0,(0") > Uy, 0,({');
(1v) Upy 0, (00C") = OUpy 0, (€') + (1 = 9)Upy 0, (")
per ogni £, 0 0" € [¢1,05] e ¥ € [0,1].

DIMOSTRAZIONE Al fine di individuare I’applicazione U= Uy, ., scegliamo una lotteria
qualsiasi ¢ € [{1,¢3] e poniamo:

Ay = {19/ S [0, 1] = 6219/61}, By = {19// € [0, 1] ngﬁ”ﬁ] =* f}

Allora, 0 € Ay, 1 € By e, per la completezza di =*, Ay U By = [0,1]. Inoltre, si ha
sup A, < inf By; infatti, se cosi non fosse, esisterebbero 9 € Ay e 9" € By tali che inf B, <
¥ < ¥ < sup Ay e quindi, per il Lemma 1.3.5(iv), si avrebbe ¢ =* o€y =* 09" =* £
(Contraddizione!). Riesce pertanto sup A, = inf By per cui possiamo porre:

U(¢) = sup Ay = inf By.

Si ha quindi U(¢;) =0 e U(fy) = 1 (infatti 0 € By, e 1 € Ay,).

(i) Posto ¥ = U(¢), assumiamo (per assurdo) £ o6* lo¥fy, cioe £ =* Ly0ly o Lodly =* L
(=* & completal). Nel primo caso, per la proprieta archimedea (ponendo ¢ = {5 e ¢/ =
U901 in AT*), esiste B €]0, 1] tale che

0= UaB(La001) = Bly + (1 = B) [0z + (1 — 9)1] = L[5+ (1 — B)V] 41

Allora 8+ (1 — 8)9 € Ay da cui otteniamo 5+ (1 — 8)9 < sup Ay = ¥J; ne segue ¥ =1 e
quindi o =* € >=* l39¢1 = {5 (Contraddizione!). Passando a considerare il secondo caso,
si giunge in modo analogo ad una contradizione.

(ii) Dati ¢/, £" € [¢1, 5], sia intanto £ =* ¢/ cioe £ #* €' e £" =* {'. Allora, per (i),
) # U(é”) e inoltre Ay C Ayv. Ne segue U(Z’) =sup Ay < sup Ay = U(@”) e quindi
") < U(¢"). In modo analogo si prova l'implicazione opposta.

(iii) Conseguenza immediata di (i) e (ii).

(iv) Siano £, ¢" € [y, 45], 9 € [0,1] € £ = £'9¢". Posto ¥ = U(!') e ¢ = U (L"), da (i)
otteniamo ¢ ~* £yl e 0" ~* £319"¢;. Ne segue, tramite il Lemma 1.3.5(ii),

Ut
U

£ ~* [Ez’l?lfl] 9 [Eg 19/%1} = 19[’[9/52 + (1 — 19/)61] +(1 — 19) [19/%2 + (1 — ﬁ/l)gl]
e quindi
0~ G [09 + (1 —9)0" 4. (1.6)

Proviamo ora che £ =* {. Dalla {5 =* ¢”  per la proprieta di indipendenza A6*, si ha
by = Uo(1 — )by =* £ (1 — 9)la = £39¢". Inoltre, sempre per A6*, da ¢ =* ¢/ otteniamo
Lo90" =* 090" = (. Riesce dunque f5 =* £. Poiche¢ in modo analogo si prova £ =* £, si
ha € € [(1,05] e quindi, tramite (i) e (1.6), U(€) = 9U(¢') + (1 — U (L").

Osservato infine che, per U({1) = 0, U(f2) = 1 e (iv), U(f20¢1) = 9 per ogni ¥ € [0, 1],
possiamo concludere che la funzione U & suriettiva. |
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Tramite la famiglia {Up, ¢, : €2 >=* ¢1} delle utilita ordinali associate alle “preferenze
intervallari” t*| , possiamo ora individuare un’utilitd ordinale U (per »>*) lineare

[41,€2]
sulle misture. Data un’arbitraria lotteria ¢, I'idea guida per la costruzione di U(¢) &
considerare la “posizione” di ¢ rispetto alle due lotterie degeneri ¢, = 1., e {* = I.-.
Poniamo infatti:
Up o+ (Ls)
———— sel, ="/
1= Up,e-(4x)
U(l) =S Uy, e+ () se £ € [y, 0*]
1
—_— se £ =% 0*.
Ue.o(£%)

Riesce allora U(¢,) =0 e U(¢*) = 1. Inoltre, sussiste I'implicazione:
by =50 =" 0, =" 0 = (1.7)
Ve € 01,2 (Ut (0) = [Utsta(€) = Uty (€] U(0) + Ut (1) ).

Infatti, supposto fo =* £* »=* £, =* {1 e data £ € [{1,{s], sia intanto ¢ € [{,,¢*]. Allora,
per il Lemma 1.3.6(1), £ ~* £* Uy, ¢« (¢) £, = £* U(¢) £, da cui, tramite il Lemma 1.3.6(iv),
si ha Uy, ¢,(€) = U ) Upy 0, (£*) + (1 = U(£)) Up, 4, (£+) € quindi

Ufl,& (@ = [Uﬁhfz (6*) - Ufl,fz (f*)] U(f) + Ufllz (é*) (18)
Sia ora £, =* £. Dunque £, € [(, (] e U(£) = — 265 Allora, per il Lemma 1.3.6(i),
1
by ~5L0F Ug, o+ (f*) ! = U(E)  + Y4

1-U(0) 1-U(0)
da cui, per il Lemma 1.3.6(ii),(iv), otteniamo

Uél,éz(g*) = ﬂ Ugl,gz(ﬁ*) + %U(@)

T1_ U0 UZI;EZ(E)

e quindi, riordinando opportunamente i termini, (1.8). Supposto infine ¢ >=* £* si ha
el ,leUW) = ﬁ(@*). Allora,

1 1
LUy, g(0) b= — 0+ (1 — — ) L
) b =g b+ ( U(E))
da cui, sempre per il Lemma 1.3.6(ii),(iv), risulta
1 1
)= —— 14 1—— ly).
Ufl,fz( ) U(é) U41,42( )+ ( U(g))Ufl,fz( )

Conseguentemente, riordinando opportunamente i termini, si ha ancora (1.8), completando
cosli la sua verifica.

La prima proposizione del prossimo lemma mette in evidenza che ’applicazione U &
effettivamente un’utilitad ordinale (per =*); la seconda che ¢ lineare sulle misture mentre
la terza che muta intervalli (di lotterie) in intervalli (di numeri reali).

23Certamente non vuota per le proprietd di non degenerazione e di coerenza.



1.3. UTILITA CARDINALE 23

Lemma 1.3.7 Risulta:
(i) 0" =* 0 —= UW")>U{);
(i) U9 =9U ')+ (1 — NHUK") per ogni 9 € [0,1];
(i) U(IE, ) = [U(0), U(e"))

DIMOSTRAZIONE (i) + (ii) Seguono facilmente da (1.7) ¢ dal Lemma 1.3.6, una volta
posto 1 = min{l,, 0 ¢’ 0"} e by = max{l,,¢* ¢ ("}.

(iii) Conseguenza immediata di (ii), una volta osservato che, per il Lemma 1.3.5(iii),
090 € [¢,0"] per ogni ¥ € [0, 1]. [ |

Una conseguenza immediata della proprietad di coerenza e della proposizione (i) del
lemma precedente & che applicazione u : ¢ — U(1.) ¢ un’utilita ordinale per »=. Allora,
qualunque sia il numero reale ¢, la controimmagine {u < ¢} & un insieme >-connesso e
quindi appartiene alla o-algebra C (che, ricordiamolo, contiene tutti gli insiemi >-connessi
di €). Possiamo pertanto affermare, per il criterio standard di misurabilita A.2.2, che
la funzione u ¢ C-Borel misurabile. Se ora proviamo che, qualunque sia la lotteria ¢ a
supporto limitato, il valore U (¢) & proprio I'integrale di Lebesgue di u rispetto a ¢, avremmo
dimostrato la proposizione (ii) del Teorema 1.3.1, in quanto (sempre per la proposizione
(i) del lemma precedente) riesce £ =* ¢ <= Eu(u) > Ep(u) per ogni £, £’ a supporto
limitato.

Lemma 1.3.8 Se ¢ é una lotteria a supporto limitato, allora U(£) = E¢(u).

DIMOSTRAZIONE Data una lotteria £ a supporto limitato, esistono ¢’,¢” € € tali che
{([¢,c"]) = 1. Allora, le funzioni u e % = Ij ou sono uguali (-quasi certamente. Ne
segue E;(u) = E(u) e quindi basta provare 'uguaglianza U(¢) = [, udl. A tal fine, sia

€ > 0. Scelti h + 1 numeri reali tg, t1,..., t; in modo tale che risulti:
to=u(c) <ty < - <tpq1 <u(c”) =ty ti—tic1<e (i=1,...,h),
consideriamo le controimmagini C; = u=*([t;—1,t:[) (i =1,...,h—1), Ch = v~ ([th—1,tn])
che sono tutte in C (u & C-Borel misurabile!).
Siano ora C1,...,C/ le controimmagini C; aventi probabilitd positiva, cioe tali che

£(C;) > 0. Allora, preso j € {1,...,n}, si ha
supu(C}) — infu(Cj) < e (1.9)
e, per l'inclusione u(C}) C [u(c’), u(c")] e il Lemma 1.3.7(iii),
inf u(C5), supu(C)) € [u(),ulc)] = [U(1e), U(1e)] = Ul[Le 1or]).

Esistono dunque due lotterie ¢, 07 € [1, 1] tali che U(;) = infu(C}) e U((]) =
supu(C}). Inoltre, considerata la probabilita condizionata:

(-ney)

QJ‘ZEHC;‘):W
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si ha Q;(C}) = 1= Q;([¢,c"]) e quindi @; € £. Inoltre, osservato che, per ogni ¢ € C7,

si ha U(¢)) = infu(C}) < u(c) = U(1:) < supu(C}) = U(¢]) e quindi & =* 1. =* 1}

(Lemma 1.3.7(i)), dalla proprieta di dominanza otteniamo £ =* Q; =* ¢.
Dall’arbitrarieta della scelta di j, tramite il Lemma 1.3.5(v), si ha quindi

D UCHE =Y UCHQ; = Y UCHE,
j=1 Jj=1 j=1

osservato che 3", £(C?) = 1. Poiche

h h
uey=ucnld, Y =ecnlJc)=> 1cnc)
i=1 i=1
=D UCNC) =D UC|CHUC)H = _Q5(C)UCY)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
per ogni C' € C, riesce allora 37| £(C))0] =* £ =* 370 £(C})¢} e quindi, per il Lemma
1.3.7(1), (i),
/ > infu(C)) Icr de = U(Ch)infu(C)) = UCHU(L))
¢ =1 ’ =1 j=1

n n

(3 uepe)< v < U (3 Hee)
= ZZ(C’;)U(E;.’) = ZZ(C;) supu(C) = AZsup u(C}) Ic, dt.

Tenuto conto della disuguaglianza Y7, inf u(C?) Ier <u < > = supu(CY) Icy, si ha
anche

/Zinfu(CJ’-)IC; dég/ﬂdﬁg/Zsupu(Cj’-)IC; dr
L ¢ L

e quindi, per (1.9),
‘U(é)—/ﬁdﬁ‘ g/zsupu(c;)fa dﬁ-/ZmM(@)fa de
¢ € j=1 ' ¢ j=1 ’
_ / S [supu(CY) — infu(C))] Lo de
Cj:l J

§6/210; dg:eZ/IC;_cM:eZK(C;)Zﬁ
Cj=1 j=17¢ =1

Passando infine al limite per € — 07, otteniamo U(¢) = [, wdl. [ ]
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1.4 Avversione al rischio

In quest’ultima sezione consideriamo il caso particolare, ma di estrema impor-
tanza per la teoria delle scelte del consumatore, di conseguenze espresse in
termini monetari?*. Essendo ragionevole ritenere che DM desideri aumentare,
qualunque sia il livello di ricchezza raggiunto, il suo capitale (cioe, sia un in-
dividuo non saziato), assumiamo che l'insieme € delle conseguenze (degli
importi) sia un intervallo (limitato o no) superiormente aperto della retta
reale e che la preferenza > sia I'usuale ordinamento per grandezza. La con-
siderazione di un’utilita ordinale & quindi, in questo contesto, superflua. Non
lo e invece quella di un’utilita cardinale poiche consente di introdurre, come
vedremo, una nozione chiave per la teoria del consumatore: quella di avver-
sione al rischio. In questa sezione, C sara la traccia della o-algebra di Borel
su € e £ coincidera con la famiglia delle lotterie a supporto limitato; inol-
tre, u indichera un’utilita cardinale per >* (che chiameremo semplicemente
“utilitd” )?°. Considerata infine un’arbitraria lotteria ¢, denoteremo con M()
Pimporto medio [,z {(dx) ad essa relativo (certamente finito in quanto,
essendo ¢ a supporto limitato, l'identita di € & limitata /-quasi certamente).

Nella teoria della scelta del consumatore ¢ usuale intendere I'importo medio di una
lotteria come prezzo equo della medesima. Poiche questa interpretazione puo sembrare
strana a coloro che non hanno familiarita con la teoria economica, riportiamo le conside-
razioni che la giustificano. Iniziamo con l'introdurre la nozione di sistema di prezzi equo
per una famiglia & di importi aleatori limitati definiti su un arbitrario insieme €2 di casi
elementari e a valori in €. Indicato con p(X) il prezzo (d’acquisto e di vendita) dell’importo
aleatorio X € S, il profitto del consumatore relativo all’acquisto di X & G(X) = X —p(X)
mentre quello relativo alla sua vendita ¢ p(X) — X = —G(X). Conseguentemente, il
profitto totale inerente I'acquisto degli importi X1, ..., X,, € & e la vendita degli importi
Vi, Yo € S e 30 G(X;) — 307, G(Yj). Assunto, come appare del tutto naturale,
che il consumatore desideri avere un profitto totale non negativo in ogni operazione che
comporti acquisti e/o vendite di importi di &, chiamiamo il sistema di prezzi p (inteso
come funzione di dominio &) equo se consente al consumatore di evitare la perdita certa,
cioe se:

m

sup[ > G(X:) ~ iam} >0

=1

24Chi non fosse interessato a questa problematica pud omettere la lettura della sezione
senza pregiudicare in alcun modo la comprensione degli argomenti che seguono.

25Quindi, =* & un preordinamento completo che verifica la proprieta archimedea e quelle
di coerenza, dominanza e di indipendenza (Teorema 1.3.1(i)) e u & una funzione crescente
su € (Teorema 1.3.3(ii)).
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qualunque siano gli importi acquistati X1,..., X,, € S e venduti Y7,...,Y, € &

Come si puo costruire un sistema di prezzi equo? Basta considerare una probabilita
P definita su una o-algebra A su 2 che renda misurabili tutti gli elementi di & e scegliere
come prezzo di un qualsiasi importo aleatorio X € < la sua speranza matematica Ep(X) =
Jo X dP. Riesce infatti

Z ZG :Z [Xi — Ep(Xi)]— Z[Y Ep(Y;)]
i=1 = i=1
=X Y - [ Ee(Xe) — S Ee(Y))
i=1 j=1 i=1 Jj=1
= zm:XZ - zn:YJ —EP(in - zn:yj)
i=1 j=1 i=1 J=1

da cui, per l'internalita della speranza matematica, otteniamo

m m n m n

n
sup [Z G(X;) — ZG(Y]-)}: sup {Z X; — ZYJ}pr(Z X, - Y v)>o0.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Ricordato che, per (B.2), Ep(X) = [ #Px(dz) = M(Px) (ove Px € £ ¢ la legge del-
limporto aleatorio X), la scelta della speranza matematica come prezzo equo di X com-
porta che tale prezzo sia da intendersi relativo alla lotteria P x piuttosto che all'importo
aleatorio X (in quanto, cosi scegliendo, importi aleatori equidistribuiti hanno il medesi-
mo prezzo equo!). Cogliendo questa osservazione, viene allora naturale interpretare (e cosi
faremo) 'importo medio M(¢) di una lotteria ¢ come suo prezzo equo (e anche come prezzo

equo di un qualsiasi importo aleatorio limitato avente £ come legge).

Interpretato I'importo medio di una lotteria come prezzo equo della mede-
sima, supponiamo che DM debba decidere se acquistare o no una data lotteria
(. Per farlo, DM dovra mettere a confronto la possibilita di ricevere certa-
mente il prezzo equo M(¢) con quella di partecipare alla lotteria ¢ assumendosi
il relativo rischio; dovra, in altri termini, vedere quale dei seguenti tre casi
C=" Iawy, Iae =" €, £ ~" Iz si verifica. Se sussiste il primo, allora
per DM e preferibile possedere 'importo aleatorio ¢ piuttosto che I'importo
certo M({) e quindi acquistera la lotteria; se invece si verifica il secondo, allora
per DM ¢ preferibile possedere I'importo certo M(¢) piuttosto che I'importo
aleatorio ¢ e quindi non acquistera la lotteria; se infine risulta valido 'ultimo,
allora per DM e del tutto indifferente possedere 'importo aleatorio ¢ oppure
I'importo certo M(¢) e quindi sara libero di acquistare o no la lotteria.

Ovviamente, in generale, il comportamento di DM non sara “uniforme”;
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egli acquistera certe lotterie mentre ne rifiutera altre?®. D’altra parte, &

usuale nella teoria della scelta del consumatore assumere (almeno in prima
istanza) un comportamento “uniforme” da parte dei consumatori. Viene cosi
legittimata la seguente definizione fondamentale.

Definizione 1.4.1 Il decisore e:

- avverso al rischio se Iy =" ¢ per ogni lotteria /;

- propenso al rischio se £ =* Iy, per ogni lotteria /;
- neutrale al rischio se Iy ~* ¢ per ogni lotteria 0.7

Il teorema seguente fornisce una caratterizzazione analitica dell’avversione,
propensione e neutralita rispetto al rischio in termini di concavita, convessita
e affinita della funzione di utilita.

Teorema 1.4.2 [l decisore é:

(1) avverso al rischio se e solo se u € una funzione concava;
(ii) propenso al rischio se e solo se u € una funzione convessa;

(11i) neutrale al rischio se e solo se u é una funzione affine.

DIMOSTRAZIONE ~ Poiche la proposizione (iii) segue immediatamente dalle
prime due e le dimostrazioni di queste ultime sono simili, ci limitiamo a
provare la proposizione (i). Assumiamo intanto DM avverso al rischio. Dati
gli importi ¢,¢" e ¥ € [0,1], sia ¢ = 9 + (1 — J)”. Considerata allora
la lotteria ¢ = 1.1 1.r, riesce M({) = ¢ da cui, per I'avversione al rischio,
otteniamo 1, >=* £ e quindi u(dc¢ + (1 —9)c") = u(c) = E . (u) > Ej(u) =
VE;, (u) + (1 = 9)E;, (u) = Ju(d) + (1 — 9)u(c”).

Sia ora u una funzione concava. Considerata un’arbitraria lotteria ¢, per
il teorema di Jensen B.2.5 (prendendo come v.a. X lidentita e ponendo
g = —u), si ha E;(u) <u(M({)) = Ey;, (u) da cui otteniamo Iy =* (. W

261 bene tenere presente che tale comportamento (indotto dalla preferenza =*) va sem-
pre riferito ad un fissato livello di ricchezza del decisore e ad un dato contesto; puod capitare
infatti che DM, se messo in condizioni di ricchezza differenti o in contesti differenti (come,
ad esempio, il campo degli affari o quello dei giochi d’azzardo), dall’avversione per certe
lotterie passi alla propensione per esse (e viceversa).

2TUna chiara interpretazione psicologica delle nozioni introdotte puo essere ottenuta
facendo riferimento alle lotterie che fanno vincere o perdere un medesimo importo con
uguale probabilita. Ad esempio, 'avversione al rischio puo essere interpretata (in questo
contesto) come la prevalenza nel decisore del timore di conseguire una perdita rispetto alla
speranza di procurarsi, con pari probabilita, una vincita di uguale importo.
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Osservazione 1.4.3 Supposto che DM non sia neutrale al rischio, I'acquisi-
zione, al livello di ricchezza z, di un importo certo x > 0 comporta per DM
un incremento di utilita u(z + x) — u(z) dipendente (oltre che dal guadagno
x) dalla dotazione di ricchezza z; precisamente, decrescente (crescente) o al
piu costante al crescere della ricchezza z se DM ¢ avverso (propenso) al ris-
chio. Verifichiamolo nel caso di avversione al rischio. Per la caratterizzazione
precedente, 1'utilita u risulta concava. Conseguentemente, qualunque siano
gli importi 2/, 2” tali che 2’ < 2", dal Lemma B.2.4(i) otteniamo

R e I R s
et uls) > wE ol S W) e <t
e quindi u(z' + z) — u(Z') > u(z" + x) — u(2"). ¢

Per ottenere ulteriori caratterizzazioni significative del comportamento di
DM rispetto al rischio, introduciamo l'equivalente certo di una lotteria che
puo essere interpretato come il prezzo “soggettivo” che DM attribuisce (nel
suo sistema di preferenze) alla lotteria.

Definizione 1.4.4 L’equivalente certo della lotteria ¢ e quell’unico im-
porto (se esistente) C() tale che ¢ ~* £, cioe tale che C(¢) = u™*(E,(u))®®.

Forniamo ora una caratterizzazione analitica dell’esistenza dell’equivalente
certo per ogni lotteria in termini di continuita della funzione di utilita.

Teorema 1.4.5 FEsiste ['equivalente certo di ogni lotteria se e solo se u e
una funzione continua.

DIMOSTRAZIONE Esista intanto 1’equivalente certo di ogni lotteria. Suppo-
sto (per assurdo) che ¢ sia un punto di discontinuita di u, dalla crescenza di u
otteniamo u(¢) < a = limu(c) = infu(c) o u(¢) > B = lim u(c) = sup u(c).
c—et c>c i o<

Nel primo caso, scelto ¢ > ¢, esiste ¥ €]0, 1] tale che u(¢) < Ju(é) + (1 —
Pu(d) < a. Considerata allora la lotteria ¢ = 1;9 1. e posto ¢ = C(¢),
otteniamo u(c) = Ey(u) = Ju(¢) + (1 — Pu() e quindi u(é) < u(c) < «
(Contraddizione!). Passando a considerare il secondo caso, si giunge in modo
analogo ad una contraddizione.

Sia ora u una funzione continua. Data una lotteria ¢, esistono due importi
d,c” tali che £([¢,"]) = 1. Allora ¢ < ¢ e quindi, per la crescenza e

28In forza della crescenza di u e del Teorema 1.3.3(i).
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continuita di w, si ha u([¢, "]) = [u(c'), u(c”)], tenuto presente che le funzioni
continue trasformano intervalli in intervalli. Ne segue, tramite il teorema
della media integrale A.3.6(iv),

u(c) =u(d) ([, ]) < / udl < u(d") ([, "]) = u(d")
[C/,C//]

e quindi esiste ¢ € [, "] tale che u(c) = [, yudl = [;udl =E(u). Allora,

c=u"Y(E/(u)) = C(0). |

Supposto che tutte le lotterie ammettano equivalente certo, otteniamo
0 =% U <= Ic@ =" lowy <= C(¢) > C(¢') per ogni lotteria £ e ¢'. Con-
seguentemente, ’equivalente certo - inteso come una funzione di £ in € -
e un’utilita ordinale per la preferenza >*. Inoltre, come messo in evidenza
dal prossimo teorema (di facile verifica), il comportamento di DM rispetto al
rischio puo essere descritto confrontando ’equivalente certo (prezzo “sogget-
tivo” della lotteria) con I'importo medio (prezzo equo della lotteria).

Teorema 1.4.6 Se esiste [’equivalente certo di ogni lotteria, allora il de-
cisore e:

(1) avverso al rischio se e solo se C(£) < M({) per ogni lotteria {;
(i1) propenso al rischio se e solo se C(£) > M({) per ogni lotteria ¢;
(11i) neutrale al rischio se e solo se C(£) = M({) per ogni lotteria €.

Caratterizzato il comportamento di DM rispetto al rischio in termini di
concavita e/o convessita dell'utilita e di equivalente certo, procediamo intro-
ducendo due quantita numeriche di estrema importanza. Onde evitare com-
plicazioni di natura matematica, considereremo (fino alla fine della sezione)
solamente utilita u aventi derivata prima v’ > 0 e derivata seconda u” con-
tinua.

Essendo, in queste ipotesi, u una funzione continua, per il Teorema 1.4.5,
ogni lotteria ¢ ammette equivalente certo; possiamo quindi introdurre il nu-
mero R(¢) = M(¢) — C({), detto costo del rischio (o, con linguaggio assi-
curativo, premio di rischio), che rappresenta:

- il massimo importo che DM e disposto a defalcare dal prezzo equo per
evitare il rischio connesso con la lotteria, nel caso che sia avverso al rischio;
- in valore assoluto il massimo importo che DM e disposto ad aggiungere al
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prezzo equo per accedere alla lotteria, nel caso che sia propenso al rischio.
Proviamolo, a titolo d’esempio, nel caso dell’avversione al rischio. Data una
lotteria ¢ e posto ¢ = M(¥), si ha 1, >=* ¢. Allora, u(c) > E,;(u) e quindi,
qualunque sia I'importo ¢ > 0, DM preferira 'importo ¢ — ¢’ alla lotteria, se
u(c—c') > Ey(u), e preferira la lotteria all'importo ¢ — ¢, se E;(u) > u(c—¢).
Conseguentemente, il massimo importo che DM sara disposto a defalcare da
¢ (per evitare il rischio connesso alla lotteria) sara I'importo ¢ che realizza
I'uguaglianza u(c—¢) = Ey(u). Ne segue c—¢é = u~!(E;(u)) da cui otteniamo
¢=c—C(0) =R().

Inoltre, essendo u' > 0, ha anche senso considerare la funzione continua:

2
Ty =——
ul

di dominio €, detta coefficiente di avversione al rischio (assoluta) del
decisore, che misura la concavita relativa della funzione u. Osservato che
LInu/(t) = —ry(t), & facile ottenere, mediante il teorema di Torricelli e
tramite due integrazioni successive, la seguente relazione tra u e r,:

u(c) = u/(co) /CC exp [— /j ru(t)dt] dx + u(co), (1.10)

ove ¢y € un elemento arbitrario di €.

Il teorema seguente assicura che il coefficiente di avversione al rischio ¢
in grado sia di caratterizzare la preferenza >* che di descrivere il comporta-
mento di DM rispetto al rischio.

Teorema 1.4.7 I decisore é:
(i) avverso al rischio se e solo se r, > 0;
(it) propenso al rischio se e solo se r, < 0;
(ii1) neutrale al rischio se e solo se r, = 0.

Inoltre, r, é invariante per trasformazioni affini positive di u. Infine, se
u: € +— R ¢ una funzione con derivata prima positiva, derivata seconda
continua e tale che rz = ry, allora  é un’utilita cardinale per =*.

DIMOSTRAZIONE La caratterizzazione del comportamento di DM rispetto al
rischio discende immediatamente dal Teorema 1.4.2 e dalla caratterizzazione
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del secondo ordine della convessita. L’invarianza rispetto alle trasformazioni
affini positive ¢ banale. Proviamo infine la terza parte della tesi. Da (1.10)

otteniamo
u(c) = a/ exp [—/ ru(t)dt] dr +b

€o co

ic) = a/ exp [— / ru(t)dt] dz +b

con a, a > 0. Riesce allora u = %u + [b — %b} e quindi, per il Teorema 1.3.3,
u € un’utilita per >*. [ |

Il comportamento di DM rispetto al rischio e stato sin qui analizzato
facendo riferimento (come puntualizzato nella nota 26 di p. 27) ad un dato
livello di ricchezza (seppur non precisato) del decisore. L’introduzione del
coefficiente di avversione al rischio consente di caratterizzare non solo le
preferenze e l'attitudine verso il rischio ma anche una opportuna formu-
lazione “dinamica” dell’avversione al rischio che tenga conto del divenire
della ricchezza posseduta. Per introdurla, consideriamo un livello di ric-
chezza z e supponiamo che DM (ritenuto avverso al rischio) sia interes-
sato alla lotteria £ = )" ¥;1., che assegna il premio ¢; con probabilita
Y; >0(i=1,...,n). Allora, una volta che DM decidesse di partecipare alla
lotteria, la sua dotazione di ricchezza diverrebbe aleatoria e sarebbe descritta
dalla lotteria ¢, = Z’;:l ¥;1.,+. che assegna il premio ¢; + z con probabilita
v; (i = 1,...,n), cioé dalla lotteria che si ottiene dalla ¢ aumentandone i
premi di un importo pari alla ricchezza posseduta e lasciando invariate le
probabilita. Osservato che tale lotteria ha la medesima varianza della lot-
teria iniziale?®, possiamo concludere che le lotterie £,, e £., (corrispondenti
ai livelli di ricchezza z; e z9) sono ugualmente rischiose. Conseguentemente,
I’evolversi del “grado” di avversione al rischio di DM, al variare della sua ric-
chezza, potrebbe essere descritto confrontando i costi del rischio connessi con
le due lotterie. Infatti, qualora riuscisse, ad esempio, R(¢,,) > R(¢,,), DM
risulterebbe, da un punto di vista intuitivo, pitt avverso al rischio possedendo
il patrimonio z; che il patrimonio 29, in quanto sarebbe disposto, per evitare
la situazione rischiosa descritta dalla lotteria ¢, a defalcare dal prezzo equo

2Ricordiamo che per varianza di una lotteria ¢ si intende la varianza di una qualsiasi
v.a. avente ¢ come legge, cio¢ lintegrale Var(f) = [,[c — M(()]* £(dc), certamente finito
essendo 'applicazione “elevamento al quadrato” ¢-quasi certamente limitata.
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un importo che, nello stato di ricchezza z;, € maggiore di quello relativo allo
stato zs.

Passando ad una formalizzazione di queste considerazioni, per ogni con-
seguenza z e per ogni C' € C, poniamo C' + z = {¢+ z : ¢ € C} e conside-
riamo la o-algebra “traslata” C, = {C' + 2 : C € C} di C su € + z. Infine,
data una qualsiasi lotteria ¢, denotiamo con ¢ & z la lotteria su C, tale che
(L@ 2)(C+ z) = £(C) per ogni C' € C, cioe la lotteria che aumenta tutti i
“premi” di ¢ dell’importo z lasciandone inalterate le “probabilita”. Allora,
per le considerazioni precedenti, la variazione (all’evolversi della dotazione di
ricchezza) del grado di avversione di DM ad accedere alla situazione rischiosa
rappresentata dalla lotteria £ puo essere ragionevolmente espressa precisando
il comportamento del costo del rischio R(¢ @ z) all’aumentare della ricchezza
z. Diamo pertanto la definizione seguente.

Definizione 1.4.8 1l decisore (supposto avverso al rischio) é:

- avverso al rischio in modo non crescente se il costo del rischio R({@® z)
e una funzione non crescente in z, qualunque sia la lotteria ¢;

- avverso al rischio in modo non decrescente se il costo del rischio
R(£ @ z) & una funzione non decrescente in z, qualunque sia la lotteria ¢;

- avverso al rischio in modo costante se il costo del rischio R(£ & z) ¢
una funzione costante in z, qualunque sia la lotteria £.%°

Il teorema successivo (al quale premettiamo un lemma) mette in evidenza
che tramite il coefficiente di avversione al rischio siamo in grado di caratte-
rizzare queste nozioni “dinamiche” di avversione al rischio.

Lemma 1.4.9 Siano fi, fo funzioni di dominio € con derivata prima posi-
tiva e derivata seconda continua. Allora, la funzione composta ¢ = fio fy ' :
f2(€) — R é crescente e continua. Inoltre, sono equivalenti le sequenti propo-
S1210M0:

(i) Eo(f1) < 0(Ee(f2)) per ogni lotteria ¢;

(ii) ¢ & una funzione concava;

(ZZZ) Tfl Z Tf2.

39Rjicordiamo che, nella teoria della scelta del consumatore, viene normalmente assunto
che gli individui, oltre a essere avversi al rischio, siano anche avversi al rischio in modo
non crescente o al piu costante.
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DIMOSTRAZIONE Per quanto riguarda la crescenza e la continuita della fun-
zione composta basta osservare che la funzione f, ' & crescente e continua (in
quanto inversa di una funzione crescente definita su un intervallo (limitato
o no) della retta reale). Passando alla seconda parte della tesi, procediamo
provando le equivalenze (i) <= (ii) e (ii) <= (iii).

(i) <= (i1). Assumiamo intanto (i). Per verificare la concavita, siano
v e0,1] ed,a” € fo(€) con a’ < a”. Esistono allora due conseguenze ¢, ¢
tali che fo(c') = a' e fo(c”) = a”. Considerata la lotteria ¢ = 19 1./, si ha

Dfi(d) + (1= 9) fi(") = Eo(f1) < d(Ee(f2)) = ¢ (Vfa(c) + (1 =9 fa(c”))

e quindi

Io(a’) + (1 = D)o(a") = 9o(f2(c) + (1 = 9)o(f2(c"))
=Vfi(d) + (1 = 9) fi(c")
< p(fa(d) + (1 = 0) fa(c")) = d(¥a" + (1 — 9)a").
Assumiamo ora (ii). Data un’arbitraria lotteria ¢, dal teorema di Jensen

(ponendo X = f, e g = ¢) risulta Eo(f1) = E[(fio f3) o fo]= Edo(f2)] <
O[E(f2)]-

(1) <= (iii). Basta osservare che riesce

_ filo)

qb/(fQ(C)) - fé(c) >0
o BB~ ROBE RO [ @
o fale)) = AL _M@M@ ﬁ@}

= ()~ )

per ogni conseguenza c. ]

Teorema 1.4.10 L’utilita v ammetta derivata terza continua e sia inoltre
uw" < 0. Allora il decisore é avverso al rischio in modo:

(i) non crescente se e solo se 1, é una funzione non crescente;
(ii) mon decrescente se e solo se r, € una funzione non decrescente;

(11i) costante se e solo se 1, € una funzione costante.
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Inoltre, in caso di avversione al rischio in modo costante, u € una trasformata
affine positiva della funzione i : ¢ — — exp(—r,c).

DIMOSTRAZIONE  Poiche la proposizione (iii) segue immediatamente dalle
prime due e le dimostrazioni di queste ultime sono analoghe, ci limitiamo
a provare la proposizione (i).

Supposto intanto DM avverso al rischio in modo non crescente, consideria-
mo la funzione biunivoca 7, : € — € + z tale che 7,(c) = ¢+ z. Allora, data
una lotteria ¢, si ha (¢&® 2)(C' + z) = ((C) = {(7;1(C)) = Lo1,1(C) per ogni
C € C. Conseguentemente, ¢ @ z e la probabilita immagine di ¢ mediante 7
e quindi, per il teorema della misura immagine A.4.1,

Eoo(f) = [ f(0)(¢®2)(de) = / f(e+ 2) £(de)

C4z

per ogni funzione f : €+ z — R che sia (¢ @ z)-integrabile. Riesce pertanto
(c+ 2)l(de) —u™? (/ u(c+ 2) E(dc))
¢
= 2+ M(L) — u™? (/ (e + 2) é(dc))
¢

da cui, per il teorema di derivazione sotto il segno d’integrale A.3.13, risulta

R(ﬁ@z):M(ﬁ@z)—C(f@z):/

¢

d 4 [ u(c+ z)€(dc)

—R(K@Z):l— dz JC

dz u’(u—l(fcu(c+z) E(dc)))
Jew(c+ 2) l(dc)

-1-

o <u_1 ([ou(c+ 2) e(dc)))

e quindi, tenuto conto della disuguaglianza LR (¢@®z) < 0 (la funzione R (¢®-)
e non crescente!),

Jeu'(c+ 2) £(dc) <0
u’ (u—l(fau(c + 2) é(dc))) a

ciod ' (u™ ([, u(c + 2) €(de)))< [, u/(c + 2) €(dc). Ne segue, per la decre-
scenza di v’ (u” & negatival),

u1</¢u(c+ z)ﬁ(dc))E (u/)1</€u’(c—l— z)E(dc)). (1.11)

1—
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Consideriamo ora le funzioni di dominio €:
fiie— —u(c+ 2), fo e u(c+ 2).

Entrambe hanno derivata prima positiva e derivata seconda continua; inoltre,
come facilmente si verifica®, da (1.11) risulta fi ([, /1 d0)< f3 ' ([, f2dl),
cioe Eo(f1) < (fio f31)(Ee(f2)). Conseguentemente, dall’equivalenza delle
proposizioni (i), (iii) del Lemma 1.4.9 otteniamo

" 2 " "

_ 2 _
—— —7 —Tfl 2 sz = _f_é == —U

Ne segue

_(u//>2 + 'y

u/u//

<0

— Y

cioe —(u”)? + v'v” > 0 (essendo v'v”” < 0). Riesce allora

(ru)/ _ (u//>2 — " _ _(u//)z + " “0

(w)? (w)?

e quindi il coefficiente di avversione al rischio e non crescente.

Sia ora r, una funzione non crescente. Ripercorrendo a ritroso la di-
mostrazione precedente si ottiene che DM e avverso al rischio in modo non
crescente. La dimostrazione di (i) ¢ cosi conclusa.

Passando all’ultima parte della tesi, supponiamo che il coefficiente di
avversione al rischio sia costante, cioe r, = a per qualche numero reale o > 0
(u” < 01!). Allora, da (1.10) otteniamo, con facili passaggi, che esistono due
numeri reali, a > 0 e b, tali che u(c) = a[—exp(—kc)] + b per ogni importo
c. Conseguentemente, u ¢ una trasformata affine positiva della funzione .M

Nell’esempio seguente presentiamo alcune utilita cardinali (usualmente
adoperate nelle applicazioni economiche) individuandone i relativi coefficienti
di avversione al rischio.

310sservando che, qualunque sia I'applicazione invertibile f : € +— R, si ha f(- + z) =
for, equindi f71(-+2) = (for) ! =7 1o f 1 = f1 — 2 inoltre, che risulta
(—f)~L(t) = f~1(—t) per ogni numero reale t.
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Esempio 1.4.11 (Festival delle utilita della moneta) (i) UTILITA LOGARITMICA. Si
pone € =]0,+00[ e u: ¢ — Ine.3? Poiche ry(c) = 1, tale utilitd descrive un’avversione al
rischio in modo non crescente.

(ii) UTILITA ESPONENZIALE. E un’utilitd del tipo u : ¢ — —exp(—ac) (o > 0).
Essendo il relativo coefficiente di avversione al rischio la costante di valore «, tale utilita
descrive un’avversione al rischio in modo costante.33

(iii) UTILITA QUADRATICA. E un’utilityh del tipo u : ¢ — ac — b (a, b > 0) di
, 4] (intervallo di crescenza di u). Poiche r,(c) = —2—, tale utilita
descrive un’avversione al rischio in modo non decrescente®*. Inoltre, I'utilitd attesa di una
lotteria dipende solamente dall’'importo medio e dalla varianza della lotteria; riesce infatti
E¢(u) = aM(€) — 5 [M(£)% + Var(¢)].

(iv) UTILITA POTENZA (in senso esteso). E un’utilita del tipo

dominio € =] — 0o

b—1

(a+bc)®

u:Ccr

1
- (@£0,b#1,b>0)

di dominio ] — ¢, 400[ (intervallo di crescenza di u). Poiche 7,,(c) = (a+bc) ™!, tale utilita
descrive un’avversione al rischio in modo non crescente. A

Considerati infine due differenti decisori (detti “primo” e “secondo”) e
indicate con >} e >3, rispettivamente, le loro relazioni di preferenza sulle
lotterie di £, formalizziamo, con la prossima definizione, I’idea che il primo
decisore e avverso al rischio almeno quanto il secondo se quest’ultimo e dis-
posto a correre un dato rischio ogniqualvolta lo ¢ anche il primo.

32(0sservato che ad uguali incrementi di ricchezza non sempre corrisponde un uguale
incremento del grado di soddisfazione dell’individuo (si pensi, ad esempio, ad un eventuale
aumento di stipendio di un lavoratore dipendente: un incremento da 6.000 a 12.000 euro
netti all’anno gli consente un miglioramento del tenore di vita nettamente superiore a
quello che otterrebbe con un incremento da 30.000 a 36.000 euro), Daniel Bernoulli propose
nel 1730 (basandosi su un celeberrimo esempio, noto come Paradosso di San Pietroburgo)
di valutare I'importo connesso ad una scommessa e/o operazione aleatoria non in termini
di speranza matematica dei relativi possibili risultati, bensi in termini del valore atteso
(che chiamo speranza morale) dei loro logaritmi naturali. L’utilitd logaritmica pud quindi
ritenersi il primo esempio di utilita cardinale apparso nell’evoluzione storica della teoria
delle decisioni.

33Che giustifica, assieme alle sue proprieta analitiche (facilitd nei calcoli), il suo largo
uso nelle applicazioni.

34Che ¢ uno degli inconvenienti pill gravi nell’uso dell’utilitd quadratica per descrivere
le scelte del consumatore. D’altra parte, per le ipotesi analitiche assunte per le funzioni
d’utilita, la possiamo utilmente impiegare per approssimare localmente nell’origine una
qualsiasi utilitd @ tale che @(0) = 0 e @”(0) < 0; infatti, per il teorema di Taylor, il
polinomio di secondo grado @ (0) ¢ + 3@”(0) ¢* approssima la funzione @ in un intorno
dell’origine a meno d’infinitesimi di ordine superiore al secondo rispetto all’identita.
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Definizione 1.4.12 Il primo decisore ¢ avverso al rischio almeno quanto
35

il secondo se: ¢ >=7 1. = ¢ >3 1. per ogni lotteria ¢ e ogni conseguenza c>°.
Supposto che i decisori adottino lo schema dell’utilita attesa (cioe, es-
primano le loro preferenze sulle lotterie in termini di utilita attesa), indichia-
mo con uj,us le rispettive utilita e assumiamo che abbiano derivata prima
positiva e seconda continua. Il risultato seguente fornisce alcune caratte-
rizzazioni, della nozione appena introdotta, in termini del costo del rischio
e del coefficiente di avversione al rischio; inoltre, mette in evidenza che se il
primo decisore e avverso al rischio almeno quanto il secondo, allora I'utilita
del primo ¢ una trasformata continua, crescente e concava di quella del se-
condo. Precisiamo che R;, r; sono, rispettivamente, il costo del rischio e il
coefficiente di avversione al rischio dell’i-simo decisore (i = 1, 2).

Teorema 1.4.13 Le sequenti proposizioni sono equivalenti:
(i) Il primo decisore ¢ avverso al rischio almeno quanto il secondo;
(11) Cy(€) < Co(f) per ogni lotteria €;
(111) Ry(€) > Ra(€) per ogni lotteria ¢;
(iv) uy = ¢ ous, con ¢ =1uy o u;l funzione continua, crescente e concava;
(v) r1 > 19.

DIMOSTRAZIONE  Le proposizioni (ii), (iii) sono banalmente equivalenti. Inol-
tre, notato che ¢ ¢ una funzione continua e crescente (Lemma 1.4.9), le equi-
valenze (it) <= (iv), (iv) <= (v) sono equivalenti rispettivamente alle
“(ii) <= ¢ concava’, “(v) <= ¢ concava”. Conseguentemente, la prima
si ottiene dall’equivalenza delle proposizioni (i), (ii) del Lemma 1.4.9, una
volta osservato che, per la crescenza di uq, si ha

Ci(0) < Co() = ui'(Be(wr)) < uy ' (E(us)) <= Eo(u1) < ¢(Eg(us))

qualunque sia la lotteria ¢; la seconda invece dall’equivalenza delle propo-
sizioni (ii), (iii) sempre del Lemma 1.4.9.

350ppure (la preferenza =* & completa !), se: 1. =5 £ = 1. =} £ per ogni lotteria £ e ogni
conseguenza c. Conseguentemente, il primo decisore € avverso al rischio almeno quanto
il secondo se non & disposto a correre un dato rischio ogniqualvolta non lo & neanche il
secondo.



38 CAPITOLO 1. PREFERENZE E UTILITA

Verifichiamo infine l'equivalenza (i) <= (ii). Assumiamo intanto (i).
Esista (per assurdo) una lotteria ¢ tale che ¢ = C;(¢) > Cq(¢) = ¢’. Scelto
allorac €|, d[siha 1, >1 1. e 1. =} 1. da cui otteniamo £ =7 1. e 1. >3 (.
Poiche il primo decisore e avverso al rischio almeno quanto il secondo, dalla
¢ =% 1., risulta £ =3 1. e quindi ¢ >3 ¢ (Contraddizione!). Assumiamo
ora (ii). Esistano (per assurdo) una lotteria ¢ e una conseguenza c tali che
=% 1. e 0 5 1.. Allora, posto ¢ = Cy(¢), ¢ = Cy(¢) e tenuto conto della
completezza di =35, si ha 1, =] 1. e 1. =5 1.; ne segue uy(c) > wui(c),
us(c) > ug(c”) e quindi Cy(¢) = ¢ > ¢ > ¢’ = Cy(¢) (Contraddizione!). W

Concludiamo il capitolo illustrando come le nozioni ed i risultati ottenuti
in questa sezione possano essere usati per analizzare uno dei mercati piu
importanti nei quali I'incertezza gioca un ruolo sostanziale: il mercato as-
sicurativo. Nel prossimo esempio - considerato un consumatore che intende
assicurarsi contro un danno aleatorio e una compagnia di assicurazione che
offre un contratto assicurativo a copertura del danno - perveniamo (sotto
opportune ipotesi semplificatrici) alla seguente fondamentale proprieta: il
contratto assicurativo non e svantaggioso per entrambi i soggetti, anche se
prevede un caricamento del premio equo (a favore della compagnia), qualora
il caricamento risulti contenuto (a favore del consumatore) entro una soglia
opportuna.

Esempio 1.4.14 (Domanda di assicurazione) Consideriamo due soggetti economici
(“assicurato” e “Assicuratore”) che intendono concludere un contratto assicurativo che
preveda la copertura di un danno aleatorio X €]0, 5] incombente sull’assicurato a fronte
del pagamento all’Assicuratore di un premio p > 0. In una situazione di questo genere,
¢ del tutto naturale ritenere che entrambi i soggetti concordino sulla legge (probabili-
stica) del danno aleatorio, che siano avversi al rischio e che ’assicurato sia piu avverso al
rischio dell’Assicuratore. Conseguentemente, supposto che entrambi adottino lo schema
dell’utilita attesa e usino utilita aventi derivata prima positiva e seconda continua, per
le utilitd u, dell’assicurato e ua dell’assicuratore assumiamo u, < 0, v/} < 0 e ry, >
Tuas Tu, 7 Tu,; iDOltre, tenuto presente che le utilita cardinali sono definite a meno di
trasformazioni affini positive, possiamo supporre (senza perdere in generalita) u,(0) =
ua(0) =0 e u,(0) = v/4(0) = 1. Indicata infine con P la probabilitd sui boreliani della
retta reale che rappresenta la comune legge del danno aleatorio X, il contratto sara non
svantaggioso per:

o Dassicurato se uq(—p) > [ ua(—x)P(dx). Infatti, indicata con P’ la legge della v.a.
— X, l’assicurato riterra pagare il premio una circostanza non peggiore di quella che preveda
la perdita aleatoria —X se (nel suo sistema di preferenze) la lotteria certa 1_, fosse non
peggiore della lotteria P’, cioe se uq(—p) = Ei_, (uq) > Ep/(uq) = [p ua(—2)P(dx) (ove
l'ultima uguaglianza si ottiene dalla proposizione (ii) del teorema fondamentale del calcolo
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delle probabilita B.1.2 considerando la funzione 7 : x — —x);
o I'Assicuratore se [, ua(p — ) P(dz) > 0. Infatti, indicata con P” la legge della v.a.
p—X, I’ Assicuratore riterra subire la perdita aleatoria p— X una circostanza non peggiore di
quella che preveda di non stipulare il contratto se (nel suo sistema di preferenze) la lotteria
P fosse non peggiore della lotteria certa I, ciod se [pua(p — x)P(dz) = Epr(ua) >
u4(0) =0 (ove la prima uguaglianza si ottiene sempre dalla proposizione (ii) del teorema
fondamentale del calcolo delle probabilita considerando la funzione 7 : z — p — ).

Il contratto sara dunque non svantaggioso per entrambi i soggetti se il premio p ¢
soluzione del sistema:

U (—p) > /Rua(fx) P(dx)

/uA(pfx)P(d:r) >0
R

Supposto che il massimo danno possibile § sia “piccolo”, possiamo sostituire (con buona
approssimazione) le utilita u,, ua con le loro approssimazioni quadratiche nell’origine:

" 0 " 0
aa<x>=x+“a2( Loz, i@ =+ A0
Posto ag = — 7 (0)7 oA = —moy (0) e tenuto conto dell’espressione del coefficiente di avver-

sione al rischio nel caso dell’ utlhta quadratica, il sistema precedente si trasforma nel si-
stema di disequazioni di secondo grado:

)

P? + 20, p < 20, E(X) + E(X?)
p? —2[aa +E(X)]p+ [204E(X) + E(X?)]> 0

ove oy < ag e E(X), E(X?) sono i primi due momenti dell’importo aleatorio X. Risol-
vendo le due disequazioni, ¢ facile constatare che il massimo valore di p che verifica la
prima e dato dall’importo:

P = —aq + Va2 +20,E(X) + E(X2)
= —qag + \/[ag +20,B(X) + E(X)?]+[E(X?) — E(X)?]

= —a+ 1/ [0 + B(X) |+ Var(X)

e il minimo valore di p che verifica la seconda & dato dall’importo:

Py = aq+E(X) — \/[@A +E(X)]* = [204E(X) + E(X?)]

= +E(X) — /0 + B(X)? ~ E(X2) = a4 + B(X) — /a2 — Var(X).

Ricordata, a questo punto, l’approssimazione va? +z ~ a + % x(a > 0; z “piccolo”),
supponiamo che il danno aleatorio sia poco disperso. Possiamo allora approssimare la
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radice:
-/ [@a + B(X) ]*+Var(X) con Iimporto a, + E(X) + g .
- /&2 — Var(X) con 'importo as + %IEAX)

e quindi ottenere le seguenti approssimazioni, rispettivamente, di p* e p,:

Var(X)

L Varx) Var(X)
2[a, + E(X)]’ '

~* =E(X +
p (X) + = o
Supposto infine a, + E(X) < a4 (ricordiamo che la disuguaglianza o, < a4 gid sussiste),
possiamo concludere (con le cautele dovute alle approssimazioni effettuate) che si possono
trovare contratti che prevedano un caricamento del premio equo E(X) non svantaggiosi

per entrambi i soggetti, qualora il caricamento risulti contenuto, sia cioe¢ compreso tra le
Var(X) Var(X) A
2004 2laa+E(X)]"

soglie e



Capitolo 2

Decisioni statistiche

Adottando lo schema dell’utilita attesa, assumiamo che DM esprima le pro-
prie preferenze sulle lotterie della famiglia £ in termini di utilita attesa,
tramite un’utilita cardinale u, e che £ presenti la massima estensione possi-
bile per tale rappresentazione numerica (cioe, coincida con la famiglia delle
lotterie ¢ per le quali esista (finito o no) il valore atteso Eo(u))!.

Supponiamo inoltre che la scelta di una qualsiasi decisione d comporti, per
DM, una conseguenza dipendente (oltre che da d) da un ulteriore elemento, lo
stato di natura Z, di specificazione non nota a DM e da lui ritenuta dovu-
ta solo al “caso”?. Indicati con © lo spazio parametrico (cio¢ l'insieme
delle determinazioni possibili di Z) e, qualunque siano d € © e # € O, con
v(0,d) la corrispondente conseguenza, possiamo introdurre la funzione di
danno L : (0,d) — —u(y(#,d)) che consente a DM di valutare la “disutilita”
Ly() = L(-,d) della scelta della decisione d>.

!Conseguentemente, per il Teorema 1.3.1(i), la relazione di preferenza =*, considerata
solamente sulla famiglia £’ delle lotterie aventi utilita attesa finita, & un preordinamento
che verifica la proprieta archimedea e quelle di completezza, coerenza, dominanza e in-
dipendenza.

2Lo stato di natura rappresenta quindi un qualsiasi “parametro”, rilevante per le scelte
del decisore, che per DM riesca ben definito e - nello stato di informazione relativo al
momento di effettuare la scelta - di determinazione sconosciuta e non influenzata ne dal suo
comportamento, ne da quello di altri individui che intendessero favorirlo o danneggiarlo.

Osserviamo anche che I’assunzione di un’unica fonte d’incertezza per le conseguenze non
e, in effetti, una condizione restrittiva. Infatti, qualora l'incertezza della conseguenza con-
nessa alla decisione d fosse dovuta ad uno stato di natura Z; (dipendente da d), basterebbe,
per ricondursi ad un’unica fonte d’incertezza, considerare come stato di natura di riferi-
mento la famiglia Z = (Z4)aep-

31 problemi decisionali che compaiono nelle applicazioni (come, ad esempio, 1’allocazione

41
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Assumiamo altresi che a questo contesto decisionale ne sia affiancato uno
inferenziale, consentendo cosi a DM di acquisire ulteriori informazioni sullo
stato di natura ricorrendo ad un opportuno esperimento statistico. Precisa-
mente, considerati un fenomeno (per DM) aleatorio X e una o-algebra R sul
relativo spazio campionario X (cioe, sull’insieme delle realizzazioni possi-
bili di X)*, supponiamo che DM sia in grado di osservare la realizzazione di X
e la ritenga generata in accordo con una legge probabilistica P, su N dipen-
dente dalla determinazione “vera” di Z. Poiche questa determinazione gli
e sconosciuta, DM sara portato a considerare la legge P, in corrispondenza
ad ogni possibile specificazione dello stato di natura, pervenendo cosi ad una
famiglia (Py)geo di probabilita su X, parametrizzata sullo spazio parametrico.
Per quanto riguarda le proprieta da richiedere alle leggi di tale famiglia, ipo-
tizziamo, per semplicita, che ogni suo elemento Py ammetta una funzione di
densita fy rispetto ad una prefissata misura (o-finita) di riferimento p su R°.
Precisiamo che chiameremo probabilita di campionamento le probabilita
Py e densita di campionamento le densita fy; inoltre, che denoteremo con
la lettera (dotata o no di apici o pedici):

- 0 gli stati, cioe gli elementi dello spazio parametrico ©;
- x i campioni, cioe gli elementi dello spazio campionario X.

Tenendo presente che le utilita cardinali adoperate nelle applicazioni stati-
stiche sono usualmente superiormente limitate (e quindi sostituibili, per il
Teorema 1.3.3, con utilita cardinali a valori non positivi), assumiamo infine
L > 0. Si ha allora, per il Teorema A.3.5(i), che £ coincide con la famiglia
di tutte le probabilita sulla o-algebra di riferimento C.

In particolare, a scopo esemplificativo, faremo quasi sempre riferimento a

funzioni di danno “standard”; precisamente, nell’ambito dei problemi di:
- stima puntuale per parametri reali (© C © C R), alla funzione di danno

di un nuovo aereoporto) sono generalmente talmente complessi che una loro formaliz-
zazione (nel senso qui inteso) non risulta sempre agevole. In anni recenti sono state
sviluppate varie tecniche di analisi delle decisioni che forniscono al decisore un supporto
per individuare, in specifici problemi, tutte le componenti rilevanti dello stato di natura
Z (e quindi la struttura dello spazio parametrico ©), I'insieme delle decisioni D e, in
particolar modo, la forma funzionale della funzione di danno L.

4Da un punto di vista interpretativo, X raccoglie tutti i sottoinsiemi A di X per i quali
levento {X € A} ¢ di interesse per DM.

SPertanto, la probabilita Prg(X € A) che il fenomeno aleatorio X assuma un valore
appartenente allinsieme A € X, in corrispondenza alla determinazione 6 dello stato di
natura, & data dall'integrale Pg(A) = [, fo dp.
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quadratico: L(0,d) = (f — d)?, a quella di danno lineare:

k(0 —d) se § >d

L(6,d) = (1—k)(d—0) seb<d

0<k<1)

oppure a quella di danno assoluto: L(6,d) = |0 — d|;°

- stima intervallare (© C R, © famiglia di intervalli limitati di ©), alla
funzione di danno lineare: L(6,d) = klg(d) + 1 — 1,(6) (k > 0), ove lg(d)
¢ la lunghezza dell’intervallo d;

- verifica d’ipotesi ({©g, ©1} partizione di © formata da insiemi non vuoti e
® = {dy, di}), a funzioni di danno del tipo:

0 se f € ©,;

Li(0) = L(0,d;) = ki(0) sefe€©; (j#1)

(2.1)
con k; funzione a valori positivi definita su ©; (j #4; i = 1, 2)".

2.1 Regole di decisione

Dopo aver descritto il contesto decisionale-induttivo nel quale DM e chiamato
a fare le sue scelte, precisiamo ulteriormente il modello di comportamento del
decisore assumendo che DM scelga la decisione da adottare unicamente sulla
base dei possibili risultati sperimentali. Conseguentemente, non essendo a lui

611 danno quadratico, introdotto da Adrien M. Legendre (1805) e Karl F. Gauss (1810)
nell’ambito della valutazione degli errori di misura, € senza alcun dubbio la funzione di
danno piu “popolare” a causa sia della sua stretta connessione con il classico metodo dei
minimi quadrati che della sua forma che consente sviluppi formali relativamente semplici.
Il danno assoluto ¢ stato invece introdotto da Pierre S. de Laplace nel 1773 in connessione
con il problema della stima delle orbite dei pianeti e delle comete.

Ricordiamo che una delle principali critiche rivolte all’uso di questi due danni (oltre
a quella di “pesare” allo stesso modo gli errori per difetto e quelli per eccesso) ¢ che,
in quello quadratico, vengono penalizzate pesantemente le “grandi” deviazioni dal valore
“vero” dello stato di natura, mentre, in quello assoluto, le “piccole”.

"Poiche la decisione d; determina un danno nullo se e solo se 0 € ©; (i = 1, 2),
possiamo interpretare dg come 'accettazione dell’ipotesi nulla “Hgy : Z € ©y” e di come
laccettazione dell’ipotesi alternativa “Hy : Z € ©1”. In questo ordine di idee, kg puo
intendersi come il danno relativo ad un errore di I tipo (accettare l'ipotesi alternativa
mentre & vera quella nulla) e k; come il danno relativo ad un errore di II tipo (accettare
l'ipotesi nulla mentre ¢ vera quella alternativa).
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noto a priori quale campione verra osservato, DM sara portato a spostare la
sua attenzione dalla scelta di una decisione a quella di un “comportamento”
che precisi la decisione da adottare in corrispondenza ad ogni possibile cam-
pione. E quindi di fondamentale importanza per DM (al fine di risolvere
in qualche modo il problema decisionale) riuscire ad elicere una relazione di
preferenza che gli consenta di confrontare tra loro i vari “comportamenti”.
Interpretati, dal punto di vista matematico, tali “comportamenti” come
applicazioni di dominio lo spazio campionario e a valori nell'insieme delle
decisioni, supponiamo che DM assuma (in via ipotetica) che 6 sia lo stato
“vero”. Allora, per individuare le conseguenze a cui andrebbe incontro perse-
guendo il “comportamento” 6 : X — B, DM considerera la conseguenza
aleatoria v(0,6) : © +— (0, (z)). Supposto che tale conseguenza aleatoria sia
(XN, C)-misurabile, rimane individuata una particolare lotteria; precisamente

la legge Eg‘;) di v(0,9):
47(C) = Po((8.9) € C)

per ogni C' € C. Poiche a DM interessa, in ultima analisi, la conseguen-
za che subira a causa del suo “comportamento” piuttosto che il particolare
meccanismo aleatorio che la genera, viene naturale ritenere che consideri del
tutto equivalenti due ° Comportamenti” 01 e 9o che abbiano la medesima legge
(cioe tali che € ) 6(62 ). Ne viene che DM sara indotto ad esprimere le sue
preferenze sui comportamenti” mediante la relazione di preferenza =* gia
considerata per le lotterie. Indicata allora con >y la relazione di preferenza
sui “comportamenti” relativa allo stato 6, si avra

01 20 0y = Eon (1) 2 Eyon (u) = / wdly) > / wdly?
< (o

<:>/ (6, 61)) dpgz/u@(e,éz))dpg,
X

ove 'ultima equivalenza sussiste in forza della proposizione (i) del teorema
fondamentale del calcolo delle probabilita B.1.2. Risultera pertanto

5y =g Oy = /3€ L(0,5,(x)) Py(dz) < / L(0, 6,(z)) Py(dz).

X

Ora, essendo in realta ignoto a DM lo stato “vero”, egli sara portato a consi-
derare, per ogni stato, la relativa relazione di preferenza e quindi, in defini-
tiva, ad associare per quanto visto, ad ogni “comportamento” ¢ il numero
aleatorio Rs(Z) = [, L )) Pz(dz).
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Le considerazioni svolte suggeriscono e giustificano la definizione seguente
che introduce le nozioni chiave di regola di decisione e di funzione di rischio
(dovute ad Abraham Wald che le considero in un lavoro del 19398).

Definizione 2.1.1 Una regola di decisione ¢ una qualsiasi applicazione
0 : X — D che assicuri, per ogni stato 6, I’esistenza e la finitezza dell’integrale
Eg(L(6,0))= [, L(0,6(x))Py(dz)?. Inoltre, la funzione di rischio della
regola di decisione 4 ¢ la funzione R : § — Eq(L(6,6))'°. Infine, A denota
I'insieme delle regole di decisione e ¢ (dotata o no di apici o pedici) un suo
elemento generico.

Ovviamente, tra le regole di decisione ci sono anche le applicazioni costanti
di X in ®. Osservato che la funzione di rischio della costante di valore d e
la funzione L, (detta funzione di danno relativa a d), le applicazioni
costanti possono essere intese come quelle particolari regole di decisione atte
a rappresentare i “comportamenti” di un decisore che, non intendendo o non
potendo usufruire dell’informazione campionaria, effettui la sua scelta sola-
mente riferendosi alle funzioni di danno relative alle decisioni. Ne viene che
I’analisi delle scelte individuali in condizioni d’incertezza senza acquisione di
dati (obiettivo specifico della teoria delle decisioni) puo essere condotta, nello
schema decisionale-inferenziale qui considerato, supponendo che lo spazio
campionario abbia un solo elemento (e quindi identificando le regole di de-
cisione con le decisioni e le funzioni di rischio con quelle di danno relativo a
decisioni).

Prima di mostrare che nelle usuali modellizzazioni statistiche si possono
trovare funzioni di rischio sia continue che discontinue che costanti, determi-
niamo le espressioni che la funzione di rischio assume nei problemi di stima

8Cogliamo 'occasione per ricordare che, nel medesimo lavoro, Wald introdusse anche
le nozioni di regola di decisione ammissibile, bayesiana e minimax che, come vedremo, for-
mano l'impalcatura concettuale della teoria delle decisioni statistiche. Osserviamo inoltre
che tale teoria costituisce il riferimento di fondo di una parte rilevante della statistica (sia
teorica che applicata).

9Quindi, nel caso particolare che X sia discreto, ogni applicazione di X in ® & una
funzione di decisione (in quanto, in questo caso, N viene identificata con l'insieme delle
parti).

10Che associa, ad ogni stato @, il danno medio (finito) a cui va incontro DM adottando
il “comportamento” §, qualora 6 sia lo stato “vero”. Osserviamo che limitarsi a conside-
rare solamente “comportamenti” che implicano un danno medio finito (in ogni stato),
se da una parte esclude la possibilita di sviluppare la teoria delle decisioni statistiche in
tutta generalita, dall’altra consente comunque di ottenere i principali risultati che vengono
adoperati nelle sue usuali applicazioni a contesti reali.
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puntuale con danno quadratico, in quelli di stima intervallare con danno
lineare e in quelli di verifica d’ipotesi con danno (2.1).

Osservazione 2.1.2 (i) Con riferimento alla stima puntuale per parametri
reali, consideriamo il danno quadratico e chiamiamo errore quadratico
medio di uno stimatore (regola di decisione) 6 la sua funzione di rischio che,
prendendo spunto dalla corrispondente frase inglese “Mean Squared Error”,
denotiamo con il simbolo MSEs. Riesce pertanto

MSE;(0) = Eo((0 — 6)?)= /36 10 — 6(x))? Py(da)

per ogni stato #. Tenuto conto che, per definizione, la funzione 6 — §(-)
¢ a quadrato Py-integrabile, possiamo concludere che ¢ pure Py-integrabile
(Teorema A.3.5(v)). Conseguentemente, § — Ey(0) = Ey(0 — §) € R e quindi
la speranza matematica Ey(J) € finita. Riesce allora

MSE;(8) = Eq([(0 — Eq(3)) + (Eg(0) — 9)?)
=Eg((6 — Eg(6))*)+Eq( (Eo(6) — 6)?)
+2Ee((5 Ee(5))( 0(6) —0))
= Vary(6) + (Eg(6) — 0)* + 2( Eg(8) — Eg(8))(Eg(d) — 6) )

e quindi
MSE;(6) = Varg(§) + Biasy(4)?, (2.2)

avendo posto Biass(0) = Ey(d) — 0. Nello stato 6, I'errore quadratico medio
incorpora quindi due componenti: una - Vary(d) - che misura la variabilita
(precisione) dello stimatore e 1'altra - Biasg(d) - che ne misura la distorsione
(accuratezza).

(ii) Con riferimento alla stima intervallare, chiamiamo stimatore inter-
vallare ogni regola di decisione ¢ tale che la lunghezza aleatoria lg(d) sia una
funzione R-Borel misurabile e I'insieme di copertura {6 € §} di 6 appartenga a
N per ogni stato 6. Considerato ora il danno lineare, per la relativa funzione di
rischio, otteniamo Rs(0) = Eg(klg(0)+1—15(0)) = kEo(1g(5)) +1—Eg(I5(0))
e quindi
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Nello stato 6, la funzione di rischio incorpora dunque due componenti: una
- Eo(1g(d)) - che contempla la lunghezza media dell’intervallo aleatorio 6(.X)
e l'altra - Py(0 € ) - che considera la probabilita di copertura di 6, cioe
la probabilita che I'intervallo aleatorio contenga 6.

(iii) Con riferimento alla verifica d’ipotesi, chiamiamo test ogni regola
di decisione ¢ tale che la regione di accettazione %85) ={0=dy}dide
la regione di rifiuto %gé) = {0 = d;} di ¢ appartengano a X. Inoltre, per
funzione di potenza del test § intendiamo la funzione 35 : 6 — Py(X'?)
che associa, ad ogni stato, la probabilita relativa a quello stato che il test
rifiuti 'ipotesi nulla. Considerato ora il danno (2.1), per la relativa funzione
di rischio, otteniamo

£

Rs(6) = /m L(6,0) dPy + / L(6, ) dP,
= / , Lo(0) dPy + / o L1(0) dPg = Lo(0) Py(X() + Ly (6) Py(X(")
= LoE(?) [1—Py(X0))] l+ L1(0) Po(X) = Lo(6) + B5(6)[La(8) — Lo(6)]

e quindi

) ku(0) B5(0) se f € O
o) = {kow)(l ~ 55(6)) se 0O (24)

Nello stato 6, la funzione di rischio dipende quindi solamente dalla probabilita
B5(0) che il test rifiuti I'ipotesi nulla. ¢

Esempio 2.1.3 (i) FUNZIONE DI RISCHIO COSTANTE Posto © = R e ® l'insieme degli
intervalli limitati, sia I'osservabile una v.a. distribuita secondo la normale N(6,0?) in
corrispondenza ad ogni stato 6. Inoltre, per ogni numero reale ¢ > 0, consideriamo lo
stimatore intervallare d. :  +— [z — co,x + co]. Allora, Eg(lg(d)) = 2co. Osservato che
Ttgesayy () = I1—cq ("’/’T’e) per ogni x, 6 e tenuto conto del Corollario A.4.2, si ha anche

P9 = Eu(ieca ()= 7o [ Hen () el
2

= \/2;? a/;oo Ii_c(z) exp {—%} dr = L ’ exp {—%2} dx
2

0 T c T ¢ x
el el e [l e - 5 [ ol
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Adottando il danno lineare riesce allora Rs_(0) = 2kco +1 — \/% foc exp [—%} dz e quindi
la costanza della funzione di rischio.

(ii) FUNZIONE DI RISCHIO CONTINUA Posto © = ® = R, sia l'osservabile costituito
dalle v.a. X1,..., X, indipendenti e distribuite secondo la normale N(6, 0?) in corrispon-
denza ad ogni stato 6. Allora, per (B.10) dell’Esempio B.2.18(ii), le densita di campiona-
mento assumono la seguente espressione:

Lo o ®) 007 (25)

folx) = (2m0%)~F exp [~ ==L

per ogni x € X = R". 11
Al fine di verificare la continuita dell’errore quadratico medio di un qualsiasi stimatore
4, sia 6 uno stato generico. Allora, qualunque sia lo stato 6, si ha

E5((0 = 6)*)—E5((0 — 6)*)|= [E4((0 — 6)> — (6 — 6)*) |[< Eg(| (0 — 6)* — (6 - 6)°)
e quindi (ponendo dx = dxq - - - dxy,)

|MSEs () — MSE;s(0)| = | [Eo((0 — 8)%)—E5((6 — 6)?)]+[E4((0 — 6)*)—E;((0 — 6)?)] |

| 5
< [Bo((0 = 6)*)—B5((0 — 0)*)|+]E5((0 — 9)*) —E5((6 - 6)*)|
< [Ea((0 — 67)~B3((6 — 9)))|+E5(1 0~ 6 — (- 67 )
- | / (6~ 509)? (fo(x) ~ f3(x)) x|

< [ (05602 15000 - )] dx
[ 10560 = (0 - 560 50 dx.

Posto allora:

otteniamo
|MSEs () — MSE;(0)|< 1(6) + J(6). (2.6)

Inoltre, dalla

O—=80)2=[0—-0)+0—-))>=(0—-0)>+(0—08>+2(60—0)(0—9)
(0—0)*+(0—6)°+1(0—0)*+ (6 —6)°

IA

I Avendo posto, come usuale nella letteratura statistica, x = %(xl + -t xp).
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si ha
(0 —0)2 < 2[(0—0)%+ (6 —6)?. (2.7)

Sia ora € > 0. Considerata una successione (fj)z>1 nell’intervallo aperto |0 — €,0 + €[
convergente a 6, da (2.7) otteniamo

[ (0 = 6)* = (0 = 0)°| < (6x — 0)° + (0= 6)* < 2[(0x — 0)* + (6 — 6)*]+(0 — 5)?
=3(0—6)2 +2(0, — 0)% < 3(0 — 6)? + 2¢

e quindi le funzioni della successione (| (6, — 8)2 — (6 — 6)| f3)x>1 sono tutte maggiorate
dalla funzione integrabile (3(6 — 6)? + 2¢?) f;. Per il teorema della convergenza dominata
A.3.11 si ha allora

lim J(0)) = /R lim | (0 — 6(x))2 — (6 — 6(x))2 | f5(x) dx = 0. (2.8)

k—+o0 n k—+o00

Per quanto riguarda invece la funzione che compare nell’integrale I (0), riesce, sempre per
(2.7), (6x — 0)*| fo, — f5] < 2[(0k — 0)> + (0 — 6)*] [fo, + f3] e quindi

0k — 6)% | fo, — f51 <200 — 6)* + €] (fo, + f3)- (2.9)

Ora, qualunque sia il campione x, da (2.5) otteniamo

o) = @) xp T g 22

20'2 20’2 0-2
" L %)2 22 = e
< (2102)" % exp [_ Yo —%)7 4+ nx } K exp [_ nxa(x)}’
202 o2
avendo posto:

0° 0 — sex >0

K ea[ -] a- {0 120
0€)0—e,0+€[ 20 f+e sex<O0

Osservato che la funzione

Z?:1(37i - 3_()2 + nx?
202

> [_ nf{a(i)}

o2

g:x— (2no?)"2 exp{— } K ex

¢ integrabile, lo & pure la funzione 2[(0 — &) + €] (g + f;). Le funzioni della successione
(0 —6)?| fo, — f5])k>1 sono quindi, per (2.9), tutte maggiorate da una medesima funzione
integrabile. Dal teorema della convergenza dominata si ha allora

lim 1(6)) = /R lim (6 — 6(x))2 | fo, (x) — f3(x) | dx

k—+o00 n k—+o00

— [ =060 tim [ 0,0~ fy0 | dx =0,
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tenuto conto di (2.5). Pertanto, tramite (2.6) e (2.8), risulta klir_irrl MSE;(6),) = MSE;(6).
—400

Conseguentemente, data arbitrarieta della successione (0y),>1, I'errore quadratico medio
& continuo in 6.

(iii) FUNZIONE DI RISCHIO DISCONTINUA Supposto che lo stato di natura sia un
parametro di posizione, poniamo © = ® = R e scegliamo la funzione di danno:

0 —d| seld—d <1
1 se | —dl>1"

L(0,d) = {

Inoltre, consideriamo come osservabile una v.a. avente probabilitd di campionamento Py
tale che

Py(6 — 1) = Py(0+ 1) = %

per ogni stato 6. Allora, la funzione di rischio relativa alla regola di decisione:

o(x) =

r+1 sex <0
r—1 sex>0

¢ una funzione discontinua. Infatti, dalle Rs(6) = 1 [L(6,6(6 — 1)) + L(6,6(0 + 1))] e

5(0_1):{9 se <1 5(9+1):{0+2 se ) < —1

f—2 sef>1" 0 se f > —1
otteniamo
LIL6,6) +L(6,6 + 2 0<—-1
%[(’)—F(’ T2 se 0 se—-1<6<1
Rs(0) = ¢ 5 [L(6,0) +L(6,0)] se —1<0<1=4, . )
] 5 altrimenti
5 [L(0,0 —2) +L(0,0)] sef>1
e quindi la discontinuita della funzione di rischio. A

La possibilita di effettuare osservazioni per acquisire ulteriori informazioni
sullo stato di natura, induce DM a sostituire ex ante le decisioni con le
regole di decisione e quindi a risolvere il problema decisionale individuandone
una che ritenga in qualche senso appetibile. Ora, essendo DM un individuo
razionale, appare evidente che date § e ¢’, se riesce Rs < R, allora ¢ sara
per DM non peggiore di ¢'; se invece si ha Rs < Rs'?, allora § sara per
DM migliore di ¢’; se infine risulta Rs = Ry, allora le due regole saranno
per DM interscambiabili'®. Queste considerazioni suggeriscono la seguente

2Cioe, R; < Ry e Rs(0) < Ry () per qualche stato 6.

BPur essendo ovvio, vale la pena rilevare che, data la natura delle funzioni di rischio,
queste preferenze si basano sul confronto dei danni medi ottenuti considerando tutti i pos-
sibili campioni e non sul confronto dei danni medi relativi a qualche campione particolare
(come potrebbe essere, ad esempio, quello osservato).
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definizione che introduce nell’insieme A due preordinamenti (il secondo dei
quali & un ordinamento stretto) e una equivalenza.

Definizione 2.1.4 Date due regole di decisione 0 e 0’

- 0 domina ¢’ (in simboli § = §') se Rs < Rg;

-  domina strettamente ¢’ (in simboli 6 > ') se Rs < Rg;
- § ¢ equivalente a ¢ (in simboli § ~ ¢') se Rs = Rs.!*

Diamo ora alcuni esempi di regole di decisione dominate.

Esempio 2.1.5 Posto ©® = © = R, consideriamo come osservabile una v.a. distribuita
secondo la normale N(6, 02) in corrispondenza ad ogni stato 6.

(i) Scelto, per ogni numero reale ¢, lo stimatore lineare d, : © — cx, otteniamo Ey(d.) =
¢ e quindi Vary(d.) = c?0? e Biasg(d.) = Eg(d.) — 0 = (c — 1) 6. Tramite (2.2) risulta
allora MSEs(f) = c?02 + (¢ — 1)%6%. Conseguentemente, d; = J. ogniqualvolta |c| > 1
oppure ¢ = —1. Infatti, nel primo caso, MSEs, (§) = 02 < %02 + (c — 1)%6? = MSE;s, (0)
per ogni stato #; nel secondo MSEs, (0) = 0% = (—1)%02? = MSEs_, (0) e MSEg, (0) = 02 <
0% +(—2)20% = MSEs_, (0) per ogni stato 6 # 0. Per quanto concerne invece gli altri valori

di ¢ diversi dall'unita, d; e §. non sono confrontabili. Infatti, dalla c>c? + (¢ — 1)%6? > o

2
discende 62 > 2 ¢ quindi, per ogni ¢ €] — 1, 1], otteniamo MSEy, (0) = 02 > c?0? =

1—c
MSEgy, (0) e, ad esempio, MSEy, (6) < MSEs_(0) per 6 > o/ ffi

(ii) Considerata la funzione di danno “0-1”:

0 sef<d
1 sef>d’

L(0,d) = {

verifichiamo che ogni stimatore § & dominato strettamente dallo stimatore “incrementato”
0" = 4§+ 1. Osservato che

R (6) = /{ .y fo@)dr = Po(6 < 0)

per ogni d, otteniamo R/ (0) = Pp(6' <) =Pp(6 <0 —1) <Pg(d <O —1)+Pp(0 -1 <
0 < 0) =Py(d < 0) = Rs(0). Basta allora provare che, per qualche stato 6, si ha

P§(§—1§6<§):/ fola) dz > 0,
(G-1<5<6}

A tal fine, tenuto conto che fp > 0 per ogni stato ¢ e del Teorema A.3.6(vi), proviamo
che \(# —1 < 4 < ) > 0. Considerata una numerazione ¢, ¢z, ... dei numeri razionali,
dalla densita dei razionali otteniamo R = J,,~1{¢n —1 < 0 < ¢, }. Allora

too =A(|Jfan —1<0<@})<D Man—1<6 < q0)

n>1 n>1

14 Osserviamo che > e ~ sono, rispettivamente, la parte asimmetrica e quella simmetrica
della relazione di dominanza.
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e quindi esistono numeri razionali che rendono il rispettivo addendo positivo.
(iii) Con riferimento all’Esempio 2.1.3(i), per il teorema di Torricelli, si ha

dRs, (0) _ ic [ka, 2 cexp[f_}dz]

de d Vor Jo 2
2 d [° x? 2 2
=2ko — — — ex {f—} dr = 2ko — ex [——}
V2r de /0 P72 V2 P77

e quindi dﬁzl—cc(e) =0 <= = —2ln(k\/ 27r02). Conseguentemente, se k > ﬁ7 ogni
stimatore intervallare §. & dominato strettamente dagli stimatori intervallari d. (¢’ < ¢);

: 1 * 2\ . .. . .
se invece k < Norret allora c* =4/ —2 ln(k\/ 2mo ) ¢ un punto di minimo e quindi 6. > 6,
se ¢ < ¢ < c¢* oppure ¢* < <ec. A

Concludiamo la sezione con un celebre teorema (provato indipendente-
mente da Radhakrishna C. Rao nel 1945 e da David Blackwell nel 1947) che
introduce un metodo per migliorare uno stimatore puntuale, basato sull’uso
delle statistiche sufficienti. Ricordato che per statistica si intende una qualsia-
si funzione misurabile dei campioni, fissiamo una c-algebra ¥ su un insieme
T # () contenente i singoletti e consideriamo un’applicazione T : X — T che
sia (XN, ¥)-misurabile. Supponiamo inoltre che, con riferimento ad ogni proba-
bilita di campionamento Py, esista la legge condizionale (QéT) (A]"))aex della
funzione identica di X rispetto Y. Allora, T e una statistica sufficiente
(per Z) se tale legge condizionale non dipende dallo stato #, nel senso che
esiste una famiglia di probabilita (Q)(-|t))ser su X che & una versione della
legge condizionale (Q(gT)(A|-))AeN per ogni stato 6. Conseguentemente, data
una funzione f : X + R che sia Q™)(-|t)-sommabile per ogni t € T e Py-
integrabile, dal Teorema B.2.12 otteniamo che l'integrale [, f(z) Q™ (dz|-)
e una versione della funzione di regressione Eq(f|T = ) di f su Y (riferita
alla probabilita Py).

Teorema 2.1.6 (di Rao-Blackwell) Siano © un intervallo aperto (limi-
tato o no) della retta reale e L(0,-) una funzione convessa per ogni stato 6.
Sia inoltre T : X — T una statistica sufficiente. Allora, dato uno stimatore §
con speranza matematica Eq(8) finita per ogni stato 6 e QU0 (-|t)-integrabile
per ogni t € T, la funzione 87 cosi definita:

5 (z) = / 5(a') Q(da'| ()

per ogni campione x, ¢ uno stimatore che domina 9.
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DimosTRAZIONE  Che 6(T) sia una funzione a valori nell’intervallo © segue
dal Teorema B.1.5(vi). Inoltre, dato uno stato 6, per il Teorema B.2.9(i) e il
teorema fondamentale del calcolo delle probabilita, si ha

Rs(®) = [ Eu(LO.O)IT = 1) (Po)r(dt) = | Eo(LO.OIT = T(2) Pofda).

Ora, per il teorema di Jensen B.2.5 (ponendo g = L(#,-) ¢ X = ¢), 0 <
L(6,Ep(6))< Eg(L(6,6))= Rs(0) < +00 e L(0, Eg(5|T)) < Eo(L(6,6)|T) (
q.c.). Osservato che le funzioni Eo(L(6,6)|T = Y(-)), E¢(6|T = T(-)) son
rispettivamente, versioni di E¢(L(6, 6)|T) e E¢(6]T), otteniamo Eq (L(6 ,5)| =
T(-))> L(6, Eg(5|T = T(-)) (Pp-q.c.) e quindi

Rs(0) > /3€L(9»Ea(5IT =Y () Py(dr) = /L(97Ee(5|T = 1)) (Po)x(dt)

T

:/ L (e / (') Q(dr'|1)) (Po)e(d)

/ / 5(2') QD (d Y (2)) ) Py(d) = /3€ L(6, 6 () Py(dz)
= Rsmn) (0

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. [ ]

Il teorema appena provato non assicura che il passaggio allo stimatore 6(*)
comporti (in generale) un effettivo miglioramento; potrebbe infatti avvenire
che i due stimatori 6(T) e § siano equivalenti. Nell’esempio seguente consideria-
mo una statistica sufficiente e uno stimatore per il quale tale passaggio con-
sente di ottenere uno stimatore che lo domina strettamente.

Esempio 2.1.7 Posto © =]0, +00], sia 'osservabile costituito dalle v.a. X7, X5 indipen-

denti e distribuite secondo la distribuzione di Poisson Poi(f) in corrispondenza ad ogni

stato 6. Allora, per le probabilita di campionamento, si ha
02§

Py(x) =e 20 — —
0(x) x1! 29!

per ogni x € ¥ = N2, Inoltre, per il Teorema B.1.16, la v.a. somma X + X» ¢ distribuita
secondo la distribuzione di Poisson Poi(20). Riesce infatti

t—k k
(P9)X1+X2 (t) = Z(PB)Xg (t - k)(PQ)Xl(k) = Z e ? 0 ] e ? %

k>0 k=0 (t=k)!
1o t! 1 [t (26)
=26 k pt—k —20 — k gt—k —20
- t' — kl(t—k )99 - t!z(k>60 ¢ t!
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per ogni t € N. Ne segue, per la distribuzione della media campionaria X : x — X,
— 20)%t k
Po(X = 1) = 20 20 (teT={5:ken})
e quindi

2t
6720 0

- I 2t)! 1N2E (2t /12
Po((a1,2t — 1) [K = ) = et | (5) = (2)
o(21,2t = 21) | ) 20" 21! (2t — 1) 2) 1) \2

Osservato che

PG(X|X = t) = Po((z1,2t—z1)) se T1 + To = 2% )

— {0 se r1 + o }é 2t
Py (X=t)

possiamo identificare (Q®)(-|t))ser con la famiglia di probabilita:

% 0 se 1 + T # 2t
X
x[t) = { (26 [\ /1 \ 2 teT

x1

costruita tramite le distribuzioni binomiali del tipo Bin(2t, %) Conseguentemente, la
media campionaria € una statistica sufficiente.

Volendo ora stimare la probabilita aleatoria Pr(X; = 0) = e~Z, poniamo ® = [0,1] e
adottiamo il danno quadratico. Considerato, in particolare, lo stimatore:
1
T2
che associa, ad ogni campione x, il numero delle componenti nulle rapportato alla totalita
delle componenti, otteniamo ¢’ = §*) = 4% Si ha infatti

50 =5 [ (opes) + gy ) Q) (ax [ (x)

d(x) (I{O}XN(X) +IN><{O}(X))

:Q(i)({o} > N|§(X)) + Q(i) (N X {O}|X(X))}

(3 Q®(0.m) X)) + 3 Q% ((10,0) X |

m>1 m>1

Q®)((0, 2K (x) (X)) + QF(2X(x),0) [K(x)) |

G- ()™

Passando ai relativi errori quadratici medi, proviamo che MSEs () < MSEs(#) per ogni
stato 6. Notato che, per il Teorema B.2.9(i) e il solito teorema fondamentale,

Eo(0) = /TEe(NXZf) (Po)xc(dt) Z/T(/36 5(x') Q@(dx’n)) (Po)xc(dt)
:/36(/%5(X/)Q(i)(dx'|i(x)))Pg(dx):Aé’(x)Pe(dx):E9(5/>7

N|— N~ NP~ N
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basta verificare, per (2.2), che Vary(d’) < Varg(d). Ora, dato un qualsiasi numero reale
a >0, si ha

X) Za 6—29 29 _ —292 (20)" of = zezk'(d() 20y)(0) (a

E>0 k>0 ! E>0
— 6—29 629\/6 — e20(ﬁ—1)

Nf=

)k

e quindi
X 1 X\ 2 1 1
Varg(é’) — EQ((6/)2) _ E@((S) EH( 16 X) EO( Z)X) — 629(1—1) _ (629(5—1))2

s =20 Z - (_)"7

n>1
cioe
96_29 6—29 1 9
! —_— _
Varg(0') = —— + —; > — e (2.10)
n>2
Passando infine alla varianza di §, per il Teorema B.1.12, risulta
Eg(I{oyxn) = Po({0} x N) = (Pg)x,(0) =’
Eg(Inx(oy) = Po(N x {0}) = (Pg)x,(0) = e™*
da cui otteniamo
Eg(I10yxn Inx oy) = Eo(I{(0,0)1) = Pa((0,0)) = ¢ = Eg(Inx0}) Eo(Inx foy),
cioe Cove(I{oyxn; Inx{oy) = 0. Ne segue
1 1
Vary () = 1 Varg (I{o} xv) + Varg(INX{o})} =1 [e?1—e)+ef(1—e?)
_1 N )
=5e (1—-e)= 5 + 5 (" —0-1)
96_29 6—29 0 96—29 6—29 1
— —1) = —pn
>2+4(69)2+4Zn'9
n>2
96—20 6—29 1 9"
>
- 2 + 4 Z n! 2n—2
n>2
e quindi, per (2.10), Varg(d’) < Vargy(9). A

2.2 Classi complete

Poiche riteniamo DM un individuo razionale, ci aspettiamo che escluda (dai
suoi “comportamenti”) quelle regole di decisione che constata essere stretta-
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mente dominate!®, pervenendo cosi ad un insieme “pitt piccolo” di possibili
“comportamenti” (e quindi semplificando, sperabilmente, il problema deci-
sionale)!®. Siamo allora indotti a dare la seguente basilare definizione (dovuta
ancora a Wald).

Definizione 2.2.1 Una classe completa (di regole di decisione) ¢ ogni
sottoinsieme A’ C A tale che esista, per ogni § ¢ A’, una regola di decisione
0" € A’ che domini strettamente §. Inoltre, una classe completa propria
e ogni classe completa diversa da A.

Come 'esempio successivo rileva, di classi complete proprie ce ne possono
essere una, piu di una, oppure nessuna.

Esempio 2.2.2 Poiché consideriamo solo situazioni che contemplano un numero finito di
stati e di decisioni, rappresentiamo la funzione di danno mediante una tabella nella quale
L(6;,d;) ¢ I'elemento corrispondente alla linea i ed alla colonna j. Supponiamo inoltre che
lo spazio campionario sia costituito da un solo campione.

(i) Siano ® = {d1,ds}, © = {01,052} e la funzione di danno tale che:

| & d
6, | 1001 1000 .
6, | 0 1000

Allora, ® ¢ l'unica classe completa.
(ii) Siano ® = {di,dz2,d3}, © come in (i) e la funzione di danno tale che:

| di dy ds
6,2 2 1
6| 1 3 4

Allora, {d;,ds} & 'unica classe completa propria.
(iii) Siano ® = {dy,d;,ds,...} un insieme numerabile, © come in (i) e la funzione di
danno tale che:

| doy  di ... dn
0] 3 2+§ e 244
b2 0 241 ... 2+

5 Questo dal punto di vista teorico, ove si tiene conto solamente delle funzioni di rischio.
Da un punto di vista pratico invece puo talvolta succedere che DM ritenga pit opportuno
scegliere una regola di decisione particolarmente semplice e facile da utlizzare ad una
pit complicata che, pur dominandola strettamente, comporti solamente una trascurabile
diminuzione dei danni medi.

16 quindi, nell’Esempio 2.1.5(iii), conservera degli stimatori J., nel caso k > —=L

V2ro2’
solo lo stimatore puntuale &y (cioeé la funzione identica), mentre, nel caso opposto, solo lo

stimatore intervallare, d.x.
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Allora, le classi complete proprie sono i sottoinsiemi del tipo @' = {do, dy,, dj,,- .. } con
(kn)n>1 successione crescente. A

Per quanto detto, DM sara portato a scegliere una classe completa propria
(qualora esistente) e quindi, nel caso ce ne fosse piu di una, ad individuarne
una tramite un opportuno criterio di scelta. Criterio che, nel caso ne esi-
sta una minima (nel senso dell’inclusione), appare ovvio: selezionare quella
minima poiche consente la massima semplificazione del problema decisionale
(dal punto di vista delle funzioni di rischio). Al fine di individuarla conviene
dare la definizione seguente.

Definizione 2.2.3 Una regola (di decisione) ammissibile ¢ una qual-
siasi regola di decisione che sia un elemento massimale per la relazione di
dominanza, cioe tale che non esista alcuna regola di decisione che la domini
strettamente. Inoltre, la classe ammissibile ¢ I'insieme A* delle regole
ammissibili.

Mostriamo ora che la classe ammissibile puo essere vuota, contenere un
solo elemento oppure coincidere con A e che ’ammissibilita, se da una parte e
senza dubbio una proprieta desiderabile per ogni regola di decisione, dall’altra
non ne assicura, in generale, la “ragionevolezza”.

Esempio 2.2.4 (i) Con riferimento all’Esempio 2.2.2 si ha: @+ = D in (i); ® = {d;,d3}
in (ii); ©* = {dp} in (iii). Inoltre, nell’Esempio 2.1.5(ii), At = 0.

(ii) Posto © = © = [0, 1], sia losservabile costituito dalle v.a. X1,..., X, indipendenti
e distribuite secondo la distribuzione di Bernoulli Ber(f) in corrispondenza ad ogni stato
0. Conseguentemente, per le probabilita di campionamento, si ha

PQ(X) — pnx (1 _ g)n(l—i)

per ogni x € X = {0,1}". Per quanto riguarda la funzione di danno, supponiamo L(6, d) >
0,se 0 £d, eL(0,d)=0,se=d.

Completato lo schema decisionale-inferenziale, proviamo che sono regole ammissibili
tutte le costanti con valori in ]0, 1[. Indicata con d; la costante di valore 0, basta eviden-
temente verificare che § = d5 = § = 5. Supposto quindi Rs < Rs, = Lg, otteniamo

0=L(0,0) = Lg(6) > Rs(0) = > _ L(6,5(x)) 0" (1 - )"~ >0

e dunque
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Qualunque sia il campione x, si ha quindi L(6,8(x)) = 0 ( # 0,1!). Poiche L(6,d) > 0
per ogni d # 6, possiamo concludere che o(x) = 6 per ogni campione x.
Conseguentemente, la scelta di stimare pari a 0 # 0,1 lo stato di natura indipendente-
mente dal risultato sperimentale (perseguendo cosi un “comportamento” da ritenersi senza
alcun dubbio non ragionevole volendo accedere all’esperimento) non pud essere in alcun
modo migliorata, in termini di dominanza, da un “comportamento” piu razionale basato
sull’informazione campionaria. A

Il prossimo risultato evidenzia il legame intercorrente tra le nozioni di
ammissibilita (di una regola di decisione) e di completezza (di un insieme di
regole di decisione).

Teorema 2.2.5 La classe ammussibile ¢ lintersezione di tutte le classi com-
plete.

DiMOSTRAZIONE Indicata con A; lintersezione di tutte le classi complete,
verifichiamo intanto che riesce A™ C A;. Per assurdo, sia 6 € AT\ A;. Esiste
allora una classe completa A’ tale che § € A’. Si puo quindi trovare §' € A’
tale che ¢’ > 0. Ne segue 6 ¢ A' (Contraddizione!). Per provare I'inclusione
opposta, sia (per assurdo) 0; € A; \ A*. Esiste quindi 6” tale che 6" > 4;.
Considerato allora I'insieme A’ = A\ {41}, riesce §” € A’; inoltre, presa una
qualunque regola di decisione § ¢ A’ si ha § = §; e quindi §” > §. Con-
seguentemente, A’ ¢ una classe completa tale che 6, ¢ A’ (Contraddizione!).l

Nello schema decisionale considerato nell’Esempio 2.2.2(iii), la classe am-
missibile {dp} non & una classe completa. D’altra parte, qualora A" fosse
completa, sarebbe, per il teorema precedente, la piu piccola classe completa
(nel senso dellinclusione). 1l risultato successivo asssicura che, nel caso di
completezza, la classe ammissibile e I'unica classe completa minimale (cioe,
tale che ogni suo sottoinsieme proprio non ¢ una classe completa).

Teorema 2.2.6 Se A" ¢ una classe completa, allora ¢ 'unica classe com-
pleta minimale.

DIMOSTRAZIONE  Sia AT una classe completa. Essendo ovvia la sua minimali-
ta, proviamone 'unicita. Supponiamo quindi che A’ sia una classe completa
minimale. Poiche AT C A’ (Teorema 2.2.5), esista (per assurdo) 0’ € A"\ AT,
Allora, ¢” = ¢’ per qualche regola di decisione ¢”.

Proviamo ora che §' ¢ dominata strettamente da qualche elemento di
A" = A"\ {0’'}. Tenuto conto che ¢” > ¢, basta considerare il caso 6" ¢ A'.
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Poiche A’ ¢ una classe completa, esiste 6; € A’ tale che ¢; = 0”. Allora,
01 = ¢ e quindi §; # ¢’. Dunque, ¢’ & dominata strettamente da d; € A”.
Al fine di verificare che A” & una classe completa, sia § € A”. Ne segue
5 & A" oppure § = 0’; quindi, per quanto provato, possiamo limitarci al caso
o ¢ A’. Poiche A’ & una classe completa, esiste o € A’ tale che dy = 9.
Ora, se 03 # ¢, si ha 0, € A”; se invece 0, = ¢, per quanto provato, ds -
e quindi § - ¢ dominata strettamente da un elemento di A”. Pertanto, A”
¢ una classe completa, contraddicendo cosi la minimalita di A’ (A” C A’!). &

Il primo e il terzo dei teoremi seguenti riguardano la completezza della
classe ammissibile (e quindi l'esistenza della classe completa minimale). Il
primo rileva che, nel caso di un numero finito di regole di decisione, la classe
ammissibile & sempre completa; il terzo invece fornisce una condizione “geo-
metrica” per la completezza, nel caso di un numero finito di stati'.

Teorema 2.2.7 Se A ¢ finito, allora AT ¢é una classe completa.

DIMOSTRAZIONE ~ Supposto A finito, sia (per assurdo) A* non completa. Esi-
ste allora §; € A" non dominata strettamente da regole ammissibili. Poiche
d; non ¢ ammissibile, esiste d5 tale che dy > d; (e quindi dy # 7). Osservato
che §; & AT, esiste 03 tale che 03 = 0o (e quindi d3 # d3). Ne segue d3 > 01
(e quindi 03 # d1). Allora 3 ¢ AT e quindi esiste d, tale che etc.. Cosi
procedendo otteniamo una successione (d,),>1 di regole di decisione tutte
tra loro distinte, contraddicendo 'ipotesi di finitezza. |

Passando al caso in cui gli stati sono finiti, introduciamo la nozione di
insieme di rischio che fornisce la base “geometrica” di riferimento per ottenere
sia una caratterizzazione dell’ammissibilita che una condizione sufficiente per
la completezza della classe ammissibile.

Definizione 2.2.8 Supposto © = {6, ...,0,,}, 'insieme di rischio ¢ I'insie-
me R = {(Rs(61),...,Rs(0,n)) : 0 € A} C [0, +00[™ dei vettori di rischio
Yy = (Rs(6h), - -, Rs(0))".

Denotata, per ogni sottoinsieme non vuoto B C R™, con B la chiusura
topologica di B e considerata la chiusura inferiore:

OB={y€B:-3dbecB((b<y)}

"Dispensando cosi DM dal ricercare un criterio di selezione che individui una classe
completa che sia, ai suoi fini, “ragionevolmente piccola”.
8Certamente non vuoto in quanto (Lg(61),...,La4(0,,)) € R per ogni decisione d.
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di B, otteniamo il risultato seguente che fornisce una caratterizzazione
“geometrica”’ delle regole ammissibili.

Teorema 2.2.9 Sia © finito. Risulta allora:
(i) § € At <= y € 9;R;
(ii) AT £ < I RNR #0.

D1MOSTRAZIONE  Poiche (ii) discende banalmente da (i), proviamo la propo-
sizione (i). Sia intanto § € AT. Supposto (per assurdo) y®) ¢ 9. R, esiste
y € R tale che y < y¥. Allora, y = y®) per qualche regola di decisione
§'. Ne segue y¥) <y cioe §' = § (Contraddizione!). Sia ora y® € 9.R.
Supposto (per assurdo) 0 ¢ AT, esiste una regola di decisione ¢’ tale che
§ = 6. Allora y9) < y©® e quindi y©® ¢ ;R (Contraddizione!). [ |

1 lemma successivo consentira di provare (nel caso di un numero finito
di stati) che le regole ammissibili formano una classe completa ogniqualvolta
I'insieme di rischio include la sua chiusura inferiore.

Lemma 2.2.10 La chiusura inferiore di un insieme non vuoto inferiormente
limitato di m-ple reali non e vuota.

DIMOSTRAZIONE Sia B C R™ un insieme non vuoto inferiormente limitato.
Esiste allora un numero reale « tale che b; > « (i = 1,...,m) per ogni
b € B. Considerata la funzione f : y — y; + -+ + y,,, 'insieme-immagine
f(B) & banalmente un sottoinsieme non vuoto inferiormente limitato della
retta reale. Conseguentemente, § = inf f(B) ¢ un numero reale.

Sia ora (b(™),>; una successione in B tale che f(b(™) — 3 come n —
+o00o. Allora, la successione ¢ superiormente limitata. Infatti, supposto (per
assurdo) che per ogni n esistano due numeri naturali h,,, k, tali che b,gi") >n,

otteniamo lim b,(;i") = +o0. Allora, dalla

n—-+00
kn—1 m
FOE) =37 b 45l 1 N b > (m = 1)a + b
i=1 i=kn+1

YRiesce quindi y’ € 9B <= Bn{y:y <y} = {y'} per ogni m-pla y’. Cio os-
servato, diamo alcuni esempi di chiusure inferiori nel caso m = 2. Posto B =]—00,0]? si ha
OB = 0; B =]0,1[? riesce 9B = {0} C {(a,0): 0<a <1}U{(0,b): 0<b< 1} =391 B;
B=1{(3,0),(3,%),...,2+ %,2+ 5%),... }, risulta 9, B = 9, B = {(3,0), (2,2)}.
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sihaf= lim f(b*) > lim [(m—1)a+ b\"] = +00 (Contraddizione!).

Poiche la successione € anche inferiormente limitata (essendo in B), esiste
una sottosuccessione (b))~ convergente a qualche m-pla y’. Chiaramente
y' € B; inoltre f(y') = lim f(b)) = lim f(b(™) = 3 (f & una funzione

n—+oo n—+oo

continual). Ne segue y’ € 0., B. Infatti, esista (per assurdo) b € B tale
che b <y’ Allora, b; < yi(i = 1,...,m) e b; < y; per qualche j. Rie-
sce pertanto inf f(B) = 8 = f(y') = >ty > >." b = f(b) € f(B)
(Contraddizione!). Dunque ;B # (). [ |

Teorema 2.2.11 Supposto © finito, sia LR C R. Allora, AT & una classe
completa.

DIMOSTRAZIONE ~ Supposto © = {#y,...,0,,} e 9, R C R, sia ' € A™. Esiste
quindi una regola di decisione ¢ tale che § = ¢’. Se § € una regola ammissibile,
allora ¢’ risulta dominata strettamente da un elemento di A*. Assumiamo
pertanto 6 ¢ AT. Allora, per il Teorema 2.2.9(i), y® ¢ 9. R. Considerato
I'insieme non vuoto:

B={yeR:y <y"}C[0,+00[™

esiste, per il lemma precedente, y € 9, B. Alloray € B C {y : y <y¥}NR.
Al fine di provare che y € JrR, assumiamo (per assurdo) che esista b € R
tale che b < y. Allora, b < y® da cui otteniamo b € B e quindi y ¢ 9;,B
(Contraddizione!). Pertanto y € 9. R. Per l'ipotesi 9,R C R, esiste infine
una regola di decisione ¢” tale che y®") =y € 9;,R. Conseguentemente, per
il Teorema 2.2.9(i), " € A*; inoltre, essendo y?") =y < y@ ¢ y(® < (@)
(6 > 0", st ha 6" = ¢'. [ |

2.3 Classi essenzialmente complete

Una semplificazione del problema decisionale puo avvenire anche in assenza
di una classe completa propria. Infatti, considerato il problema decisionale
(senza acquisizione di dati): © = {61,0s,05}, © = {dy, ds,d3} e funzione di
danno data dalla tabella:

| di dy d
611 0 O
6, | 2 4 4°
;12 3 3
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possiamo ridurre, pur essendo ® 1'unica classe completa, I'insieme delle regole
di decisione procedendo per esclusione di decisioni equivalenti; precisamente,
eliminando la decisione d3 e sostituendo ® con linsieme {d;,ds}, oppure
eliminando la decisione dy e rimpiazzando © con l'insieme {d;,d3}. Queste

considerazioni suggeriscono la seguente definizione (introdotta da Erich L.
Lehmann nel 1947).

Definizione 2.3.1 Una classe essenzialmente completa (di regole di de-
cisione) ¢ ogni sottoinsieme A’ C A tale che esista, per ogni § € A’, una
regola di decisione ¢’ € A’ che domini §.

Ovviamente, ogni classe completa e essenzialmente completa. Inoltre,
sussiste il risultato seguente (di verifica immediata) che fornisce la relazione
intercorrente tra le regole ammissibili e le classi essenzialmente complete.

Teorema 2.3.2 Sia A’ una classe essenzialmente completa. Se una regola

ammissibile § non appartiene a A, allora esiste una regola ammissibile &' €
A tale che §' ~ 0.

L’introduzione delle classi essenzialmente complete consente di formulare
uno degli obiettivi centrali della teoria delle decisioni statistiche: I'individua-
zione di classi complete o almeno essenzialmente complete. In questa direzio-
ne sono inquadrabili sia teoremi di carattere generale (come il teorema della
classe completa che verra considerato nella sezione quinta) che teoremi riguar-
danti specifici problemi statistico-decisionali. Nell’ambito dei problemi di
stima puntuale, abbiamo gia incontrato uno di questi teoremi: il teorema
di Rao-Blackwell 2.1.6 che consente, qualora si adotti il danno quadratico o
quello assoluto, di costruire classi essenzialmente complete ricorrendo a stati-
stiche sufficienti. Per quanto riguarda invece i problemi di verifica d’ipotesi,
un ruolo chiave viene svolto dal prossimo lemma (provato da Jerzy Neyman e
Egon S. Pearson® nel 1933) che fornisce una classe essenzialmente completa
nel caso particolare di ipotesi semplici: Hy : Z =6y e Hy : Z = 6. Osservia-
mo che, in questo contesto, Oy = {6y}, O1 = {01} e, per (24), § = ¢ se e
solo se (5(6y) < By (o) e Bs5(01) > [Bs/(01). Possiamo inoltre assumere, senza
perdere in generalita, che le due densita di campionamento fy, e fp, siano a
valori finiti.

20Figlio dello statistico, matematico e biologo Karl Pearson, fondatore della biometria
e autore di risultati fondamentali sul metodo dei momenti e sulla distribuzione del test
Chi-quadrato.
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Lemma 2.3.3 (di Neyman-Pearson) Per ognit € [0, 40oc], sia 6) il test
avente come regione di rifiuto l'insieme:

0 _ J o >t} set# +oo
' {fo, =0} set=4oo

Riesce allora:

(i) Bsw (0o) = Bs(00) = Bsw (01) > Ps(61) per ogni test § et € [0, +00].

Inoltre, supposto Py, (fo, =t fo,) = 0 per ogni numero reale t > 0, sussistono
le proposizioni:

(i1) Per ogni 9 € [0, 1] esiste t* € [0, +00] tale che By (6p) = U;

(i4i) La classe dei test di Neyman-Pearson AN?) = {§®) : 0 < k < 400}
e una classe essenzialmente completa costituita da test ammaissibili.

DiMOSTRAZIONE  Posto, per semplicita, f; = fo,, P; = Py, (1 = 0,1) e indi-
cata con 3 la funzione potenza del test 5, proviamo che risulta

Bi(61) — B5(61) > t[Bi(6o) — B5(60)]  (t # +00) (2.11)

per ogni test 0. A tal fine, posto ¢ = L) e ¢ = consideriamo la
1

funzione g = (vr — @) (f1 — t fy). Allora,

(1 —¢(@)(fi(z) =t fo(z)) = 0 se fi(z) > 1 fo(z)
g9(x) = —p(@)(fi(z) =t fo(z)) >0 se f1(x) <1 fo(w)
0 se fi(z) =t fo(x)

xgt) Y

da cul otteniamo

OS/gdu=/sotfldu—/s@fldu—t/sotfodwrt/wfodu
x x x x x

= fo e [ e[ [ i [ o
= Bi(6h) — Bs(01) — t [Bi(6o) — B5(6o)]

e quindi (2.11).



64 CAPITOLO 2. DECISIONI STATISTICHE

(i) Supposto G(6y) > Bs(p), sia t # +oo. Allora, per (2.11), G,(61) —
B5(61) = 0, cioe 3,(61) > B5(61). Siaorat = +oo. Ne segue 35(6h) < 3(6o) =

f{fo:O} fodp =0 e quindi, posto X = {fy > 0},
0 = B5(0) = fodM:/ ~fodu=/90[3~€f0du.
£ #0nx x

Allora, per il Teorema A.3.6(v), plzfo = 0 (p-q.0.), cioe Iz =0 (p-q.0.) e
quindi ¢l3fi = 0 (p-q.0.). Risulta dunque f3~€ ¢ fidu =0 da cui otteniamo

56 = 5s(0) = [ fudn= [ fdn= [ (o= olpidn
x§ x§ x

:/36(9015_Qo)fldﬂ+/~c(@t_90)fldﬂ
:—/éégpfldu+/~c(1—90)f1du=/~c(1—90)f1du20,

ciot B,(61) > B5(61).

Assumiamo ora Po(f; =t fo) = 0 per ogni numero reale ¢ > 0.

(ii) Se ¥ = 0, allora B,x(6p) = ¥ e quindi t* = 4o00. Sia pertanto
0 < ¢ <1. Considerata la v.a. Y su X cosi definita:

fi(z) ¥
Y (x) = fom) S€7T S %
0 ser & X,

proviamo che la funzione di ripartizione Fy(t) = Po(Y < t) & una funzione
continua. A tal fine, per il Teorema B.1.1(vi), basta verificare che, dato ¢ > 0,

si ha Po(Y = t) = 0. Dalla Py(X%) = Po(fo = 0) = 0 otteniamo
Po(Y =t) = Po({Y = t} NX)+P,({Y =t} N X9)= Py ({Y =t} N X)
f . .
= Po({% = t} m%): Po({fi =t fo} NX)< Po(f1 =t fo) = 0.

Poiche 0 <1 -9 < 1, tliin Fy(t) =1 e Fy ¢ una funzione continua, esiste
—T 00

t* > 0 tale che Fy(t*) =1 — 9. Riesce allora

By (60) = Po(f1 > t" fo) = Po({fi > t" fo} N %)Z Po({% > t*} ﬁi)
=Py({Y >t} NX)=Py(Y > ") = 1 — Po(Y < t*) = Fy(t*) = 0.
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(ili) Dato un test ¢, esiste (ponendo ¥ = G5(6) in (ii)) t* € [0, 00| tale
che B;-(6y) = B5(0o). Da (i) otteniamo allora G- (6,) > Bs(0;) e quindi §@) =
0. Rimane da verificare che i test di Neyman-Pearson sono ammissibili. A tal
fine, basta constatare che, dati i test §¢) e §¢), non puo essere 6®) = §),
Supposto (per assurdo) 6*) = §¢"), otteniamo, in particolare, §*) = §*") e
quindi By (0o) < Bir(0o), Bi(61) = Ber(61). Allora, per (i), By (61) < By (61),
cioe By (61) = By(61). Riesce dunque By (6y) < By (6p). Scelto ¥ tale che
By(0y) < ¥ < By(by), esiste, per (i), un test 6& con By(fy) = ¥ e quindi
Bu(0o) < B:Hby) < B(fy). Allora, t # t" e t,t" # +oo, ricordato che
Bioo(fp) = 0. Infine, per (i), si ha anche F;(6,) = By (61). Ponendo allora,
in (211), 6 = 0¥ et =14, set >0, et =" set” > 0, otteniamo 0 =
B(01) — By (01) > t[B:(60) — By (0y)] > 0 (Contraddizione!). [

Osservazione 2.3.4 Qualora non sussista l'ipotesi “Py,(fo, =t fo,) = 0 per
ogni numero reale t > 07, pud avvenire che la classe AN?) non sia essenzial-
mente completa. Supponiamo infatti che lo spazio campionario sia costituito
dagli elementi {x1, 22} e che le probabilita di campionamento siano fornite

dalla tabella seguente, nella quale riportiamo anche i valori del rapporto %.
0

Ty T2
1 3
Pl g
Po, | 5 %
Po, | 1 7
P(.)O 2 6

In questa situazione, per il test § avente regione di rifiuto X\ = {z1} risulta
B5(6) = 1 e B5(61) = 5. Inoltre, si ha

x se0<t<3
%gt): {ao} sez<t<i
0 setzg

da cui otteniamo che la funzione potenza (35t assume i valori riportati nella
tabella:

0o

FETRSIEE
1
0, 1

Conseguentemente, nessun test Neyman-Pearson domina 6 e quindi AXNF)

non e una classe essenzialmente completa. ¢
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Nell’esempio seguente, con riferimento al campionamento normale con
media incognita, determiniamo la struttura dei test Neyman-Pearson e veri-
fichiamo che costituiscono una classe essenzialmente completa.

Esempio 2.3.5 Considerati due numeri reali 6y, 67 con 6y < 6, sia 'osservabile co-
stituito dalle v.a. Xi,..., X, indipendenti e distribuite secondo la normale N(6;,0?) in
corrispondenza allo stato 6; (i = 0, 1). Allora, tramite (2.5), per le densita di campiona-
mento si ha

s YR @-R? [ a(®—6)
fo,(x) = (270°)™ 2 exp { 52 } exp [ (i=0,1)
per ogni x € X = R". Ne segue %900) =0e

n(0% — 03) n n(f; —6p) x

ot

fo,(x) [_n(f{ —6;)? n n(x — 90)2]

n 202 202

foo (%)

Per ogni t € [0, +oo|, si ha allora

= &P [ 202 o

2

© _ fo . n0F—07)  n( —6)x o o 0o + 6
X —{x. 952 + 2 >lnt}—{x.x>n(01_00) Int + 5 }

Conseguentemente, osservato che il secondo membro della disuguaglianza che definisce
.’fgt) ¢ una funzione continua di ¢ che diverge a —oo, come t — 07, e diverge a +00, come
t — 400, possiamo concludere che AXF) coincide con la famiglia dei test aventi come
regione di rifiuto, oltre all’insieme vuoto, gli insiemi del tipo {X : X > a}, cioé i semispazi
aperti positivi individuati dagli iperpiani di R™ di equazione z1 + --- 4+ x,, = na.

Notato infine che la misura di Lebesgue n-dimensionale di un iperpiano di R™ & nulla?!,
otteniamo Py, (fo, = t fo,) = f{fel —tfa) fod\™ = 0 e quindi, per la proposizione (iii)

del lemma di Neyman-Pearson, AVF) & una classe essenzialmente completa. A

2.4 Indici di preferibilita

Nei problemi di decisione statistica connessi a situazioni reali, I'individuazione
delle regole ammissibili non sempre si presenta agevole; inoltre, la loro man-
canza oppure la loro molteplicita (nel caso formino una classe completa) pone
a DM - che comunque deve scegliere un “comportamento” - il problema di
individuarne uno che sia, in qualche modo, “il migliore possibile”. La meto-
dologia che storicamente e stata proposta per la sua identificazione si basa

#Posto B = {x : @1 + -+ + @py1 = a}, visulta B((21,...,20)) = {241t 21+ +
Tpy1 = a = {a— (x1 + -+ + x,) } e quindi (per definizione della misura prodotto)
AHD(B) = [, AM(B((21, ..., 2))) day -+ - dzy, = 0.
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sull'idea di adottare, come criterio di scelta di regole di decisione “buone”,
la minimizzazione di un opportuno funzionale definito sull’insieme delle fun-
zioni di rischio e a valori nella retta reale ampliata. In questo ordine di idee,
un ruolo cruciale svolgono le nozioni di indice di preferibilita e di regola di
decisione ottima che ora introduciamo.

Definizione 2.4.1 Un funzionale : : {Rs : § € A} — R* ¢ un indice di
preferibilita (per la dominanza) se: ¢ = ¢ = 1(Rs) < «(Ry) per ogni
5,0’ € A. Inoltre, una regola (di decisione) -ottima ¢ ogni regola di
decisione 0* tale che 1(Rs-) = infs1(Rs) < +00%2.

L’individuazione di un indice di preferibilita adeguato per un dato pro-
blema di decisione statistica non e di solito semplice e dipende comunque sia
dagli obiettivi di DM che dal suo atteggiamento verso l'incertezza. Nell’esem-
pio seguente riportiamo alcuni indici di preferibilita “classici”. Poiche alcuni
richiedono di considerare distribuzioni di probabilita sullo spazio parametri-
co, € necessario, prima di procedere, fare alcune puntualizzazioni di natura
“tecnica”.

Le misure (in particolare probabilita) che considereremo sullo spazio para-
metrico sono tutte definite su una prefissata o-algebra di riferimento 7 su
©23. Inoltre, assumeremo che, per ogni decisione d, la funzione Ly sia T -
Borel misurabile e prenderemo in esame solamente regole di decisione & che
rendano L(-,8) una funzione T ® R-Borel misurabile*.

Precisiamo inoltre che, per semplicita, useremo nel corso dell’esposizione
la notazione piu snella +(d) al posto della +(Ry).

Esempio 2.4.2 (Festival degli indici di preferibilita) Gli indici individuati dai cri-
teri seguenti sono (come facilmente si verifica) esempi di indici di preferibilita?.

(i) CRITERIO DEL MINIMAX Si pone 1(d) = supy Rs(f) per ogni 6. Il criterio sostitui-
sce quindi I'incertezza sui danni medi con il danno medio “massimo” che si puo ottenere;
conseguentemente, rappresenta un atteggiamento estremamente pessimistico del decisore.

22Cioe, tale che nella relativa funzione di rischio Rs- l'indice di preferibilitd assume
valore sia finito che minimo.

23Che raccoglie, da un punto di vista interpretativo, tutti i sottoinsiemi ©’ di © per i
quali 'evento {Z € ©'} & di interesse per DM.

24 Assicurando in questo modo, per il teorema di Tonelli A.5.4, la 7-Borel misurabilita
delle relative funzioni di rischio.

25A differenza, ad esempio, di quello relativo al criterio media-varianza che si basa
sulla scelta di una probabilita P su 7, di un numero reale a > 0 e sulla minimizzazione
dell’indice +(6) = Ep(Rs) + AVarp(Rs). Infatti, considerato il problema decisionale (senza
acquisizione di dati): © = {6,65}, © = {d1,d2} e funzione di danno data dalla tabella:
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Le relative regole ottime assicurano a DM il “meno peggio”, cioe di incorrere al piu nel
“minimo” dei “massimi” danni medi2®.

Applicando il criterio alle situazioni considerate nell’Esempio 2.2.2, otteniamo che le
decisioni ottime sono ds per (i); di per (ii); nessuna per (iii).

(ii) CRITERIO DEL PESSIMISMO-OTTIMISMO (Leonid Hurwicz, 1951) Si sceglie ¢ €
[0,1] e si pone 2(§) = P¥supy Rs(f) + (1 — ) infp Rs(#) per ogni §. Il criterio sostituisce
dunque lincertezza sui danni medi con la mistura (di peso ¥) dei danni medi “massimo”
e “minimo” che si possono ottenere. Conseguentemente, il parametro ¥ puo essere inteso
come una “misura” del grado di pessimismo del decisore (a ¢ = 1 corrisponde il massimo
pessimismo; a ¢ = 0 il massimo ottimismo).

Con riferimento all’Esempio 2.2.2, le relative decisioni ottime sono, per (ii), dy, se
9 >0, ed, ds, se ¥ = 0; per (iii), dg, se ¥ < %, e nessuna, se 9 > %

(iii) CRITERIO DEL RIMPIANTO (Leonard J. Savage, 1951)  Per ogni regola di decisione
d, chiamiamo funzione di rimpianto (di ¢) la funzione R((;r) : 0 — Rs(0) — infs Rs(0)
che - fornendo, per ogni stato #, l'incremento di danno medio rispetto al danno medio
“ineliminabile” infs Rs(f) - pud essere intesa come una “misura” del rimpianto di DM
nell’aver seguito il “comportamento” §. Il criterio si ottiene ora applicando il criterio
minimax alle funzioni di rimpianto, ponendo cioé ¢(d) = supy Rg”(&) per ogni 4.

Con riferimento all’Esempio 2.2.2, le funzioni di rimpianto relative alle situazioni (i),
(ii) e (iil) sono date, rispettivamente, dalle tabelle:

| d1 d2 | dl d2 d3
0, | 1 0 0, | 1 1 0
62 | 0 1000 6| 0 2 3

otteniamo dy - da. D’altra parte, posto P(61) = 3, si ha 1(d2) = Ep(Lg,) + Varp(La,) =
5< ¥ =544=Ep(Ly)+ Varp(Lq,) = 2(d1).

26Una giustificazione del criterio pud ottenersi ricorrendo alla teoria dei giochi. Conside-
riamo infatti il gioco a somma nulla, avente la Natura come primo giocatore e DM come
secondo, nel quale le strategie della Natura sono gli stati, quelle del decisore le regole di
decisione e la funzione di vincita (della Natura) la funzione v(6, §) = Rs(#). Allora le regole
ottime (secondo il criterio minimax) coincidono con le strategie prudenti di DM che sono
anche sue strategie di equilibrio (se il gioco ammette equilibri di Nash). Conseguentemente,
il decisore sara portato ad adottare il criterio del minimax ogniqualvolta ritenga la Natura
un avversario intenzionato ad arrecargli il massimo danno (medio) possibile.

Il criterio del minimax, introdotto nel 1933 da Jerzy Neyman e Egon S. Pearson
nell’ambito della teoria dei test, svolge un ruolo fondamentale nell’assestamento con-
cettuale della statistica matematica operato da Wald negli anni dal 1939 al 1950. La
connessione con i giochi a somma nulla sopra richiamata e stata rilevata da Wald nel
1945, immediatamente dopo 1'uscita del celebre trattato dedicato alla teoria dei giochi di
von Neumann, J. - Morgenstern, O., Theory of Games and Economic Behavior, Princenton
University Press, Princenton (1944).
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| do  dy dy
6, | 1 3 3=
0| 0 241 2+ 3%

Conseguentemente, le relative decisioni ottime sono dy per (1)27; d; per (ii); do per (iii).

Al fine di introdurre indici di preferibilita che, a differenza dei precedenti, tengano
conto di tutti i possibili valori delle funzioni di rischio e non solamente di quelli estremi,
consideriamo una misura di probabilita P sulla o-algebra 7.

(iv) CRITERIO DEL VALOR MEDIO Si pone 1(6) = Ep(Rs) = [g Rs dP per ogni §. 11
criterio, gia proposto nel primo trattato di calcolo delle probabilita (Christiaan Huygens,
Ratiociniis in aleae ludo (1657)), sostituisce quindi l'incertezza sui danni medi con il loro
valore atteso. Conseguentemente, le relative regole ottime assicurano a DM di incorrere
al pit nella “minima” media dei danni medi.

Applicando il criterio alle situazioni considerate nell’Esempio 2.2.2 con P(#;) = m,
otteniamo che, nella situazione (ii), le decisioni ottime sono dj, se m < %, e dy, ds, se
T = %, e ds, sem > %. Per quanto riguarda invece la situazione (iii), esistono decisioni
ottime (e precisamente dy) solamente nel caso m < 2.

(v) CRITERIO DELLA SOGLIA CRITICA Si sceglie una “soglia” A > 0 e si pone ¢(0) =
P(Rs > A) per ogni 6. Il criterio sostituisce quindi Pincertezza sui danni medi con la
probabilita che essi superino la soglia considerata. Conseguentemente, le relative regole
ottime consentono a DM di garantirsi la “minima” probabilita di superare tale soglia?8.

Applicando il criterio all’Esempio 2.2.2, con A = % e probabilita positiva in ogni stato,
otteniamo che le decisioni ottime sono d; per (i); d; per (ii); d,, (n > 4) per (iii).

(vi) CRITERIO DI HODGES-LEHMANN (1952) Si sceglie ¢ € [0,1] e si pone #(§) =
YEp(Rs) + (1 — ) supy Rs(f) per ogni §. Il criterio sostituisce quindi l'incertezza sui
danni medi con la mistura (di peso ¥) della media dei danni medi e del “massimo” danno
medio??.

Applicando il criterio all’Esempio 2.2.%(11) con P(f;) = I, otteniamo che le decisioni

ottime sono di, se ¥ < %, edy, ds, se ¥ =z, eds, sed > %. A

270ttenendo cosi una soluzione pit “naturale” di quella (pari a dy) fornita dal criterio
minimax. Infatti, d; sembra pili appetibile di ds in quanto, a fronte della perdita certa
pari a 1000 (relativa a ds), assicura una perdita nulla in corrispondenza a 3, contro un
incremento di perdita unitario in corrispondenza a 6.

28Interpretate le funzioni di rischio come danni monetari medi e la soglia come il livello
che non deve essere superato per evitare il “fallimento”, le regole ottime sono quelle a cui
corrisponde la “massima” probabilita di non incorrere nel fallimento.

29Una giustificazione intuitiva del criterio pud ottenersi osservando che, in generale, le
opinioni che DM ha sullo stato di natura non sono in grado di individuare una precisa
misura di probabilita su 7, ma solamente alcune sue proprieta (come, ad esempio, alcuni
suoi momenti). Conseguentemente, il parametro ¥ pud essere inteso come una “misura’
del grado di fiducia che DM (sulla base del suo stato d’informazione) ha sulla capacita
della probabilita P di descrivere l'incertezza connessa allo stato di natura. Se la fiducia
¢ massima (e questo avviene quando lo stato d’informazione individua P), DM adotta il
criterio del valor medio (¢ = 1), mentre, man mano che tale fiducia decresce, DM & sempre
pitt propenso a scegliere il “meno peggio”, cioe il criterio del minimax (¥ = 0).
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Considerato un indice di preferibilita 2, non esiste (in generale) alcun
legame tra le regole di decisione z-ottime e quelle ammissibili. Infatti, con rife-
rimento al problema decisionale (senza acquisizione di dati): © = {6y, 6,05},
© = {di,dy,ds} e funzione di danno data dalla tabella:

’ d1 d2 d3
61 1 0
6| 2 5 27
013 3 4

siha ®* = {d;.d3}. Inoltre, usando il criterio del valor medio con P(6;) = i e
P(03) = %, otteniamo che le decisioni ottime sono d; e dy. Conseguentemente,
dz, pur essendo ammissibile, non e ottima e dy, pur essendo ottima, non e
ammissibile.

I risultati seguenti forniscono delle condizioni sufficienti affinche il procedi-
mento di minimizzazione dell’indice di preferibilita possa essere visto come
un particolare criterio di selezione di regole ammissibili.

Teorema 2.4.3 Sia1 un indice di preferibilita tale che tutte le regole 1-ottime
hanno medesima funzione di rischio. Allora, ogni regola 1-ottima é ammissi-
bile. In particolare, se 6* ¢ l'unica regola 1-ottima, allora 6* ¢ ammissibile.

DIMOSTRAZIONE ~Assumiamo (per assurdo) che la regola z-ottima ¢* non sia
ammissibile. Esiste allora una regola di decisione ¢ tale che § > ¢*. Ne
segue Rs # Rs« e 1(0) < 2(8*). Pertanto, 2(§) = +(6*) e quindi § & una regola
1-ottima avente funzione di rischio diversa da quella di 6* (Contraddizione!).l

Al fine di ottenere due criteri di ammissibilita (il primo dei quali & di
verifica immediata) anche nel caso di regole ottime aventi funzioni di rischio
diverse, introduciamo due particolari tipi di indici di preferibilita.

Definizione 2.4.4 Un indice di preferibilita : ¢ strettamente monotono
se: § = 0 = 1(d) < o(d) per ogni §, &' € A. Inoltre, considerata una
misura v su 7, l'indice di preferibilita 2 ¢ v-strettamente monotono se:
0= 0 ANv({Rs < Rs}) > 0=1(5) < () per ogni §, &' € A.

Teorema 2.4.5 Sia 1 un indice di preferibilita strettamente monotono. Allo-
ra ogni regola v-ottima e ammissibile.
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Teorema 2.4.6 Siano v una misura su T e 1 un indice di preferibilita v-
strettamente monotono. Allora, ogni regola 1-ottima ¢ ammissibile ogniqual-
volta sussista una delle due condizioni:

(a) v({0}) > 0 per ogni stato 0;

(b) © CR™ e v(WNO) >0 per ogni aperto W di R™ tale che WNO # (;

inoltre, la funzione di rischio Rs ¢ continua per ogni 6°.

DiMoSTRAZIONE Per il teorema precedente basta provare la stretta mono-
tonia dell’indice 2. Sia quindi 6 = ¢’. Allora, Rs < Ry e Rg(é) < Rg/(é) per
qualche stato 6.

Assumiamo intanto (a). Da 6 € {Rs < Ry} otteniamo 0 < v({0}) <
v({Rs < Rs'}) e quindi, per la v-stretta monotonia, 2(0) < 1(d').

Supponiamo ora che sussista (b). Per il teorema della permanenza del
segno (la funzione Rs — Ry & continual), da (R; — Ry)(f) < 0 otteniamo
Pesistenza di un intorno aperto W di 6 tale che (Ry — Ry)(#) < 0 per ogni
6 € W. Allora, ) # W NO C {Rs < Ry} da cui, per l'ipotesi relativa agli
aperti, si ha 0 < v(W N O) < v({Rs < Ry}). Ne segue, per la v-stretta
monotonia, 2(d) < 2(d"). [

Concludiamo la sezione provando che gli indici di preferibilita a valori
finiti - ottenuti considerando una probabilita P su 7 e operando una trasfor-
magzione crescente della speranza matematica - sono P-strettamente mono-
toni. Conseguentemente, nelle situazioni considerate nel teorema precedente,
la probabilita P puo essere intesa come mero strumento formale per selezio-
nare regole ammissibili (mediante il criterio del valor medio) piuttosto che
mezzo atto a rappresentare l'incertezza del decisore sullo stato di natura3’.

30La condizione concernente gli aperti & banalmente verificata se © ¢ un insieme aperto
o la chiusura di un insieme aperto e v ¢ la misura di Lebesgue m-dimensionale sui boreliani
di © (come spesso avviene nelle applicazioni).

31 Allinterpretazione della probabilitd come strumento (privo talvolta di reale significato
per lo stato di natura) utile per individuare regole ammissibili fa riferimento I'impostazione
classico-frequentista della statistica, dovuta a Ronald A. Fisher che la sviluppo nei primi
decenni del '900. Basandosi su una concezione della probabilita intesa come “limite” (in
qualche senso) di frequenze osservabili, tale impostazione non ¢ in grado di strutturare
tutti i problemi statistico-decisionali in termini totalmente probabilistici, in quanto non
ogni tipo di incertezza ¢ “ripetibile” e quindi probabilizzabile (nel senso qui inteso).

All'interpretazione della probabilita come mezzo atto a rappresentare 'incertezza che
DM ha (in base al suo stato d’informazione) nei riguardi di un dato fenomeno fa invece
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Teorema 2.4.7 Data una misura v su 7, sia ¢ : R — R una funzione
crescente tale che le funzioni composte o(Rg) risultino tutte v-integrabili.
Allora, lindice di preferibilita cosi definito:

() = / o(Rs(6)) v(d6) € R

per ogni 8, ¢ v-strettamente monotono?.

DIMOSTRAZIONE Sia 0 = ¢ e v({Rs < Ry}) > 0. Allora, Rs < Ry e quindi
o8) = u5) = [ olBa)dv~ [ olBs)dv
[C) ©
- /@ o(Ra) — (Rs)| dv = / o(Rs) — o(Rs)] dv > 0,

{Rs <R§/}

tenendo presente la linearita dell'integrale e il Teorema A.3.6(vi). |

2.5 Regole di decisione bayesiane

Tra i vari criteri considerati nell’Esempio 2.4.2, di particolare importanza
e quello del valor medio in quanto e l'unico criterio che puo ritenersi coe-
rente con l'impostazione bayesiana della statistica. Infatti, supposto che
DM, seguendo lo schema di Bayes (Sezione B.2.4), esprima le sue opinioni
sullo stato di natura tramite una densita iniziale 7 (rispetto alla misura di
riferimento o-finita v su 7°) e consideri sulla o-algebra prodotto la probabilita
Pt cosi definita:

P (A) = /A Fo(@)m(0) v x u(d0 x dz)

riferimento I'impostazione neo-bayesiana (brevemente bayesiana) della statistica, es-
senzialmente dovuta a Bruno de Finetti che la sviluppo nella prima meta del ’900. Tale
impostazione, basandosi su una concezione della probabilita intesa come “grado di fiducia
soggettivo” sul verificarsi degli eventi, non richiede che I'incertezza abbia una natura par-
ticolare e quindi € in grado di fornire uno sviluppo totalmente probabilistico dei problemi
statistico-decisionali. Non va peraltro taciuto che la richiesta di tradurre I'incertezza sullo
stato di natura in una ben precisata distribuzione di probabilita non ¢ sempre facilmente at-
tuabile nell’usuale pratica statistica (specialmente nel caso multidimensionale ove lo stato
di natura potrebbe essere un vettore aleatorio con un numero elevato di componenti).
32Conseguentemente, nel caso particolare che v sia una probabilita, si ottiene un indice
v-strettamente monotono associando ad ogni funzione di rischio Ry il suo momento n-simo

E,(R}).
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per ogni AeT®N, scegliamo un’arbitraria regola di decisione 6. Rimane
allora individuata una particolare lotteria: precisamente la legge £9) di (-, 6):

(9(C) = P(3(0) € O)

per ogni C € C. Per quanto riguarda la sua utilita attesa, tramite il teorema
fondamentale del calcolo delle probabilita e quello di Tonelli, si ha

E (u) = /¢ udl® = /@ Xxu(’y(@,z?(x))) P (df x dr)
= [ [ wrto.5@nte) i) #(6) vias)
— /@ [ /3€ _L(9,5<x>>P9(dx>}n(9) v(df) = — / Rs(0)m(0) v(db).

e
Supposto infine, come gia fatto all’inizio del capitolo per giustificare I'introdu-
zione della funzione di rischio, che DM consideri equivalenti due regole di
decisione che hanno la medesima legge, DM sara indotto ad esprimere la
relazione di preferenza >, su tali regole tramite la relazione di preferenza >*
definita sulle lotterie. Si avra quindi

0 = p 0y < E@<51>(u) > Ez((sQ)(u) < /R(;l?le/ < / Rs,mdv.
© S

Pertanto DM, per confrontare regole di decisione, ricorrera al confronto dei
valori medi delle corrispondenti funzioni di rischio (calcolati con la probabi-
lita generata dalla densita iniziale). Possiamo dunque concludere che, nella
impostazione bayesiana, DM e “forzato” ad usare il criterio del valor medio
per scegliere una regola di decisione “buona”.

Le considerazioni svolte giustificano la prossima definizione che introduce
la nozione centrale di regola di decisione bayesiana.

Definizione 2.5.1 Data una probabilita P su 7:
- il rischio di Bayes di P ¢ la quantita p(P) = infs Ep(Rs) > 0%;

33Riferendoci all’'impostazione bayesiana, dal teorema di Tonelli otteniamo
Ep(Rs) = / {/ L(0,0)fo du|m(0) v(d) = / L(0,0(x)) fo(x)m(0) v x pu(df x dx)
[Shaics OxX

e quindi il rischio di Bayes puo interpretarsi come danno medio “ineliminabile” connesso
con ’esperimento statistico e le opinioni pre-sperimentali di DM sullo stato di natura.
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- una regola (di decisione) bayesiana per P ¢ ogni regola di decisiona 0*
tale che p(P) = Ep(Rs) < +003t.

Inoltre, una regola (di decisione) bayesiana ¢ una qualsiasi regola di
decisione che e bayesiana per qualche probabilita P su 7.

Mostriamo ora che le regole bayesiane per una data probabilita P possono
anche non esistere e che i test di Neyman-Pearson sono esempi di regole
bayesiane nel problema della verifica d’ipotesi semplici.

Esempio 2.5.2 (i) Considerato il problema decisionale (senza acquisizione di dati): © =
© = N e funzione di danno:

0 sef<n
L(-,0) =1, L(t9,n):{2 > n (n>1),

sia P una probabilita su N tale che 7, = P(k) > 0 per ogni k € N. Riesce allora

1 sek=0
2> ok T >0 sek>1

Ep(Lg) = {

e quindi . lir}rl Ep(Lg) = 0. Conseguentemente, non esistono regole bayesiane per P.
C— T 00

(ii) Con riferimento al problema della verifica d’ipotesi semplici, consideriamo una
distribuzione di probabilita P su © e poniamo m = P(6p). Dato un test §, da (2.4)
(ponendo K; = k;(0;) (j #4;¢=0,1)) risulta allora

Ep(R;s) = K1035(60)7 + Ko [1 — 35(61)] (1 — m) = Ko(1 — ) + K1735(60) — Ko(1 — 7)55(61)

:K0(1—7r)+K17r/ foo du—Ko(l—ﬂ)/ fo, du
x§5) :{gé)

=Ko(l—m) +/3€(5) [K 17 fo, — Ko(1 — ) fo,| d
:Ko(lfﬂ)+/ [Kl’/ngo 7K0(177T)f91] Ix(a) d,u.
x 1

Per ottenere un test bayesiano per P, basta dunque considerare (per la monotonia dell’inte-
grale) un test che minimizzi la funzione [Kimfo, — Ko(1 — 7) fo,| I Ora, posto g =

xg&).
Klﬂ'fQO - Ko(l - 7T)f91’ si ha
(K17 foy — Ko(1 =) fo, | Iew = (g7 - 9_)13555) = g+]3€<15> —9 Iy

e quindi la funzione in oggetto sara minimizzata se g"‘Ixm =0eg Iy =g . Pertanto,
1 1

ogni test 6* tale che {g < 0} C :{55*) e{g>0}C .’{é&*) & un test bayesiano per P.

34Cioe, ogni regola di decisione con rischio medio finito che sia ottima rispetto al criterio
del valor medio.
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Cid osservato, supponiamo intanto 7 = 1. Allora, g = Kj fp, e quindi {fp, = 0} N
%gé ) #0o 3€§5 ) Conseguentemente, il test di Neyman-Pearson §(¥°°) & un test
bayesiano per la probabilita che concentra I'intera massa in 6. Sia ora m < 1. Allora,

K17T'

g=Ko(l—-m) {m Joo — fal}

e quindi
{fl ( )fo} cx), {fl ( )fo} x(é)

Conseguentemente, considerato un numero reale ¢t > 0, il test di Neyman-Pearson 6() &
un test bayesiano per la probabilita che concentra massa ﬁ in 6. A

Il teorema seguente fornisce una condizione “geometrica” per 'esistenza,
nel caso di spazi parametrici finiti, di regole bayesiane per ogni probabilita
che concentra massa positiva su ogni stato.

Teorema 2.5.3 Supposto © finito, assumiamo che l'insieme di rischio in-
cluda la sua chiusura inferiore. Allora, per ogni probabilita P tale che P(0) >
0 per ogni stato 0, esistono regole bayesiane per P.

DIMOSTRAZIONE Posto © = {6,,...,0,,},sitam =P(0;) >0 (i=1,...,m).
Allora, per ogni 9, si ha Ep(Rs) = leié) + ot mefﬁf). Conseguentemente,
considerata la funzione f : y — my; + -+ + Tm¥Ym, bisogna provare che
I'insieme-immagine f(R) C [0, 4o00[ ammette minimo. A tal fine, poniamo
B =inf f(R).

Sia ora (y™),>1 una successione in R tale che f(y™) — 3 come n —
+00. Allora, la successione e superiormente limitata. Infatti, supposto, per
assurdo, che per ogni n esistano due numeri naturali h,,, k, tali che y,ii") >n,

otteniamo lim y( " = 4oo. Allora, dalla

n—-+4oo

kn—1
y) Zmyf")w e+ Z miy"™ > )

i=kn+1
si ha 8 = 1151_1 flythn)y > hlll Wkny,(c’:b") = 400 (Contraddizione!).

Poiche la successione € anche inferiormente limitata (essendo in R), esiste
una sottosuccessione (y()),>; convergente a qualche m-pla y’. Chiaramente
y' € R; inoltre, f(y') = lim f(y®)) = lim f(y™) =3 (f ¢ una funzione

n—-+o00 n—-+00
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continual!). Ne segue y’ € OpR. Infatti, esista (per assurdo) y € R tale
che y <y'. Allora y; < y;(i = 1,...,m) e y; < y; per qualche j. Riesce
pertanto inf f(R) = 8 = f(y') = X0 my; > Y00 my: = f(y) € [(R)
(Contraddizione!).

Ora, per l'ipotesi 0, R C R, esiste una regola di decisione ¢’ tale che
y©®) =y, Allora, f(y?)) = 8 e quindi § ¢ una regola bayesiana per P. W

Come gia osservato, il criterio del valor medio puo essere utilmente uti-
lizzato per individuare, nelle situazioni considerate nel Teorema 2.4.6, regole
ammissibili. Viene allora naturale chiedersi se questa metodologia sia (per
I'ammissibilita) anche esaustiva, nel senso che per ogni regola ammissibile § &
possibile specificare una probabilita P su 7 rispetto alla quale § & bayesiana.
Per mostrare che (in generale) la risposta € negativa, consideriamo il proble-
ma decisionale (senza acquisizione di dati): © = {6,602}, © = {d;,ds,d3} €
funzione di danno data dalla tabella:

|4y dy ds
g1 0 1
6,0 1 3

Allora, la decisione dsz, pur essendo ammissibile, non & (come facilmente si
verifica) bayesiana.

Proviamo ora che, per spazi parametrici finiti, la convessita dell’insieme
di rischio ¢ una condizione sufficiente affinche ogni regola ammissibile sia
bayesiana.

Teorema 2.5.4 Supposto © finito, sia l'insieme di rischio convesso. Allora,
ogni regola ammissibile ¢ bayesiana.

DIMOSTRAZIONE Posto © = {6,,...,0,,}, sia ' una regola ammissibile. Al-
lora, per il Teorema 2.2.9(1), y©®) = (y,,...,y.) € O;R. Pertanto l'insieme
{y : y < y¥} risulta disgiunto da R. Notato che tali insiemi sono convessi,
per il teorema dell’iperpiano separatore®, esistono una m-pla a # 0 e un

35Per teorema dell’iperpiano separatore intendiamo il seguente risultato: Siano B’, B” #
() due sottoinsiemi convessi e disgiunti di #. Esistono allora una m-pla a # 0 e un numero
reale « tali che ajy; + -+ + am¥Ym < , perogniy € B’, ¢ a1y + -+ + Gm¥Ym > @, per
ogni y € B” (per una dimostrazione si veda Bazaraa, M.S.-Sherali, H.D.-Shetty, C.M.,
Nonlinear Programming. Theory and Algorithms (Second Edition), John Wiley, New York

(1979), teorema 2.4.8).
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numero reale « tali che

alyié) 4+ 4 any® >a, perognide A (2.12)
ary1 + -+ apym < @, perogniy < y(‘sl). (2.13)

Per provare che
ayy 4+ amy, =« (2.14)

consideriamo un numero reale ¢ > 0. Allora (i} —¢,...,y., —¢) < y®) da
cui, tramite (2.13), otteniamo a1y} + - - - + amys, — (@1 + -+ + an)e < . Ne
segue, passando al limite per € — 07, a19) + -+ + any,, < « e quindi, per
(2.12), ayyy + -+ + amy,, = Q.

Per provare che riesce a > 0, sia (per assurdo) a; < 0 per qualche j. Dato
n,siha (yy —1,... 05— Ly, —nyj — L.y, — 1D L y©) da cui, per
(2.13), risulta

> ailyi—1) +a;(y; —n) < o
i

Tenuto conto della a; < 0, riesce allora

a> lim [Z a;(y; — 1) + a;(y; — n)]= +oo

n——+o0 ~—
i#]

ottenendo cosl una contraddizione.
Sia ora P la distribuzione di probabilita sugli stati tale che:
Q;

Considerata una regola ¢, da (2.12), (2.14) otteniamo

§ §
8) _ alyg ) + .- +amy’r(n)

)
Ep(Rs) = pig'® + -+ + py® =

a1+...+am
- o oyt Ay,
Ca Tt Fan ap + -+

=py; + -+ Dy, = Ep(Rs).

Conseguentemente, data Iarbitrarieta di d, la regola ¢’ ¢ bayesiana per P. Il
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Conseguenza immediata del teorema appena provato e del Teorema 2.2.11
¢ il seguente importante risultato che delinea una situazione nella quale la
classe bayesiana (cioé l'insieme delle regole bayesiane) & una classe com-
pleta. In tale contesto DM (per risolvere il problema decisionale) pud dunque
limitare la ricerca di un “comportamento” che, per i suoi scopi, sia il “migliore
possibile” nell’ambito delle regole bayesiane.

Teorema 2.5.5 (della classe completa) Supposto © finito, sia l'insieme
di rischio un insieme convesso che includa la sua chiusura inferiore. Allo-
ra la classe bayesiana e una classe completa che include la classe completa
manimale delle regole ammaissibili.

2.6 Regole bayesiane formali

Poiche la classe bayesiana svolge, come abbiamo constatato, un ruolo centrale
nei problemi statistico-decisionali, viene naturale cercare di individuarne gli
elementi tramite un procedimento che risulti, in qualche modo, costruttivo.
A tal fine, consideriamo una probabilita iniziale P avente m come funzione
di densita rispetto a una prefissata misura di riferimento o-finita v su 7.
Seguendo lo schema di Bayes (Sezione B.2.4), possiamo allora introdurre la
probabilita predittiva P® individuata dalla p-densita:

plz) = / fol)(6) 1(d6)

e, per ogni campione z, la probabilita finale P(-|x) generata dalla v-densita:

fo(z)
r(0]z) = 4 7 7(0) se 0 < p(x) < +o0 '
7(0) altrimenti

Supposto, come peraltro gia fatto, che la funzione Ly sia 7-Borel misurabile,
consideriamo inoltre, per ogni decisione d e campione z, il danno medio
finale di d relativo a x:

oo (d]z) = /@ L0, d)P(d0|z) — /@ L0, d)r(0]z) v(d6).

Siamo cosi in grado di introdurre, ricorrendo al criterio del valor medio, un
particolare tipo di “comportamento” da parte di DM: quello di associare ad
ogni campione una decisione che minimizza il danno medio finale relativo a
quel campione.
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Definizione 2.6.1 Una funzione di decisione ¢ una qualsiasi applicazione
¢ : X — 2 appartenente o no a A. Inoltre, una funzione di decisione ¢ € una
regola bayesiana formale (per P) se pp(¢(x)|z) = ciznsg pp(d|z) < 400 per
€

ogni campione z3¢.

Il prossimo esempio mette in evidenza che 'appartenenza di una regola
bayesiana formale a A non implica necessariamente che sia bayesiana e nep-
pure che sia ammissibile.

Esempio 2.6.2 (Berger, 1985) Posto © = © = R, siano l'osservabile costituito da una
v.a. X distribuita secondo la normale N(6, 1) in corrispondenza ad ogni stato 6 e la densita
iniziale 7 quella della normale N(0,1). Allora, per 'Esempio B.2.18(ii),

m(0|z) = % exp{— (9 - g)j

per ogni stato € e campione x. Conseguentemente, scelta come funzione di danno la
trasformata del danno quadratico:

362

L(0,d) = (6 — d)? exp{T},

36 All’inizio della sezione precedente, abbiamo appurato che il criterio del valor medio
e 'unico coerente con 'impostazione bayesiana della statistica. Conseguentemente, sup-
posto che DM “aggiorni” le sue opinioni pre-sperimentali — basandosi unicamente sulla
conoscenza di quale campione si e realizzato e null’altro in pit — sostituendo la probabilita
iniziale con quella finale, DM scegliera come decisione una che minimizzi il danno medio
finale relativo al campione osservato perseguendo percio, in ultima analisi, un “comporta-
mento” prescritto da una regola bayesiana formale.

In realta ¢ bene tenere presente che ’opinione post-sperimentale del decisore, indotta
dall’aver osservato il campione x, non sara rappresentabile, salvo casi sostanzialmente ar-
tificiosi, mediante la sola densita finale 7(:|z). In effetti, 'informazione che DM acquisisce
dall’osservazione di x non e, in generale, limitata alla sola conoscenza della realizzazione
del campione x, ma risultera arricchita da ulteriori conoscenze. Ad esempio, supponiamo
che DM sia tifoso di una squadra di calcio e che ne segua settimanalmente gli impegni di
campionato. Essendo interessato all’esito dell’incontro previsto per la squadra tra due set-
timane, potrebbe, per migliorare il suo attuale pronostico, decidere di osservare quale delle
tre alternative, “vittoria”, “sconfitta” e “pareggio”, si realizzera per la squadra del cuore
nella partita relativa alla prossima settimana. E evidente che, al termine dell’incontro,
DM apprendera non solo quale alternativa si ¢ verificata (informazione campionaria), ma
anche con quale punteggio la partita ¢ terminata (2-1, 2-4, 3-3, ... ), come pure i com-
menti dei giocatori e degli allenatori; informazioni che si aggiungono a quella campionaria
e che sono indubbiamente utili ai fini del pronostico.

Queste considerazioni mettono in evidenza che, in ultima analisi, anche 'impostazione
bayesiana svolge, analogamente a quella classico-frequentista, un’analisi del comporta-
mento del decisore di natura essenzialmente pre-sperimentale.
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otteniamo, qualunque sia la decisione d,

pr(dle) = /:Ow 0 exp[ 29— 2.
Ora, dalla
36> 65y = 0P —dab4a? (07— 4260+ 4a?) - 307 32 — (0 — 20)?
4 2 4 4 4
risulta
prtale) =2 exp[ 2] [ :°<9 e[ 02

Osservato che nell’integrale compare la densita della normale N(2z, 2), la funzione pp(-|z)
assume, per il Corollario B.2.11, valore minimo nel punto 2x. Esiste dunque una sola
regola bayesiana formale, precisamente la regola di decisione ¢'(x) = 2x avente funzione
di rischio

(x —0)? 302

R5/(9):/_-:0(9—2x)2exp[¥}\/% exp{— 5 }dm:exp[T}Eg[@X—G)ﬂ.

Ora, dalla (2X — 0)2 = [(2X — 26) +0]°= 4(X — 6)% + 46(X — ) + 62 otteniamo

Eo[(2X — 0)%]= 4BEg [(X — 0)*]+40 [Eg(X) — 0] + 0° = 4Varg(X) + 0°> = 4+ 6°

e quindi Rs (0) = exp [ %] (4 + 6%). Allora,

Ep(RJ/)_\/%_W +OO(4+92) exp[ﬁ—g]cw:%/_+Oo(4+92)exp{—}d0
z\/%_w :Oa%xp[%de—\/% Oma%xp[%de
Z\/LQ_ﬁ/l+w0exp{i—2]d0\/%exp[i—z”jeroo.

Conseguentemente, 6’ non ¢ una regola bayesiana pur essendo una regola bayesiana for-
male. Inoltre, notato che

2 302

o = oo % 40 oo %

per ogni stato #, non & neppure una regola ammissibile in quanto, come facilmente si
verifica, ¢ dominata strettamente dall’identita. A

Consideriamo ora una regola bayesiana formale ¢ tale che L(+, ¢) sia 7 @N-
Borel misurabile. Allora, per il teorema di Tonelli, la funzione di rischio
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R, : 0 — Ey(L(6,¢)) di ¢ ¢ T-Borel misurabile e quindi ammette valor medio
pp(¢) = Ep(Ry); inoltre, ricorrendo anche al Teorema B.2.13(ii), otteniamo

(@) = [ ([ L0.0@)pla) ) w(0) vias)
_ / L6, ¢(2)) fo(a)m(0) v x p(d6 x d)
OxX
_ / L(6, ¢(2))m(8)x)p(z) v x u(df x d)
OxX
= [ (] 166w m(ol) v(a) )ota) )
x e

e quindi la formula di disintegrazione:

pe(9) I/xppw(fv)\x)p(%)u(d%) Z/xpp(d)(x)lw) P (dr) (2.15)

che consente di calcolare il danno medio “misturando” i danni medi finali
relativi ai campioni con la probabilita predittiva. Infine, data una regola
di decisione 6, si ha pp(¢(x)|z) < pp(d(x)|z) per ogni campione z. Allora,
per (2.15), pp(¢) < [y pp(d(z)|z) P (dx) = pp(d) e quindi, tenuto conto
dell’arbitrarieta di 6,

pr(¢) < inf pp(d) = p(P). (2.16)
Conseguentemente, nei problemi statistico-decisionali che ammettono una
regola bayesiana formale ¢ tale che pp(¢) = +00 (come avviene nell’esempio
precedente), il rischio di Bayes di P ¢ infinito e quindi non possono esistere
regole bayesiane per P.

Qualora invece il rischio di Bayes di P risulti finito, ogni regola bayesiana
formale che sia anche una regola di decisione ¢, per (2.16), una regola bayesia-
na; inoltre, come messo in evidenza dal prossimo teorema (di notevole im-
portanza sia teorica che applicativa), tale regola “caratterizza” le regole
bayesiane, nel senso che ognuna le ¢ uguale a meno di un insieme di campioni
di probabilita predittiva nulla.

Teorema 2.6.3 Sia il rischio di Bayes di P finito. Sussistono allora le se-
guentt proposizioni:
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(i) Sia ¢ una regola bayesiana formale per P. Allora, é bayesiana per P
ogni regola di decisione che coincide con ¢ a meno di un insieme di
camptioni di probabilita predittiva nulla;

(i1) FEsista una regola di decisione che sia anche una regola bayesiana for-
male per P. Allora, qualunque sia la regola bayesiana 6* per P, ha
probabilita predittiva nulla Uinsieme {z : pp(6*(z)|x) > Cilnzf)pp(d]x)}

€
dei campioni ai quali 0* associa una decisione che non minimizza il
relativo danno medio finale.

DiMOSTRAZIONE (i) Sia ¢* una regola di decisione tale che l'insieme X, =
{6* # ¢ } abbia probabilita predittiva nulla. Allora, da (2.15), (2.16) si ha

(@) = [ @ @) P o) = [ (6 @) P (i)
= [ m(ot@la) P a) = [ pr(ota)la) P ()

= pp(9) < p(P) < 400

e quindi 0* & una regola bayesiana per P.

(ii) Supposto che ¢’ € A sia una regola bayesiana formale per P, conside-
riamo una regola bayesiana 6* per P. Proviamo intanto che 'insieme X; =
{z : pp(6*(x)|z) > Cilgﬁgpp(d\x)} appartiene alla o-algebra N. Ricordato che le

funzioni L(-, 0%), L(-,d") sono 7 ® R-Borel misurabili, dal teorema di Tonelli
otteniamo la N-Borel misurabilita delle funzioni:

o [ 10,5 @) (01) v(d) = p(5" ()
T — /eL(G,é’(x))W(Q]x) v(dl) = p(§'(x)|z).

Conseguentemente, X, = {x : pp(0*(z)|x) > pp(d'(x)|z) } € N.
Ora, supposto (per asssurdo) P®?(X;) > 0, consideriamo la funzione di
decisione:

) (x) sex g X
olz) = {5’(x) sexr €%
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) = L(-,8'(2)) Ix,(x) + L(-, 0" (x)) Ixc(v) per ogni campione ,
¢) ¢ T ® N-Borel misurabile (Lemma A.5.1(iii)) e inoltre

Eo (L(0,8") Ix, ) +Eq (L(6, 6°) Ix:)
( (¢, o' )>+E9 (L<97 6*)): Ry (0) + Rs+(0) < +00

Poiche L(-, ¢(x)
la funzione L(-,

Ry (0 )

per ogni stato . Dunque, ¢ e una regola di decisione. Passando a considerare
il relativo danno medio, da (2.15) si ha

(@)= [ onota)ie) Poa) + [ pelotale) P )
— [ or(@@l) Petde) + [ (8 (a)la) P ()
X ¢
< [ el @la) P+ [ (6 @) P
= [ (@ @) P (o) = (5,

ove la disuguaglianza sussiste in forza del Teorema A.3.6(vi), notato che
pp(6*(x)|z) > pp(d'(2)|x) per ogni z € Xy e [y pp(d'(z)|z) PP (dr) < +o0.
Ricordato infine che ¢ € A e che §* & una regola bayesiana per P, otteniamo
pp(9) < pp(6*) < pp(¢) (Contraddizione!). [ |

Data la loro importanza pratica, nelle sottosezioni seguenti (ove P denota
una probabilita iniziale qualsiasi) vengono riportate, indipendentemente dalla
specifica forma funzionale della densita iniziale, le regole bayesiane formali
relative ad alcune funzioni di danno standard.

2.6.1 Regole bayesiane formali nella stima puntuale

Supposto © C D C R con D intervallo (limitato o no), assumiamo che il valor
medio E(Z) = [0 P(d0) sia finito. Allora, per internalita della speranza
matematica, E5(Z) € ©. Cio precisato, andiamo a determinare le regole
bayesiane formali relative ai danni quadratico, lineare e assoluto.

e DANNO QUADRATICO Supposto che anche il momento secondo Eg(Z?%) =
Jo 02§(d0) sia finito, dal Corollario B.2.11, otteniamo che il valor medio
Es(Z) € I'unico punto di minimo della funzione d — Eg(Lg4). Cio osservato,
proviamo il teorema seguente.
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Teorema 2.6.4 Il momento secondo finale Ep(Z?|x) = Ep(.2)(Z?) sia finito
per ogni campione x. Allora, la funzione o) (z) = Ep(Z|z) = Ep()(Z), che
associa ad ogni campione il valor medio finale dello stato di natura relativo a
quel campione, & ['unica regola bayesiana formale. Inoltre, posto Varp(Z|z) =

Jol0 — 0P (2)]* P(db|z) per ogni campione x, si ha

po(6)) = / Varp(Z[z) P (dx)

e quindi il danno medio relativo alla regola bayesiana formale si ottiene “mi-
sturando” le varianze finali dello stato di natura con la probabilita predittiva.

DIMOSTRAZIONE  Ponendo P = P(|) al variare del campione z, otteniamo
intanto che ¢®) & I'unica regola bayesiana formale. Inoltre, osservato che, per
il teorema di Fubini A.5.5, ¢(F) & R-Borel misurabile, dal Teorema A.5.1(iii)
risulta la 7 ® R-Borel misurabilita di L(-, ™). Da (2.15) si ha allora

(6™ = [ @™ @la) Pe(do) = [ [ [ 1606 @)) Plasie)| (i)
_ /3E [ /@ 6~ 6 ()] P(db) | P (d)

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. [ ]

e DANNO LINEARE Sia d' un quantile di livello k relativo a f’, cioe
tale che P(] — 00,d’]) > k e P([d', +00[) > 1 — k. Per provare che d’ mini-
mizza la funzione d — Eg(L,) basta verificare, essendo i danni medi Eg(Lg),
Es(Ly) finiti (E5(Z) finital), la disuguaglianza:

Es(Lg) — Es(La) = Es(Lg — Lg) > 0. (2.17)
Sia intanto d > d’. Riesce allora
(1—-Fk)(d—d) se § <d
La(0) =Ly (0) =< k(d —d)+d—0 sed <6<d
k(d —d) sed>d
d—d sef<d
=k(d—d)+d—0 sed <0<d
0 se 8 >d
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qualunque sia lo stato 6. Ne segue

Es(Lg — La) = k(d' — d) + (d — d')P(] — o0, d']) + [d d](d — 0) P(d)

) + (d = d')P(] — o0, d))
)

k(
k +k(d—d) =0,

d—d
(d —d

VvV 1V

ricordato che P(] — 0o, d’]) > k. Assunto ora d < d’ si ha

(1—k)(d—-4d) se 0 <d
Li(0) —La(0) = S k(d —d)+0—d sed<6<d

k(d' — d) se 0 >d
d—d sef <d

=k(d—d)+<0—d sed<0<d
0 se 0 > d

qualunque sia lo stato 6. Ne segue

Es(Lg — La) = k(d' — d) + (d — d')P(] — o0, d]) + /W[(e — d')P(df)

d) + (d — d)P(] — o0, d]) + (d — d)P(|d, d])

d) + (d = d')P(] d’))

v

k(d'
k(d'

e quindi

Es(Lg — L) > k(d' — d) + (d — d')[1 = P([d’, +00])]
> k(d —d)+ k(d — d') =0,

ricordato che P([d,4oc]) > 1 —k e d —d < 0. La dimostrazione della
disuguaglianza (2.17) & cosi conclusa. Sussiste pertanto il risultato seguente.

Teorema 2.6.5 [l valor medio finale Ep(Z|x) sia finito per ogni campione
x. Allora, una funzione di decisione che associa ad ogni campione x un quan-
tile di lvello k della distribuzione finale relativa a x € una regola bayesiana
formale.

e DANNO ASSOLUTO Ponendo, in particolare, k = % nella funzione di danno
lineare, dal teorema precedente otteniamo che sono regole bayesiane formali
tutte le funzioni di decisione che associano ad ogni campione x una mediana
della distribuzione finale relativa a .
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Nell’esempio seguente troviamo le regole bayesiane e il rischio di Bayes
relativi ai campionamenti di Bernoulli e normale (con media incognita), nel-
I'ipotesi che vengano scelte densita iniziali appartenenti alle classi coniugate
delle rispettive densita di campionamento e si adotti, per il primo campio-
namento, il danno quadratico e per il secondo sia quello quadratico che as-
soluto.

Esempio 2.6.6 (i) Posto © =D = [0, 1], sia 'osservabile costituito dalle v.a. X1,..., X,
indipendenti e distribuite secondo la distribuzione di Bernoulli Ber(#) in corrispondenza ad
ogni stato 6. Scelta come densita iniziale quella della distribuzione Beta(a, 3), dall’Esempio
B.2.18(i) otteniamo che la densita finale relativa a x & quella della distribuzione Beta(c +
nx, 8+ n(1l —x)). Allora, la regola di decisione:
nX+ o
a+B+n
&, per il Teorema 2.6.4, 'unica regola bayesiana formale®”. Inoltre, & anche uno stimatore.
Infatti, posto &' = (5,(10"@, si ha38
n? - n? af
Varg(§') = —————— Vary(X) =
"= Garar N T a5 e B+ D@ AP
nEp(X)+a TNt

a+p+1  a+pB+1

e quindi, per (2.2), MSEs (0) = Varg(d') + Biasg(d")? € R.
(a,8)

587 (x) = (2.18)

BiaSg(él) = Eg((sl) -0 =

Conseguentemente, per il Teorema 2.6.3, § ¢ anche uno stimatore bayesiano; inol-

tre, ogni altro stimatore bayesiano puo essere ottenuto modificando opportunamente 57({1’6 )
su un insieme di probabilita predittiva nulla (come lo sono, ad esempio, gli insiemi discreti

e l'insieme continuo di Cantor). Infine, osservato che gli errori quadratici medi

MSE;(0) = > L(6,8(x)) 0" (1—6)

xeX

n(l—x)

sono delle funzioni continue, che 'indice di preferibilita individuato dalla speranza matema-
tica & P-strettamente monotono (Teorema 2.4.7) e che la probabilita P verifica la situazione
(b) del Teorema 2.4.6, possiamo concludere che tutti gli stimatori bayesiani sono delle re-
gole ammissibili (e quindi, in particolare, anche 6&’6 )).

.....

Teorema 2.6.4 otteniamo

(a+nX)[8+n(1 - X)] ) _ (a+n)(8+n)

Pl B) = Epeen <(a+ﬁ+n+1)(a+ﬂ+n)2 T (a+f+n+1)(a+ f4n)?

A1 ¢ varianza

3TRicordiamo che la distribuzione Beta(as,3;) ha valor medio

a1+
o181
(ar1+pB1+1)(a1+p61)?"
8Ricordiamo che, considerate le v.a. Y1,...,Y,, indipendenti e equidistribuite, la media

campionaria Y ha valor medio E(Y) = E(Y;) e varianza Var(Y) = %
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e quindi il danno medio ineliminabile ¢ un infinitesimo al divergere del numero delle os-
servazioni.

(ii) Posto ©® = © = R, sia l'osservabile costituito dalle v.a. X7,...,X,, indipendenti
e distribuite secondo la normale N(6, 02) in corrispondenza ad ogni stato . Scelta come
densita iniziale quella della normale N(«, 3?), dal’Esempio B.2.18(ii) otteniamo che la
densita finale relativa a x & quella della normale N(a,(x), 52), con

o= [+ ) = (v )

Allora, la funzione di decisione:

5089 () = an(x) = Lo _nX 7 (2.19)

ottenuta facendo la media aritmetica ponderata della media campionaria e del valor medio
iniziale dello stato di natura, & I'unica regola bayesiana formale (Teorema 2.6.4). Inoltre,

2
— 67(;1;[7 )

¢ anche uno stimatore. Infatti, posto ¢’ , si ha

77,254 _ n254 0.2
5 Varg(X) = 4@52 g o

(nB? +0?)

2Eo(X) +0%a  nB?0+c’a
Bi N Eo(s — g " Ee _
fasg(d") 9(6') — 0 nB2 + o2 nG2 + o2

Varg(6') =

e quindi, per (2.2), MSEs (6) = Vary (&) + Biasp(8')? € R.

2
Conseguentemente, per il Teorema 2.6.3, 57(La’5 ) & anche uno stimatore bayesiano;

inoltre, ogni altro stimatore bayesiano puo essere ottenuto modificando opportunamente

2
6£La’ﬁ ) su un insieme di probabilita predittiva nulla. Infine, ricordato che I'indice di preferi-
bilita individuato dalla speranza matematica & P-strettamente monotono (Teorema 2.4.7),
che le funzioni di rischio degli stimatori sono funzioni continue (Esempio 2.1.3(ii)) e che la
probabilita P verifica la situazione (b) del Teorema 2.4.6, possiamo concludere che tutti

2

gli stimatori bayesiani sono ammissibili (e quindi, in particolare, anche sloP )).

Teorema 2.6.4 otteniamo
ﬁQ 0_2

pla, B%) = 67 = P (2:20)
e quindi il danno medio ineliminabile & un infinitesimo al divergere del numero delle os-
servazioni.

(iii) Con riferimento al campionamento considerato in (ii), assumiamo al posto del
danno quadratico quello assoluto. Allora, per la simmetria della distribuzione normale,
= &SW g ¢ una regola bayesiana che ¢ anche l'unica regola bayesiana formale. Cio
osservato, dato un campione x, risulta

oo — o, (%))?
PP((S'(X)X)Z/e}e—an(x)‘P(dﬁx):%ﬁQ/_ ‘G—an(x)‘exp{—% .
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Considerata la traslazione 7 : 6 — 6 — a,,(x) della retta reale, dal Corollario A.4.2 si ha

R e I

e quindi, per la simmetria della distribuzione normale,

: 2 [t 62 262 077
pp(6 (X)IX)=W/ QQXP[_ zgg}dez_m eXp[_m] o
_ 262 262 _ 2B
- 2 02 +nG?)’

Ne segue, tramite (2.15), che ,/% e il rischio di Bayes della probabilita iniziale. A

Nei problemi di stima puntuale appare naturale richiedere che lo stimatore
non produca deviazioni sistematiche rispetto allo stato di natura. Ne viene
che, negli usuali problemi di stima di un parametro reale, si considerano di
norma stimatori § non distorti, cio¢ tali che E¢(d) = 6 per ogni stato 6.
Il prossimo teorema mostra che l'esistenza di uno stimatore che sia baye-
siano formale e non distorto e una situazione ideale, nell’ambito del danno
quadratico, in quanto assicura un rischio di Bayes nullo.

Teorema 2.6.7 Sia 6, uno stimatore N-Borel misurabile, non distorto e
bayesiano formale per P rispetto al danno quadratico. Inoltre, sia Ep(Z?)

finita. Allora, p(P) = 0.

DimMoSTRAZIONE Indicata con P la probabilita dello schema di Bayes P®"
dal teorema di Tonelli e (2.16) otteniamo

p(P) = pp(61) = / ( / L(6.81(x)) fo(z) ) ) (6) ()
= | L@ o)y x plo x da)

B / (0= 5,(@))? P(dd x dz) = En((Z = 0)).

390ttenendo cosi sia un buon comportamento in media che una semplificazione del-
Perrore quadratico medio che viene, per (2.2), a coincidere su ogni stato con la varianza
dello stimatore relativa a quello stato.
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Proviamo ora che esiste finita Ep(Z4d;). Per i teoremi di Tonelli e B.2.13(ii),
Fp(22) / ( / Folte) () ) 6%(6) v(d6)
oMz
:/(/ 027r(6’|:p)1/(d9))p(x) p(dr) = / Ep(Z%|z) P (dx)
x e x

e quindi, per il Teorema A.3.6(vii), P®(X,) = 1, avendo posto Xy = {z :
Ep(Z2|r) finita}. Notato che d;(z) = Ep(Z|z) per ogni z € X, (§; stima-
tore bayesiano formale!), dal teorema di Jensen B.2.5 otteniamo 6% (z) =
Ep(Z|x)? < Ep(Z2%|z) per ogni z € Xy e quindi

/ 57 dP™ = / &7 dpP®
X Xo

< / Ep(Z?|x) P (dz) = / Ep(Z%|z) P (dz) < +00.
Xo X

Allora, osservato infine che per i teoremi di Tonelli e B.2.13(ii), Ep(Z?) =
Ep(Z?) e Ep(6?) = Epen (01), esiste ed ¢ finita, per il Teorema A.3.5(iv), la
speranza matematica Ep(Zdy).

Riesce pertanto

p(P) =Ep((Z — 01)*) = [Ep(Z°) — Ep(Z51)]+[Ep(7) — Ep(Z01)]
e quindi basta verificare che sono nulli i due addendi. Risulta
Ep(Z6) = / 001 (x) fo(x)m(0) v x p(df x dx)
OxX
= [ ([ e fote) i) )oP(do) = [ Eaa1) 6 (as)
o \Jx e
e quindi Ep(Zé,) = [ 0 P(df) = Ep(Z?) (61 non distorto!). Inoltre,
Ep(Z61) = / 061 (x)m(0)z)p(x) v x pu(dh x dx)
OxX
= / (/ O (6|x) U(d@))él(x) P®(dx) = / Ep(Z|z) 61(z) P™(dx)
x e

x

e quindi Ep(Zé;) = [, 07 dP™ = Ep(d7). [ |
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Nel corso della dimostrazione si ¢ provato che p(P) = Ep((Z — 6;)?).
L’annullarsi del rischio di Bayes implica quindi, per il Teorema A.3.6(v),
I'uguaglianza quasi certa di d; e Z, cioe che la stima dello stato di natura e
quasi certamente perfetta. Poiche una situazione cosi ottimale non e realiz-
zabile nei problemi statistico-decisionali reali, il teorema mette in evidenza
I'incompatibilita pratica delle due nozioni di non distorsione e di bayesianeita.
A titolo d’esempio, mostriamo che la media campionaria nel campionamento
di Bernoulli ¢ uno stimatore bayesiano solamente nel caso piuttosto “estre-
mo” che la probabilita iniziale concentri l'intera massa sull’insieme {0, 1}.

Esempio 2.6.8 Posto © = © = [0, 1], sia 'osservabile costituito dalle v.a. X1,..., X,
indipendenti e distribuite secondo la distribuzione di Bernoulli Ber(#) in corrispondenza ad
ogni stato 0. Osservato che la media campionaria ¢ uno stimatore non distorto, andiamo
a determinare le probabilita iniziali per le quali € uno stimatore bayesiano formale. Per
(2.2), pp(X) = f[O,l] Varg(X) P(df) = + f[O,l] 6(1 —0) P(df). Osservato che l'integrale, per
il Teorema A.3.6(vi), si annulla se e solo se P(]0,1[) = 0, la probabilitd P deve depositare
I'intera massa su {0,1}. In questo caso, data una regola bayesiana ¢’ (formale o no), da
(2.16) otteniamo pp(d’) = MSEs (0)P(0) + MSEs (1)P(1) = 0 e quindi MSE (i) = 0, se
P(i) > 0 (i = 0,1). Osservato che MSEs (0) = §’(0)? e MSEs (1) = (1 — §((1,...,1)))?,
otteniamo ¢'(0) = 0, se P(0) > 0, e 6'((1,...,1)) = 1, se P(1) > 0. Poiche, viceversa, per
questo tipo di probabilita ogni stimatore che verifica queste due condizioni & banalmente
bayesiano, possiamo concludere che lo € anche la media campionaria. A

Passando al problema della stima di un parametro vettoriale, non si in-
contrano novita sostanziali in quanto le tre funzioni di danno considerate per
il caso unidimensionale si possono estendere opportunamente a quello mul-
tidimensionale. Mostriamolo per il danno quadratico considerando il caso
bivariato®. Identifichiamo dunque lo stato di natura con la coppia aleatoria
(Z1, Z3) e assumiamo che v; sia una misura o-finita di riferimento sui boreliani
dell’insieme ©; C R dei valori possibili di Z; (i = 1,2). Posto © = ©; x Oy e
T = B(Q)Nﬂ O, supponiamo che 7 sia una densita della probabilita congiunta
iniziale P (rispetto la misura prodotto v = v; X 1,) e che il valor medio
Es(Z;) = f@i 0;7(01,02) v(d; x dbfy) sia finito (i = 1,2). Per quanto riguarda
la parte decisionale, identificate le m-ple con i vettori-colonna, assumiamo
O C®» C R™, con® insieme convesso chiuso, e come funzione di danno la
forma quadratica (nelle componenti del vettore 8 — d):

L(6,d) = (0 —d)" M (0 —d), (2.21)

40Che non comporta alcuna restrizione sostanziale, in quanto le relative argomentazioni
sono immediatamente estendibili a dimensioni superiori.
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ove M = (a;j)1<i,j<2 € una matrice simmetrica definita positiva*!. Posto

infine d’ = (g{’g%;), dalla bilinearita del prodotto righe per colonne si ha
P

L(O,d) = [(d' —d) + (6 —d)]" M[(d' —d) + (6 — d)]
(d=d)"+(-d)"|M[(d—d)+(8—d)]
(d —d)"M(d —d)

+2(d' —d)"M(@—d)+ (0 —-d)" MO -d)

=(d -d)"M(d —-d)

2 2
+2Z

agi(d — d;)(0; — &) + (6 — d)TM (6 — d).
=1 j=1

Osservato che

/(9]- —di)P(dfy x dby) = [ 0;7(0,02) v(db; x dbs) — d
o

*umcb\

5(Z;5) d’ =0,
otteniamo
Es(L(-,d)) = (d' =d)" M (d' —d) + Eg((- = d)" M (- = d')).

Conseguentemente, tenuto conto che la matrice M ¢ definita positiva, d’ e
'unico punto di minimo della funzione d +— Eg(L(-,d)), indipendentemente
dalla forma particolare della matrice M. Per provare infine che d’ ¢ un
elemento di D, assumiamo (per assurdo) che non vi appartenga. Esistono
allora, per il teorema di separazione punto-insieme convesso chiuso*?, una
coppia a # 0 e un numero reale « tali che a;d} + axd, > a e a;dy + asds < «
per ogni d € D. Considgrata la v.a. Y = a14, + asZ5, dalla seconda
disuguaglianza otteniamo P(Y < «) = 1 e quindi E5(Y) < «; ne segue
a1d) + asd, < a contraddicendo cosi la prima disuguaglianza.
Sussiste dunque il risultato seguente.

41Cioe, tale che x” Mx > 0 per ogni vettore non nullo x, avendo indicato con x’ il
vettore-riga trasposto di x e considerato, come prodotto di matrici, il prodotto righe per
colonne.

42Per teorema di separazione punto-insieme convesso chiuso intendiamo il seguente risul-
tato: Siano B # () un insieme convesso chiuso di R™ e x’ € R™ tali che x' ¢ B. Esi-
stono allora una m-pla a # 0 e un numero reale « tali che a1z} + -+ + apz,, > a e
a1y1 + -+ amym < a per ogni y € B (per una dimostrazione si veda il teorema 2.4.4 del
testo citato nella nota 35 di pag. 76).
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Teorema 2.6.9 [l valor medio finale Ep(Z;|x) sia finito per ogni campione
z (i =1,2). Allora, considerata la funzione di danno (2.21), esiste una sola
regola bayesiana formale; precisamente, la funzione di decisione:

- (425)

che associa ad ogni campione il vettore dei valori medi finali dello stato di
natura relativi a quel campione.

Esempio 2.6.10 Posto ©® = D = Rx |0, +o¢], sia 'osservabile costituito dalle v.a. X,

.., X, indipendenti e distribuite secondo la normale N(6;,65) in corrispondenza ad ogni
stato @ = (61,602). Scelta come densita iniziale quella della normale-gamma inversa N-
I'Y(a, 8,7, 6), dall’Esempio B.2.18(iii) otteniamo che la densita finale relativa a x & quella
della distribuzione normale-gamma inversa N-T'~!(av,(x), Bn, Yn, 6n (X)), con

nx + « n
Ja ﬂn:ﬂ+na Yn =7+ 5,

on(X) = B+n 2

On(x) =0+ %(Zn:(xi -x)% + %_;)2)

i=1

Conseguentemente, per la densitd marginale finale 7 (-|x) della prima componente si ha

- 1 (Sn(X)'Yn RV ﬁn _(’Yn"l‘%) _Bn(el _ an(x))Q + 26»”()()
mOP =0 T o™ ex| 20, | de.
— 12 6”()1_(‘)(: )V Bn F(’Yn I %) |:ﬁn(01 - an(;))Q + 2(5n(x)}—(%+§)
V &T0 n
L BB Ly gt [ an)? g
=75 () Lmtg)e()7 T 1]

e quindi la distribuzione finale della prima componente ¢ una distribuzione di Student
generalizzata StudentGen(ay, £1,7%) con ag = 27y, > 1, B1 = a,(x) e 4% = ‘;3"—(;‘).
Per quanto riguarda la densitd marginale finale mo(-|x) della seconda componente

otteniamo

1 671 n n n—(¥Yn 3 671 oo mn 9 - &n 2
= i SR el ] ol S
1 5 (x)" VB (D) On (%) 210,
- 2 F("Yn) 92 eXp|:_ 02 :| /671
0 (x) (1) 6n(x)
= Tea % eXp{ 0 }
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e quindi la distribuzione finale della seconda componente ¢ una distribuzione gamma-
inversa I'"!(ay, 81) con a3 =, > 0e B = d,(%).
Possiamo quindi concludere che la funzione di decisione

660 = ()

'Yn_l

¢ I'unica regola bayesiana formale, ogniqualvolta risulti v+ 5§ = v, > 1. A

2.6.2 Regole bayesiane formali nella stima intervallare

Identificata la misura di riferimento v con la misura di Lebesgue, supponiamo
che la probabilita P ammetta una v-densita 7 che sia continua e unimodale
(in senso forte)?3. Allora, il seguente problema di massimo vincolato:

max/a 7(0) do (2.22)

b—a=«

ammette una sola soluzione per ogni numero reale o > 0. Osservato che
sia la funzione obiettivo che quella relativa al vincolo hanno derivate parziali
continue, usiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per individuarne
le soluzioni. Considerata la funzione F'(a,b, \;) = fab 7(0)do+ M (b—a— ),
poniamo dunque

0 -

%F(a,b, A1) =—7(a) — A =0
0 -

%F<a,b, )\1) :W(b) "’)\1 =0
0
8—)\1F(a,b,>\1)—b—a—a—0

da cul otteniamo

b—a=a«

{fr(a) = #(b)

43Ricordiamo che una funzione g su © & unimodale (in senso forte) se esiste un punto
di massimo 6’ tale che g(61) < g(02), se 01 < b3 < ', e g(61) > g(02), se ¢ < 6 < 0.
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e quindi la densita 7 assume gli stessi valori sugli estremi dell’intervallo.
Conseguentemente, per la unimodularita della densita, 'intervallo [a, a + o]
tale che 7(a) = 7(a + «) & I'unica soluzione del problema (2.22)%*.

Cio osservato, siamo ora in grado di provare il teorema seguente.

Teorema 2.6.11 Siano v la misura di Lebesque e la densita finale 7(-|x)
una funzione continua e unimodale (in senso forte) per ogni campione x.
Inoltre, con riferimento al danno lineare, sia ¢' una regola bayesiana formale
per P. Allora, la funzione di decisione che associa ad ogni campione x la
soluzione del problema (2.22) con @ = 7(-|z) e a = lg(¢'(x)) & una regola
bayesiana formale.

DiMOSTRAZIONE Indicata con ¢” tale funzione di decisione, risulta

peld/ @)le) < polo/ (@)1) = W' @) 41— [ ol ab

< Mg(@'(x) +1— /¢ ) = el @)

per ogni campione x. |

Le regole bayesiane formali vanno quindi ricercate tra le funzioni di deci-
sione ¢ che associano ad ogni campione x l'intervallo di massima probabilita
finale tra tutti quelli di lunghezza lg(¢(x)).

Esempio 2.6.12 Posto ©® = R e ® l'insieme degli intervalli reali limitati, sia ['osservabile
costituito dalle v.a. X7,..., X, indipendenti e distribuite secondo la normale N(6,0?) in

.....

44Osservato che 1'unica soluzione del problema di minimo vincolato:

min(b — a)
b
/ 7(0)do =g
a
con 8 €]0, 1] verifica la condizione 7(a) = 7(b), gli intervalli [a, b] con 7(a) = 7(b) possono
essere intesi come gli intervalli che sono:
— di massima probabilita tra quelli di lunghezza «;
— di minima lunghezza tra quelli di probabilita 5.

Inoltre, per la unimodularitd, possono anche essere visti come insiemi del tipo {7 > ¥}
con ¥ € [0, 1].
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dall’Esempio B.2.18(ii) otteniamo che la densita finale relativa a x & quella della normale
N(a, (%), 82), con
« nx 1 n\ 1
an(x) = [@ + p} B ii(@ + ?) :
Ponendo 7(alx) = m(bjx) (a < b) si ha (a — a,(x))? = (b — an(x))? da cui otteniamo
(a—b)(a+b—2a,(x)) =0 e quindi b = 2a,,(x) — a. Individuata la relazione intercorrente
tra a e b, andiamo a determinare il valore del corrispondente integrale

2a, 2
"l (0 — an(x))
\/27rﬂ72, / exp 202

Posto uguale a 1 — £{(x) tale valore ¢ considerata la trasformazione “standard” 7 : 6 —
97‘;—”(") della retta reale, dal Corollario A.4.2 risulta

} do.

an(X) a

= e[y
exp|——|df =1—&(x).
27T _ an(x) a
Indicato infine con f¢x) lo stato tale che
2
/ _ ﬁ} g — £
e (o) 2 27

si ha % =0 e quindi a = a,(x) — B, e . Pertanto, [, (x) — B, Qe , an(X) +
n 2 2 2

Bn Oeso ] & Vintervallo di lunghezza 20, 6 ¢ di massima probabilita finale relativa a x. A
2 2

2.6.3 Regole bayesiane formali nella verifica di ipotesi

Osservato che, adottando il danno (2.1), si ha Eg( f@ ko dP e Es s(L1) =

f % kq dP, la decisione d’ minimizza il danno med10 se e solo se:

dy se f@ ko dP < f@ k1 dP
d={dyod sef, kodP= [, kdP.
dy se f@ k(] dP > f® kq dP

Sussistono pertanto i risultati seguenti.
Teorema 2.6.13 Ogni funzione di decisione ¢ tale che:
o) = {do se [y, ko(0) P(df]z) < [, ky(0) P(dd|x)
di se [g, Ko(0)P(df]x) > f@() k1(6) P(db|z)

e un test bayesiano formale per P.
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Corollario 2.6.14 Sia la funzione k; una costante di valore K; (i = 0,1).
Allora, ogni funzione di decisione ¢ tale che:

K1
gb(x) _ do se P(@0|ZE) > KO;(rlKl ‘
di se P(Oolz) < i

e un test bayesiano formale per P.

DIMOSTRAZIONE Basta osservare che si ha f@o k1(0) P(df|z) = K1P(Og|z) e
Jo, ko(0) P(df]z) = KoP(©1]z) = Ko[1 = P(Bl|z)] per ogni campione z. W

Nel prossimo esempio determiniamo le regole bayesiane formali per de-
cidere se un dato parametro reale ¢ minore o uguale ad un prefissato valore.

Esempio 2.6.15 Posto © =R, v = Xe Qg =]—00,0] (6 fissato), sia ko(0) = Ko(6 —0p)
e k1(0) = K1(6p — 0)*. Allora, supposto Ep(Z|r) finita per ogni campione x, otteniamo
f@)o ]{71(6‘) P(d9|1‘) = K1 ji—ooﬂo](eo — 9) P(dﬁ\x) (§

/ ko (0) P(d6]r) = Ko / (0 — 60) P(do])
[SH

]907+OO[

:K()EP(Z—Q()‘.’L') —Ko/ (Q—GO)P(dH\x)

]—00790]

= KoEp(Z‘x) — Kog() + KO/ (90 - 0) P(d@‘(t)

]700790]

qualunque sia x. Conseguentemente, ogni funzione di decisione ¢ tale che:

dy se Ep(Z|x) < 6y + %/

o(z) = o
dy se Ep(Z|z) > 6y + %/ (6o — 0) P(df)|x)

]—00790]

](90 — ) P(df)

¢ un test bayesiano formale per P. Nel caso particolare Ky = K7, risulta dunque che &
bayesiana formale ogni funzione di decisione ¢ tale che:

b(z) = dy se Ep(Z|x) < b .
dy se EP(Z‘.I) > b

45La funzione k; dovrebbe essere, come richiesto da (2.1), positiva su ©¢ e quindi, in
particolare, dovrebbe risultare k1(6g) > 0, contrariamente a quanto qui avviene per la par-
ticolare scelta funzionale effettuata. D’altra parte, nell’individuazione dei test bayesiani, kq
interviene solamente nell’integrale feo k1(6) P(df|z) che ¢ indipendente dal valore k1 (6p),

essendo P(fp|z) = f{Go} 7(0)z) dd = 0 per ogni campione x.
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Concludiamo determinando ’espressione dell’integrale f}foo 00](90 — 0)P(df|z) nel caso
del campionamento normale relativo all’Esempio 2.6.12. Considerata la trasformazione
“standard” 7 : 60 — 0_%7"(") della retta reale, dal Corollario A.4.2 otteniamo

N SN L 0 —an(x)?
/]M’OU](OOH)P(dGW)_ = /700(90 0) exp[ 2 ]d@

fp—an (x) 2

_ \/% /m " By — an(x) — 5, 0) exp| - %} do

O —can (%)

1 T Bn 62
90—an(x)
B [T 6
+ Nz N —0 exp{— ?} de
e quindi
0o — ap, (X) Bn (90 - an(x))2
0o — 0)P(dl|z) = (0o — v o + - |
[, 00— 0P = (80— an)@( P ) e[ Fo
avendo indicato con ® la funzione di ripartizione della normale N(0, 1). A

2.7 Regole di decisione minimax

Ritornando all’Esempio 2.5.2(i), osserviamo che la decisione d = 0, oltre ad
essere 'unica ammissibile, & pure I'unica decisione ottima secondo il crite-
rio del minimax (introdotto nell’Esempio 2.4.2(i)). Ricordando che tale
decisione non e una decisione bayesiana, possiamo allora concludere che, in
generale, il criterio del valor medio non e in grado di “generare” tutte le
regole (di decisione) minimax, cioé quelle particolari regole di decisione
aventi funzione di rischio limitata che sono ottime per il criterio del mini-
max. D’altra parte, qualora lo spazio parametrico sia finito, la convessita
dell’insieme di rischio assicura (come mettera in evidenza il teorema succes-
sivo) che tutte le regole minimax sono bayesiane per un particolare tipo di
probabilita che ora introduciamo.

Definizione 2.7.1 Una probabilita P su 7 ¢ massimamente sfavorevole
(per DM) se p(P") = sup{p(P) : P probabilita su 7}, cioe se comporta un

46Criterio che, a causa del suo carattere prudenziale, ¢ di uso comune nelle impostazioni
della statistica decisionale che, a differenza di quella bayesiana, si basano solamente sulla
relazione di dominanza tra regole di decisione escludendo qualsiasi riferimento a valutazioni
probabilistiche relative allo stato di natura.
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danno medio ineliminabile non inferiore a quello di un’altra qualsiasi pro-

babilita su 7.

Viene cosi fornita una giustificazione dell’uso del criterio del minimax
nell’ambito dell'impostazione bayesiana della statistica: se, in base al suo
stato d’informazione, DM esprime la sua incertezza sullo stato di natura
tramite una probabilita massimamente sfavorevole (e quindi ritiene la Natura
a lui avversa almeno per quanto concerne i danni medi ineliminabili), allora
egli sara indotto a scegliere una regola minimax.

Precisato che, in questa sezione, P (dotata o no di apici o pedici) denota
una generica probabilita su 7 (relativa o no ad una densita iniziale), proviamo
il lemma seguente.

Lemma 2.7.2 Risulta:
(i) supp p(P) < infssupp pp(9);
(1i) supy Rs(0) = supp pp () per ogni regola di decisione 0.

DiMOSTRAZIONE (i) Dati ¢’ e P’; si ha infs pp/ () < pp/(d') < supp pp(9).
Dall’arbitrarieta di ¢’ segue allora p(P’) = infs pp/(6) < infssupp pp(6). In-
fine, per arbitrarieta di P’ otteniamo supp p(P) < infssupp pp(0).

(ii) Poiche la disuguaglianza pp(0) = Ep(Rs) < sup, Rs(6) sussiste per
ogni probabilita P, si ha intanto supp pp(d) < supy Rs(6). Per verificare la
disuguaglianza opposta, sia (6,,),>1 una successione di stati tale che Rs(6,,) T
supg Rs(#). Considerata allora la misura di Dirac 1, su 7 per ogni n, otte-
niamo supp pp(d) > py, (0) = Ey, (R;) = Rs(0,). Passando infine al limite
per n — +00, riesce supp pp(d) > supy Rs(6). [ |

Teorema 2.7.3 Siano © finito e l'insieme di rischio convesso. FEsiste allora
una probabilita P massimamente sfavorevole. Inoltre, ogni regola minimax
¢ bayesiana per P'. Infine, per ogni regola minimax &', si ha Ry < pp/(&') e
Rs(0) = ppi(8') per ogni stato 0 tale che P'(0) > 0.

DIMOSTRAZIONE Posto © = {6,,...,0,,}, proviamo intanto l'uguaglianza:
suppp(P) = infs supppp(9). (2.23)

Notato che, per il Lemma 2.7.2(i), basta provare la disuguaglianza o =
infs supp pp(9) < supp p(P) = o, consideriamo 'insieme:

Bi={y:y,<t(i=1,...,m)} CR™
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per ogni numero reale ¢ e poniamo a = sup {t : BN R = 0}. Allora, poiche
R C [0,400[™, si ha a > 0. Riesce inoltre av < +o00; infatti, data una regola
di decisione d e posto ¢ = max{Rs(0,), ..., Rs(6,,)}, otteniamo y® € RN B,
per ogni t >t e quindi a <t/ < +o0.

Osservato che, per ottenere la disuguaglianza o/ < o, basta constatare
che riesce o < a < ", iniziamo col verificare che risulta o/ < «. Per la
definizione di asi ha B, 1 NR # 0 e quindi esiste 8, tale che Rg, (6;) < a++
per ogni ¢ < m. Allora, per il Lemma 2.7.2(ii),

1
o' = infgsupppp(d) < supppp(d,) = supyRs, (0) < o + -

Ne segue, passando al limite per n — 400, la disuguaglianza o < a.

Proviamo ora la disuguaglianza o < . Ricordato che 'insieme di rischio
R & convesso e osservato che l'insieme B = {y : y; < a(i = 1,...,m)} dei
punti interni di B, ¢ un insieme convesso disgiunto da R, per il teorema
dell'iperpiano separatore (nota 35 a p. 76) esistono una m-pla a # 0 e un
numero reale (3 tali che

ay” + -+ amy® > B, perogni b€ A (2.24)
a1y + -+ amYm < B, perogniy < a = (a,...,q). (2.25)

Allora, a > 0. Infatti, sia (per assurdo) a; < 0 per qualche j. Considerata

la m-pla y™ tale che yi(n) =a—1,sei#j, e y§") —a—n,sihay™ < ae
quindi, per (2.25), (o —1) >, a; + aj(a —n) < 3. Passando al limite per

n — +o0o e tenendo conto che a; < 0, risulta

B> lim [(a—l)Zai+aj(oz—n)]:+oo

n—-+o0o —
]

ottenendo cosi una contraddizione.
Per provare la disuguaglianza:

_ B8 S,
A+t
consideriamo un numero reale € > 0. Allora (« —¢€,...,a —€) < a e quindi,
per (2.25), (aa —¢€)(ay + - - - +ay,,) < B. Passando al limite per e — 07, risulta
afar + -+ am) < B.
Sia ora P’ la distribuzione di probabilita sugli stati tale che:

)

T=Pl)=—S Gi=1,...,m).

ay+ -+ ap,
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Poiche, per (2.24), riesce

ppr(8) = m Rs(0h) + - - + m, Rs(0m)
(6) , ... (9)
_ay e g > a
a1+...+am a1+...+am
per ogni regola di decisione ¢, si ha p(P’) = infs pp/(0) > .
Dunque o” = supp p(P) > a da cui otteniamo o/ = a = o, cioe (2.23).
Ne segue p(P’) > a = o” = supp p(P) e quindi la probabilita P’ & massi-
mamente sfavorevole.
Passando all’'ultima parte della tesi, sia ¢’ una regola minimax. Allora,

supy Ry (0) = infs supy Rs(0) da cui, per il Lemma 2.7.2(ii), risulta

supp pp (') = infs supp pp(9).

Considerata ora una regola di decisione 9, da (2.23) otteniamo

pr:(0") < supp pp(d") = infs supp pp(9)
= supp p(P) = p(P’) = infs pp(9) < pp(0),

ove la penultima uguaglianza sussiste in quanto P’ ¢ massimamente sfavorevo-
le. Conseguentemente, §' ¢ una regola bayesiana per P’. Inoltre, scegliendo
in particolare § = ¢, otteniamo pp/ (') = infssupp pp(d). Per il Lemma
2.7.2(ii) si ha allora

Rs/(0) < supy Ry (6) = infs supy Rs(0) = infs supp pp(d) = ppr(9')

qualunque sia lo stato 6.
Supponiamo infine che esista (per assurdo) j tale che Ry (0;) < pp/(d’) con
m; > 0. Allora, iRy (6;) < mjppr(d’) da cui otteniamo

pp(0') = T Rs/(01) + - - + T, Ry (0) < wyppr(8) + -+ + 71, pp0 (67) = ppr ()

pervenendo cosi ad una contraddizione. [ |

Il teorema appena provato assicura che esiste una probabilita (massi-
mamente sfavorevole) P’ tale che le regole minimax vanno ricercate tra le
regole bayesiane &' per P’ per le quali la funzione di rischio Rs ha valori
che non superano il rischio di Bayes p(P’). Il prossimo risultato evidenzia
che quest’ultima proprieta consente di individuare, indipendentemente dalla
numerosita degli stati, sia regole bayesiane minimax che probabilita massi-
mamente sfavorevoli.
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Teorema 2.7.4 Sia 0’ una regola bayesiana per P’ tale che Ry < p(P’).
Allora, &' € una regola minimaz e P’ & una probabilita massimamente sfa-
vorevole.

DIMOSTRAZIONE Risulta

infs supp pp(d) = infssup, Rs(0)
< supy Ry (0) < p(P’) < supp p(P) < infssupp pp(9),

ove la prima uguaglianza discende dal Lemma 2.7.2(ii) e I'ultima disugua-
glianza dal Lemma 2.7.2(i). Allora, tutte le disuguaglianze sono delle ugua-
glianze e quindi supy Ry (0) = infs supy Rs(6) ¢ p(P') = supp p(P). [

In molti problemi statistico-decisionali, un metodo efficiente per trovare
regole minimax consiste nell’individuare regole di decisione con funzione di
rischio costante (dette regole (di decisione) equalizzanti) e provare poi,
come suggerito dal Teorema 2.7.4, che sono bayesiane. L’esempio seguente,
oltre a fornire un’applicazione di tale metodo, mostra che ci puo essere piu
di una probabilita massimamente sfavorevole per il medesimo problema de-
cisionale.

Esempio 2.7.5 Posto © = © = [0, 1], sia 'osservabile costituito dalle v.a. Xi,..., X,
indipendenti e distribuite secondo la distribuzione di Bernoulli Ber(6) in corrispondenza
ad ogni stato #. Con riferimento al danno quadratico, vediamo se si possono trovare regole
equalizzanti tra le trasformate affini della media campionaria, ciog del tipo §'(x) = aX+b
(a,b>0,a+b<1). DaEg(X) =0, Varg(X) = w e (2.2) otteniamo

MSEs (0) = Varg(8') + Biasg(6')* = a*Varg (X)+(aEe(X) + b — 9)2
= 2 @ F[b+ (a— 1) = [(a— 12— %2}92 + [‘;—2 + 2b(a — 1)]9+b2.

Affinche la funzione di rischio sia una costante, a e b devono essere soluzioni del sistema:

(a—1)2— < =0
2 L oba—1)=0

Risolvendolo (tenendo conto dei vincoli imposti ad a e b) si ha

e quindi
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Conseguentemente, per (2.18), ¢’ coincide con la regola bayesiana corrispondente alla

distribuzione Beta(@ ﬁ) Possiamo allora concludere, per il Teorema 2.7.4, che §' &

202
una regola minimax e che la distribuzione Beta(@, 4) ¢ massimamente sfavorevole*”

Al fine di individuare ulteriori probabilita massimamente Sfavorevoli basta evidente-

.....

0’ bayesiana per la probabilita P determinata da w. Affinche cid avvenga, per il Teorema
2.6.4, deve essere

/ 6mx+1 )n(l X) (0) V(da)
p(Z|x) =

d'(x) =
/ 0"% (1 — 0)" =S 71(0) v(db)
0

0, equivalentemente,

S T
() [

k=0

)

tenuto conto della formula di Newton:
n(l1-X)

(1—g-%) — Z (—1) <n(1k i)) ok

k=0

Conseguentemente, affinche §’ sia una regola bayesiana per P, basta che tale distribuzione
abbia i primi n + 1 momenti coincidenti con quelli della distribuzione Beta(@7 4)
Dunque, nel caso particolare di una sola osservazione (n = 1), & massimamente sfavorevole,
come facilmente si verifica, ogni probabilita P = 7y 1g, + (1 — mg) 1p, con % <m < % e
27‘(‘0 1—7T0 1 27‘(’0 1—7‘(’0
Vw1, VIR

o _ 1
07 2 4mo ’ 2 4(1 = o)

notato che il momento secondo della distribuzione Beta(§, 5) e pari a %. A

Osservato che nell’esempio precedente le regole bayesiane sono anche am-
missibili (Esempio 2.6.6(i)), viene spontaneo chiedersi se, in generale, le re-
gole equalizzanti ammissibili siano anche regole minimax. Risposta positiva
al quesito viene fornita dal risultato seguente.

4TRicordato che WQWH) ¢ la varianza della distribuzione Beta(cq, 3), otteniamo

che la varianza della distribuzione considerata e m. Pertanto, quando il numero delle

osservazioni & elevato, 'adozione di questa distribuzione massimamente sfavorevole delinea
una forte credenza nella concentrazione degli stati attorno al valore % (valor medio della
distribuzione). Osserviamo infine che, nei casi particolari n = 1 e n = 4, tale distribuzione

diviene, rispettivamente, quella non informativa di Jeffreys e quella uniforme.
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Teorema 2.7.6 Ogni regola equalizzante ammissibile ¢ una regola minimaz.

DIMOSTRAZIONE Sia 0’ € AT una regola equalizzante. Allora, Rs(0) = «
per ogni stato #. Supposto (per assurdo) che non sia minimax, esiste ¢ tale
che supy Rs(0) < supy Ry (0) = o Conseguentemente, Rs(0) < Rs(0) per
ogni stato 6 e quindi ¢ > ¢’ (Contraddizione!). [ |

Nel prossimo esempio mostriamo, con riferimento al campionamento nor-
male con media incognita e danno quadratico, che la media campionaria ¢
uno stimatore minimax constatando che e uno stimatore sia equalizzante che
amiissibile.

Esempio 2.7.7 Posto © = © = R, sia l'osservabile costituito dalle v.a. Xi,...,X,
indipendenti e distribuite secondo la normale N(6,02) in corrispondenza ad ogni stato 6.
Posto, §' = X, da (2.2) otteniamo MSE; () = %2 per ogni stato 6 e quindi la media campio-
naria ¢ uno stimatore equalizzante. Per provare che ¢ anche ammissibile supponiamo (per
assurdo) che esista una regola di decisione 4 tale che MSEs < MSEs e MSE;(0) < MSE; (6)
per qualche stato 0. Poiche, per ’Esempio 2.1.3(ii), le due funzioni di rischio sono continue,
esistono €, > 0 tali che MSEg (6) — MSE5(6) > 7 per ogni 6 € [0 —€,0 + €].

Cio osservato, scegliamo come distribuzione iniziale P quella della normale N(0,m).
Allora

§+e

+oo
pp(8') — pp(6) = / (MSEg (6) — MSEs(0)) P(df) > /N (MSEs (0) — MSE;s(9)) P(df)
— 0 0—e¢
e quindi
O+e 02
5') = pp(0) > —L — | as.
pe(8) = pp(0) 2 o= | |- ]
Inoltre, considerato il relativo rischio di Bayes p(0,m), per (2.20), si ha
2 2 4
_ N_mo o __ 7
p(07m) pP((S) - U2+mn n n(mn+02)'

Riesce pertanto

0> p(0,m) — pp(0) = [p(0,m) — pp(6")] + [pp(d") — pp(9)]
ol 0 O+e 92
= ~n(mn + o?) + Vorm Ji_. exp[—%} d

da cui otteniamo (moltiplicando per y/m il primo e I'ultimo termine)

0> -

[ A O+ 2
mo + 1 exp [79—} de.
nimn+0o2)  2r Ja_. 2m
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Poiche la disuguaglianza sussiste per ogni m, passiamo al limite per m — +o00. Osservato
_o & ) .

che (exp[ Qm])le & una successione crescente convergente a 1 per ogni 6, dal teorema

della convergenza monotona A.3.7 otteniamo

§+6 92 §+6 92
lim exp [——} df = / lim exp [——} df =2e.
m——400 576 2m 0776 m——400 2m

Risulta dunque

4 O+e 2
2
0> lim [— vmo / exp —9—} de} o >0
m—+ool  n(mn + o2) \/ﬂ i Vor
pervenendo cosi ad una contraddizione. A

Il risultato seguente fornisce un criterio, per constatare se una regola di
decisione ¢ minimax, basato sul confronto della funzione di rischio non piu
con un rischio di Bayes (come avviene nel Teorema 2.7.4) ma con il limite di
una successione di rischi di Bayes.

Teorema 2.7.8 Sia (P,),>1 una successione di probabilita tale che esista
finito il limite hIJP p(P,,) dei relativi rischi di Bayes. Allora, ogni regola di
<

48

decisione ¢' tale che Ry hrf p(P,) & una regola minimax

DIMOSTRAZIONE Sia o = lim p(P,). Supposto (per assurdo) che ¢’ non sia

n—-+00
una regola minimax, otteniamo sup, Ry (0) > infssup, Rs(#). Scelto allora
un numero reale € > 0, esiste una regola di decisione §” tale che

Rsn < supy Rsn(0) < supy Rs () —e < a —e.

Inoltre, per definizione di «, esiste m tale che p(P,,) > av—e. Riesce pertanto

po (87) = /@ Ryr dP,, < /@ (0= o dPy, = a — ¢ < p(Pyy) = infs pp,. (6)

ottenendo cosl una contraddizione. [ ]

48 Alla luce di questo teorema, si poteva provare, con riferimento all’esempio precedente,
che la media campionaria ¢ uno stimatore minimax (senza ricorrere alla sua ammissibilita)
considerando, per ogni m, la probabilita P,, avente come denblta quella della normale

N(0,m) e osservando che hrﬂ p(P™) = 11r£

mo?
mn-+o? n
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Come applicazione di quest’ultimo criterio, proviamo che nel campiona-
mento normale bivariato con vettore delle medie incognito e varianza uni-
taria, lo stimatore che associa ad ogni campione il campione medesimo ¢ una
regola minimax, qualora si adotti la funzione di danno (2.21) con M matrice
identica.

Esempio 2.7.9 Posto © =D = R?, sia I'osservabile costituito dalle v.a. X, X5 indipen-
denti e distribuite, rispettivamente, secondo la normale N(6;,1) (i = 1,2) in corrispon-
denza ad ogni stato 8 = (61,65). Allora, indicata con f; la densita della normale N(6;,1)
(i = 1,2), per la densitd di campionamento si ha fg(x) = fi1(x1)f2(72) per ogni x € R2.
Adottato il danno (2.21) con M matrice identica, otteniamo L(0,d) = (01 —d;)?+(62—d2)?.
Proviamo ora che X ¢ uno stimatore minimax.

Al fine di costruire la successione di probabilitd (P,,;)m>1, indichiamo con (M) 1a
funzione di densita della normale N(0,m) e assumiamo che P, abbia densita: m,(0) =
7(m)(01)7(™) (6;) per ogni stato 6.

Dato il campione x, risulta 7, (0]x) = 7" (0;|x;)7(™) (f2|z2). Infatti, indicata con
p; la densita predittiva relativa alle densita 7(™ e f; (i = 1,2), dal teorema di Tonelli
otteniamo

p(x) = . fo(x)m(0) dbf1dO

= [T R 00 0] ) 03) 0, = paarpat)

— 00 — 00

e quindi

fo(x) fila) fola) . .
T (8]%) = ;(X) () = [pi(xi)wmwl)] [pi(aj) T (62)] = ) (612" (B 2).

Posto E,,.(Zi|z;) = fj;o 0,7 (0;]2;) dO; (i = 1,2), per il teorema di Tonelli, si ha
Epm (Z1|X) = / Gmm(0|x) d91d92
]R2

+oo +oo
== / [/ le(m)(91|xl) del:| 7T(m) <9J‘(L‘J)d9j (_] 75 i;i = 17 2)

“+o00o
B / B (Zilai)m"™ (0;|2;) d0; = Eu, (Zi| ;).

Pertanto, per il Teorema 2.6.9, la funzione di decisione:

900 = (G ) =

¢ una regola bayesiana formale, ricordato che, per I'Esempio B.2.18(ii) (riferito all’esperi-
mento consistente nella sola osservazione di X;), la densita finale relativa a x; & quella

. o . m
della normale di media %5 ; e varianza %5 (i = 1,2).
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¢ (1)

¢,,(12)), andiamo a determinarne

Cid osservato, data una funzione di decisione ¢(x) = (
la funzione di rischio. Per il teorema di Tonelli si ha

Ro(6) = [ 1(6.0(x)) fo(x) dodin

= / (6 — ¢/($1))2fe(x) dxidxs +/ (62 — ¢“(ﬂ?2))2f9(x) dxidxy
R2

R2
= /_‘:0 [/_;OO (91 - ¢/(x1))2f1(m1)dm1} fa(xo)day
+ /_—:o [/_J:O (92 - ¢//(x2))2f2(a:2) dl“z] f1(wy)dzy
e quindi
Ry(0) = MSEg (61) + MSEg (02). (2.26)

Allora, ¢™) & uno stimatore in quanto, per I'Esempio 2.6.6(ii), le sue componenti sono
stimatori bayesiani. Dunque, ¢™ & uno stimatore bayesiano e quindi, per (2.20),

p(Pr) = pp, (™) = Ep, (Z1 = ¢ (21))* + (Z2 — ¢\ (22))?)

= EBp,, (21 = 0™ (@1))?) +Ep,, ((Z2 — 6™ (22))?) = mZ—Tl

Inoltre, da (2.26) e (2.2) otteniamo

Rx(0) = (Varg, (X1) + Biasg, (X1)?) + (Varg, (X2) + Biasg,(X2)?) =1+1=2

equindi Rx =2= lim 27 = lim p(™). Ne segue che X ¢ minimax*’. A
m——+oo m+ m——+o0

2.8 Regole di decisione randomizzate

La convessita dell’insieme di rischio fornisce, tramite i teoremi 2.5.4, 2.7.3 e
il teorema della classe completa 2.5.5, una giustificazione dell’uso del criterio
del valore medio nel caso di un numero finito di stati. Descriviamo ora

49Chiaramente, le argomentazioni svolte possono essere estese pari pari a dimensioni
maggiori di due. Conseguentemente, X & uno stimatore minimax nel campionamento
normale multivariato con media incognita e varianza unitaria.

Osserviamo che fino al 1955 era opinione comune, nell’ambito statistico, che X fosse uno
stimatore ammissibile (e quindi minimax in forza del Teorema 2.7.6). Purtroppo, questa
credenza era priva di fondamento in quanto Charles Stein scopri nel 1956 il seguente celebre
risultato (noto come paradosso di Stein): pur avendo tutte le componenti ammissibili,
X ¢ ammissibile solamente per n < 2. Per dimensioni superiori, uno stimatore che domina

strettamente X e, ad esempio, lo stimatore di James-Stein: (1 — LQXQ)X
=1 k3
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un procedimento che consente, qualora R non sia convesso®, di ottenere -
mediante 'inserimento di “nuove” decisioni accanto a quelle “vecchie” - un
problema decisionale (estensione di quello di partenza) avente l'insieme di
rischio convesso®. L’idea guida della metodologia in parola ¢ di consentire la
scelta della decisione da adottare non solamente a DM (come sinora fatto),
ma anche al “caso” tramite meccanismi di estrazione “a sorte”52.

Fissata dunque una o-algebra di riferimento D su ©° e denotata con Q
(dotata o no di apici o pedici) una qualsiasi probabilita su D, introduciamo
la nozione chiave di decisione randomizzata.

Definizione 2.8.1 Una decisione randomizzata ¢ una qualsiasi proba-
bilita su D. Inoltre, data una decisione d, la decisione pura relativa a d
¢ la probabilitd 1; su D che concentra 'intera massa su d**.

Supponiamo ora che DM scelga, a differenza di quanto sinora ammesso,
invece di una decisione pura una decisione randomizzata Q. Allora DM, per
individuare le conseguenze a cui andrebbe incontro qualora 6 fosse lo stato

50Come, ad esempio, quando sia le decisioni che i campioni sono in numero finito.

511’idea di aggiungere nuovi elementi, ad un dato contesto, per soddisfare una proprieta
che non e ivi verificata, sta alla base del cosiddetto metodo degli elementi ideali comune-
mente usato nella matematica. Si pensi, ad esempio, all’introduzione dei “nuovi” numeri
irrazionali accanto ai “vecchi” numeri razionali, per fornire di estremi ogni insieme limi-
tato di razionali; dei “nuovi” numeri complessi accanto ai “vecchi” numeri reali, per dare
soluzione all’equazione z2 = —1; dei “nuovi” punti impropri accanto ai “vecchi” punti, per
consentire che ogni coppia di rette abbia almeno un punto in comune.

521’idea della casualizzazione delle decisioni puo farsi risalire a James Waldegrave che
I'utilizzo nel 1713 nell’analisi di un particolare gioco di carte, chiamato le Her, molto
noto nel *700. L’uso delle decisioni aleatorie (nella trattazione delle scelte in condizioni
d’incertezza) venne perd, dopo Waldegrave, abbandonato e rimase “sepolto” per due secoli
fino alla sua “riesumazione”, avvenuta nel 1921, ad opera di Emile Borel.

E interessante notare che il ricorso alla scelta casuale delle decisioni non ha carattere
squisitamente teorico, in quanto non ¢ affatto inusuale nella concreta pratica decisionale. Si
pensi, ad esempio, ad un collezionista al quale vengano offerti due francobolli alquanto rari.
A causa del loro prezzo, la sua disponibilita finanziaria gli consente di comperare sia 1’'uno
che I’altro, ma non entrambi. Il collezionista deve quindi fare una scelta che si presenta
ardua, poiche ognuno dei due francobolli & importante per completare la sua collezione.
Per non avere, in seguito, rimpianti sulla scelta effettuata, egli potrebbe ragionevolmente
lanciare una moneta e far quindi scegliere al “caso” quale francobollo acquistare.

53Che, nel caso di D finito, concide con 'insieme delle parti di D.

54Per quanto detto, le decisioni randomizzate vanno intese, da un punto di vista inter-
pretativo, come meccanismi di sorteggio che forniscono “a sorte” la decisione da adottare.
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“vero”, considerera l'ente aleatorio v(0,-) : ® +— €. Supposto che sia (D,C)-
misurabile), rimarra individuata una particolare lotteria; precisamente, la
legge dell’ente aleatorio: K(SQ)(C) = Q(v(0,-) € C) per ogni C' € C. Supposto
infine che DM ritenga equivalenti due decisioni randomizzate di medesima
legge, egli sara indotto ad esprimere la relazione di preferenza >j su tali
decisioni tramite la relazione di preferenza >* definita sulle lotterie. Si avra
quindi (con passaggi analoghi a quelli sviluppati a p. 44)

Q1 = Qy — /@ L(0, ) dQu < /@ L(6.) dQs.

Ora, essendo in realta ignoto a DM lo stato “vero”, egli sara portato ad asso-
ciare ad ogni decisione randomizzata Q) il danno medio aleatorio f@ L(Z,-)dQ.

Queste considerazioni suggeriscono di assumere la 7 ® D-Borel misura-
bilita della funzione di danno L e di formulare la seguente nozione di funzione
di danno nell’ambito delle decisioni randomizzate.

Definizione 2.8.2 La funzione di danno relativa a () ¢ la funzione di
dominio lo spazio parametrico:

Lof0) = [ 10,40

che associa, ad ogni stato #, il danno medio a cui va incontro DM adottando
la decisione randomizzata (), qualora 6 sia lo stato “vero”.

Identificando, come ¢ naturale in questo contesto, ogni decisione d con
la decisione pura 14, 'insieme Q delle decisioni randomizzate diviene un
ampliamento dell’insieme ®; inoltre, risultando L;, = L; per ogni d € D,
le funzioni di danno delle decisioni pure coincidono con quelle delle rela-
tive decisioni. Conseguentemente, il problema decisionale — avente Q come
insieme delle decisioni, © come spazio parametrico e funzione di danno
L™ : (0,Q) — Lq(#)— risulta un’estensione del problema decisionale origi-
nario.

Passando infine all’aspetto statistico-decisionale, le regole di decisione
divengono, in questo nuovo contesto, quelle particolari applicazioni 67 :
X — Q - dette regole (di decisione) randomizzate - per le quali esiste ed
e a valori finiti la funzione R di dominio © cosi definita:

Ry (8) = Eg(L)(8,6)))= / ( /@ L(0,) d6") (x)) Py(da),  (2.27)

k4
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detta, per analogia al caso non randomizzato, funzione di rischio di §().
Identificando infine ogni regola di decisione §; € A con la regola randomiz-
zata (01)") : x — 15,(s), Vinsieme A(") delle regole randomizzate diviene un

ampliamento dell’insieme A; inoltre, si ha Rs, = REQ><

Il processo di casualizzazione delle decisioni conduce quindi ad una esten-
sione del problema statistico-decisionale originario. Proviamo ora che tale
processo assicura, nel caso di spazi parametrici finiti, la convessita dell’insieme

di rischio delle regole randomizzate.

. ber ogni d; € A.

Teorema 2.8.3 Sia © = {01,...,0,,}. Allora, linsieme di rischio:
R™) = {yC®) = (Rso) (61), ..., Ry (0)) : 67 € A}

relativo alle regole randomizzate € un insieme convesso.

DivosTRAZIONE  Dati 617,65 € A® e 9 € [0, 1], sia v = 967 + (1 — )6,
Allora, ¥(z) & una decisione randomizzata per ogni campione z; inoltre, dato
uno stato 6, dal Teorema A.3.4(ii) otteniamo

. T) = . (T)(L’ — . (T)[E
/@Lw,mwu ﬁAL<9,>d61<>+<1 0>/DL<e,>da2<>

e quindi, per (2.27), Ry(0) = VR, (0) + (1 — J)Ry»(0) ¢ finito. Allora,
1 2
Y € A" e quindi 19y(5§r)) +(1-— ﬁ)y(‘sém) =y® e RM, [ |

Come esemplificazione della casualizzazione delle decisioni, consideriamo
il problema della verifica d’ipotesi semplici. In questo contesto, una regola
randomizzata 6" associa ad ogni campione una distribuzione di probabilita
su® = {dy,d;} e quindi puo essere identificata con la funzione di X in [0, 1]
tale che z + 6("(d;)%. Conseguentemente, chiamiamo test randomizzato
ogni applicazione di X in [0, 1] che sia X-Borel misurabile. Indicati allora con
7 (dotato o no di apici o pedici) i test randomizzati, possiamo introdurre la
funzione di potenza (3, di 7 ponendo: f3,(f) = Ey(7) per ogni stato 6°°.

%5Ciog, con la funzione che ad ogni campione assegna (da un punto di vista interpre-
tativo) la probabilita che esca la decisione “rifiutare 'ipotesi nulla” in un meccanismo di
sorteggio retto da §(") ().

56Ottenendo cosi una nozione compatibile con quella data nel caso non randomizzato.
Infatti, notato che il test non randomizzato § ¢ rappresentato, nell’ambiente randomizzato,
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Per quanto riguarda la funzione di rischio, da (2.27) risulta

R.(0) _/35(/@ L(6. ) dr(z) ) Po(da)
= /3€(L(9, do)(1 — 7(z)) 4+ L(6, d1)7(x)) Po(dz)

= Lo(6) /3€ (1 — 7(x)) Po(dz) + Ly (6) /36 7(z) Py(dw)

= Lo(0)(1 — Eo(7)) + L1(0)Eq(7) = Lo(0) (1 — 5-(0)) + L1(0)5-(0)
= Lo(0) + B-(0)[L1(0) — Lo(0)]

da cui, posto K; = k1(6y) e Ko = ko(61), otteniamo 1'uguaglianza:

RT(Q) _ KlﬂT(eo) se f = 90 ’
Kg(l — 57—<01)) se 0 = 91
che e del tutto analoga a quella relativa al caso non randomizzato. Si ha
quindi, 7 > 7’ se e solo se G,(6y) < 5.(0y) e 5-(61) > B(01).
Supposto ora che le densita di campionamento siano a valori finiti, provia-
mo che la famiglia dei test 7(5?) cosi definiti:

1 se f91<I> >tf9o( )
() =29 se fo(z) = tfo,(x) (0<t<+00;0<0<1)
(

0 se fo,(x) < tfp,(x)

=gy e =

e una classe essenzialmente completa costituita da test randomizzati am-
missibili, senza ricorrere (come fatto nel lemma di Neyman-Pearson 2.3.3)
all'ipotesi: Py, (fs, =t fa,) = 0 per ogni numero reale ¢ > 0°7,

dal test:

1 sexexl?
7 () = %5)
0 sex ¢ X

si ha B, (0) = Eg(7(®) = Py(r(® = 1) = Py(x(”) = B5(6) per ogni stato 0.

57T test 7(0:0) 7(+2.0) gono le versioni randomizzate, rispettivamente, dei test 6(9) e
§(+>°) considerati nel lemma di Neyman-Pearson; inoltre, per ogni campione z, i test
7Y (0 < t < 4-00) rifiutano l'ipotesi nulla, se fy, (x) > tfg, (), accettano I'ipotesi nulla,
se fo, (z) < tfo,(x), e accettano l'ipotesi nulla con probabilitd 1 — 9, se fy, (x) = tfp, ().
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Teorema 2.8.4 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Brwo(0o) > B-(60) = B (61) > B:(01) per ogni test randomizzato T
etel0,+o0], ¥ €[0,1];

(ii) Per ognia € [0, 1] esistono t* € [0, +o0] e V* € [0, 1] tali che B w0 (0p)
= Oé;

(i4i) La famiglia dei test 7Y) ¢ una classe essenzialmente completa costi-
tuita da test randomizzati ammissibili.

DIMOSTRAZIONE Poniamo, per semplicita, f; = fy,, Pi = Py, (i = 0,1) e
indichiamo con 3,y la funzione potenza del test r(89),

(i) Basta ripercorrere la dimostrazione della proposizione (i) del lemma
di Neyman-Pearson considerando, nel caso t # +00, la funzione g = (T(m) —
7)(fr — tfo)-

(ii) Se a = 0, allora fi50(60) = 0 e quindi (t*,9*) = (+00,0). Sia
dunque 0 < o < 1. Posto t # +00 e considerata la v.a. Y su X cosi definita:

vig) = { B8 s fol) >0
0 sefolz) =0

otteniamo
Bt,0(00) = / 7D Py = Po(fi > tfo) + IPo(fi = tfo)
X

- P0<{% SEAfy > 0}>+19P0<{% A fy > 0})

=Po({Y >t A fo > 0})+9Po({Y =t A fo > 0})
=Po(Y >t) +9P(Y =t) =1 —Po(Y <t)+9Po(Y =1t)

e quindi, considerando la funzione di ripartizione Fy(t) = Po(Y < t),
ﬁt,ﬁ(GO) =1- Fo(t) + 79P0(Y - t)
Dobbiamo dunque trovare due numeri reali t > 0, ¢ € [0, 1] tali che Fy(t) —

UPo(Y =t) = 1—a € |0, 1. Ora, se esiste t* tale che Fy(t*) = 1—a, poniamo
t =t* e = 0. Altrimenti, per le proprieta della funzione di ripartizione
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(Teorema B.1.1(iii), (iv), (v)), esiste t* tale che Po(Y < t*) < 1—a < Fy(t*).
Allora, poniamo t = t* e

Fo(t") — (1 - )

V= Po(Y =¢+)

notato che Po(Y = t*) = Fy(t*) — Po(Y < t*) > 0.
(iii) La dimostrazione € analoga a quella della proposizione (iii) del lemma
di Neyman-Pearson. |

Esempio 2.8.5 Con riferimento all’Osservazione 2.3.4, posto P, = Py, (i = 0,1), si ha

{P1>tPo} | {P1=tPo} | {P1 <tPo}
0<t<i: X 0 0
Ct=b e {1} 0
5 <t< g {z2} 1] {21}
t= 5 0 {IEQ} {xl}
T <t<+o0 0 0 k4
e quindi i test:
Ix se 0 <t < %
Iigoy + 901,y set= %
&9 = Ipny se % <t< %
19]{302} set = %
Iy se t > %

formano una classe essenzialmente completa nell’ambito dei test randomizzati. Il test con

regione di rifiuto {1}, che nel caso non randomizzato non era dominato da alcun test di
. . . 71

Neyman-Pearson, ¢ ora dominato, ad esempio, dal test 7(6:7). A



Appendice A

Richiami
di teoria dell’integrazione

A.1 Misure e loro proprieta

Prendendo spunto dai concetti di lunghezza, area e volume della geometria
elementare, la nozione astratta di misura ¢ stata introdotta per assegnare
una “estensione” agli insiemi. Poiche, fissato un insieme “ambiente”  # (),
non e possibile, in generale, “misurare” tutti i suoi sottoinsiemi, si sono
considerate come possibili collezioni di insiemi “misurabili” quelle famiglie
A C 29 dette o-algebre (su €2), che contengono l'insieme ambiente e sono
chiuse per complementazione e unioni discrete. Convenuto allora di denotare
con la lettera A una generica o-algebra su ) e con A (dotata o no di apici
o pedici) un suo elemento generico, otteniamo (ricorrendo alle formule di De
Morgan) che sussistono le seguenti proprieta:

-0, Q€ A;

- A\ Ay € A;

- Uier Ais Nier Ai € A, se I ¢ un insieme discreto.
Chiaramente, {0, Q} e I'insieme delle parti 2 sono, rispettivamente, la piti
“piccola” e la piu “grande” g-algebra; inoltre, € pure una o-algebra l'interse-

zione di una collezione arbitraria di o-algebre (su 2). Conseguentemente,
data una famiglia qualsiasi F C 29, I'intersezione o(F) di tutte le o-algebre

113
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(su Q) includenti F ¢ una o-algebra, detta o-algebra generata da F'.
Nell’esempio seguente vengono introdotte alcune o-algebre generate di
notevole interesse sia teorico che applicativo.

Esempio A.1.1 (i) 0-ALGEBRA GENERATA DA UNA PARTIZIONE DISCRETA Data una
partizione discreta F = (F;);er di €, riesce o(F) = {U;c; Fj : J C I'}. Notato che,
prendendo come sottoinsiemi J i singoletti di I, si ha 7 C G = {;c; Fj : J C I} e che
ogni o-algebra includente la partizione deve includere anche la famiglia G, basta verificare
che G & una o-algebra. Ora, Q@ = J,c; F; € G; inoltre, (U;e; F5)° = Usen s Fi € G e

Uns1(Ujes, F5) =Ujey, o, 0, Fi € 9-

(ii) o-ALGEBRA INDOTTA DA UN SOTTOINSIEME Dato un insieme non vuoto S C €,
la famiglia ANS = {ANS : A € A} & una o-algebra su S, detta traccia di A su S. Infatti,
S=0Nn8S e ANS;inoltre, S\ (ANS)=(ANS)*NS=(A4A°US)NS=A4A°NSeANS
elU,>1(4nnS) = (U,>; An)NS e ANS.

(ili) o-ALGEBRA INDOTTA DA UNA APPLICAZIONE Considerata un’applicazione
di un insieme Qg # 0 in €, la famiglia 771(A) = {771(A) : A € A} delle controim-
magini degli elementi di A & una o-algebra su g, detta o-algebra indotta da 7
su Q. Infatti, Qo = 771(Q) € 771(A); inoltre, 771(A)¢ = 771(4°) € 771(A) e
Upsr ™ H(An) = 71Uy An) € 771(A).

(iv) o-ALGEBRA DI BOREL (di R e di R*) Con riferimento alla retta reale, la o-
algebra di Borel (di R) ¢ la o-algebra B su R generata dalla famiglia degli intervalli
limitati inferiormente aperti e superiormente chiusi?. Osservato che

bl = Uleb= 1l fabl=Ja- 2L fabl = o= b+ 0L

]a,b]:ﬂ]a,bJr%[, }a7b[:U[a+%7b[3 ]avb[:U[a+%a 7%]3
n>1 n>1 n>1
]7007‘1] - U ]afnaa]a ]avb} :]foo,b]\]foo,a], }a’+oo[ :}70070’]2
n>1
]—oo,a[:U[a—n,a[, [a,b] =] —00,b] \ ] — 0,a], [a,4+o0] =] —0,al"

per ogni a,b € R, la g-algebra B puo anche essere descritta come la o-algebra generata
da una qualsiasi famiglia d’intervalli (limitati o no) del medesimo tipo. Infine, B ¢ anche
generata dalla famiglia U degli insiemi aperti di R (e quindi anche dalla famiglia {I/W¢: W €
U} degli insiemi chiusi). Infatti, dato W € U, possiamo associare ad ogni suo elemento w

LChe verifica, per definizione, le proprieta: o(F) C o(F'),se F C F', e o(F) = F, se
F ¢ una o-algebra.

2La sua introduzione, fatta nel 1898 da Emile Borel, inaugurd una nuova era dell’analisi
matematica fornendo il punto di partenza sia di una classificazione topologica degli insiemi
di punti che della formulazione astratta della nozione d’integrale.
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un intervallo aperto |q.,, ¢/ [ di estremi razionali tale che w €]q.,, ¢ir[ C W; dunque, W &
unione discreta di intervalli aperti e quindi appartiene a B. Pertanto, la o-algebra o(U)
generata dagli insiemi aperti ¢ inclusa in B. Ne segue, essendo ogni intervallo aperto un
insieme aperto, o(U) = B.

Passando alla retta reale ampliata, la o-algebra di Borel (di R*) ¢ la o-algebra
B* su R* generata dalla famiglia degli intervalli di R* inferiormente aperti e superior-
mente chiusi. Osservato che [—oo,a[= {—00} U] — 00,a[=] — oo, +o0]¢U] — 00, a[ per
ogni a € R e tenute presenti le uguaglianze precedenti, possiamo descrivere B* anche
come la o-algebra generata dalla famiglia degli intorni di base della retta reale ampliata:
la,b[, [-00,a[, Ja,+oc] (a,b € R). Pertanto, con argomentazioni analoghe a quelle relative
al caso della retta reale, B* & pure generata dalla famiglia degli insiemi aperti della retta
reale ampliata. Notato infine che

[—00,a] =] —00,a]U ] — 00,40 Ja,b] = [—00,b] \ [-00,4a], ]a,+o0] =[—-00,a]
] = 00, +00] = {00} = [ () [-o0, —n]]°

per ogni a, b € R, possiamo affermare che B* ¢ anche generata dalla famiglia { [-c0,a] : a €
R} delle semirette inferiori della retta reale ampliata di origine un numero reale. Osservato
infine che R = J,,»;] — n,n] € B* e che la traccia B* N R di B* su R include la famiglia
degli intervalli di R inferiormente aperti e superiormente chiusi, otteniamo B C B*.
Proviamo infine la chiusura di B per trasformazioni affini della retta reale. Posto
f(z) = ax + B (o, B € R), consideriamo la famiglia F = {B € B : f(B) € B}. Osservato
che R € F e tenuto conto delle uguaglianze f(B¢) = f(B)° e f(U,>; Bn)= U,>1 f(Bn),
e facile verificare che F e una o-algebra. Inoltre, F contiene gli intervalli chiusi in quanto
f([a, b)) = [f(a), f()], se & > 0, e f([a,b]) = [f(D), f(a)], se @ < 0. Conseguentemente,
F = B e quindi ogni boreliano® viene mutato dalla trasformazione f in un boreliano. A

Identificate le famiglie degli insiemi “misurabili” con le o-algebre, passia-
mo alla nozione astratta di misura. Con riferimento alla o-algebra A, una
applicazione m di A in [0, +00] ¢ una misura (su .A) se si annulla sull’insieme
vuoto ed ¢ numerabilmente additiva (cioe: m({J,~; An) = >, m(4,)
per ogni successione disgiunta (A, )p>1). - -

Nel prossimo esempio illustriamo delle misure di particolare interesse (sia
teorico che applicativo): la misura di Lebesgue unidimensionale e le misure
di conteggio.

Esempio A.1.2 (i) MISURA DI LEBESGUE (UNIDIMENSIONALE) Considerata la famiglia:
S={]a,flNR: —0 < a < f < o0}

costituita dall’insieme vuoto, dalla retta reale, dagli intervalli di R inferiormente aperti e
superiormente chiusi (limitati o no) e da quelli aperti e superiormente illimitati, chiamiamo

3Chiamiamo, come d’uso, boreliano di R (di R*) ogni elemento di B (di B*).
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insieme elementare (di R) ogni unione finita di elementi di § a due a due disgiunti; inol-
tre, per lunghezza dell’insieme elementare E - unione degli insiemi |y, £1], - .., ], Bn] €
S a due a due disgiunti - intendiamo ’elemento della retta reale ampliata:

n

lg(E) =) (6 — ).

i=1

Quindi, solamente l'insieme vuoto ha lunghezza nulla e gli insiemi elementari illimitati
sono gli unici di lunghezza infinita.

Indicata con £ la famiglia degli insiemi elementari, possiamo ora introdurre, per ogni
insieme S di numeri reali, la sua misura esterna di Lebesgue:

N (8) = inf{z lg(I,) : (In)n>1 successione disgiunta in Se S C U I}

n>1 n>1

e la sua misura interna di Lebesgue:
A (S) =sup{lg(E) = A" (E\ S) : \*(E\ S) < o0 A E € E}.
Considerata allora la famiglia:
M={5CR:A(S) =X(9)}

dei sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue, la funzione d’insieme A di M in
[0, +00] cosi definita:

per ogni S € M, puo essere vista come una naturale estensione ad insiemi piu complessi
della nozione elementare di lunghezza, essendo &€ C M e A(E) = lg(E) per ogni insieme
elementare E.

Per quanto riguarda le proprieta della famiglia M e della funzione d’insieme A, & noto
che M ¢ una o-algebra tale che B ¢ M C 2F e che A ¢ una misura, detta misura di
Lebesgue (unidimensionale).* Un’altra interessante proprieta di A ¢ che, data una

4Per la dimostrazione (alquanto complessa) rimandiamo a Rao, M.M., Measure Theory
and Integration, Wiley (1987), sezioni 1.2 e 2.2. Osserviamo solamente che la misura
interna di Lebesgue non puo essere sostituita dalla seguente misura interna pit semplice:

A (8) = sup{ Z lg(I,) : (In)n>1 successione disgiunta in & e U I, C S}

n>1 n>1

derivata, per analogia, da quella esterna. Infatti, considerato come S I'insieme numerabile
dei numeri razionali dell'intervallo [0, 1] e posto S’ = [0,1]\ S, si avrebbe X, ([0,1]) =1 =
A ([0,1]), Au(S) = 0 = A*(S) e M\(S') = 0 < 1 = A\*(S"); conseguentemente, con questa
differente definizione di misura interna, non sarebbe soddisfatta la richiesta, peraltro molto
naturale, che la differenza di insiemi misurabili sia misurabile.
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trasformazione affine f(x) = ax 4+ 8 (a # 0) della retta reale, risulta A(f(B)) = |a|A(B)
per ogni B € B. Infatti, per ogni insieme elementare E = (J;_, |a;, b;], V'insieme

UL (@), f(:)] sea>0
= {U?_l}f(bi)ﬂ fla;))] sea<0

¢ elementare e riesce
Ig(f(E) =Y _lal (b —a;) = |a] Y (b — a;) = |af 1g(E).
i=1 i=1

Conseguentemente, per ogni boreliano B, si ha

|| A(B) = [a] A*(B)

= |a inf{Zlg(In) : (In)n>1 successione disgiunta in S e B C I}
n>1 n>1
= inf{z la|1g(Iy,) : (In)n>1 successione disgiunta in S e B C U I}
n>1 n>1
= inf{Zlg(f([n)) : (I)n>1 successione disgiunta in S e f(B) C U () }
n>1 n>1
= inf{z lg(Jpn) : (Jn)n>1 successione disgiunta in S e f(B) C U I}
n>1 n>1

= A (f(B)) = A(f(B)).

(i) MISURE DI CONTEGGIO Indicato con #J il numero di elementi di un qualsiasi
insieme finito J, consideriamo un sottoinsieme S di §2. Allora, la funzione d’insieme
Yg 2% = [0, 4+00] cosi definita:

)

#ANS se AN S finito
S(A) {

400 altrimenti

che conta il numero di elementi comuni ad A e S, & una misura, detta misura di con-
teggio indotta da S (su Q). Poiche (@) = 0, per provarlo basta constatare che
v ¢ numerabilmente additiva. Sia dunque (A, ),>1 una successione disgiunta in 29 ¢
A=,>; An. Supponiamo intanto AN S finito. Esiste allora m tale che A, = 0 per ogni
n > m. Ne segue ANS =J;~,(4;NS) ev4(An) =0 per ogni n > m. Riesce pertanto

Vo(A) =#ANS =D #ANS = 7. (A) = 7:(An).

i=1 i=1 n>1

Assumiamo infine AN S infinito, cioe v, (A) = 4+o00. Ora, se A, NS ¢& infinito per qualche
m, si ha Y o v5(An) > 75(Am) = +00. Se invece risulta A, NS finito per ogni n > 1,
esiste una sottosuccessione (A;, ),>1 tale che A; NS # () per ogni n. Riesce quindi

D o vs(An) 2 e (Ai) 21+ 14 =+oo.

n>1 n>1
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In ogni caso si ha dunque ) <, 75 (An) = +00 = 74(4).
Nel caso particolare che sia S = {w}, la misura di conteggio V(. Viene detta misura
di Dirac di indice w e denotata con il simbolo J,,. Si ha quindi

6‘0(14):{1 sewe A

0 sew¢gAd

per ogni sottoinsieme A di Q. A

Nel teorema seguente riportiamo alcune importanti proprieta delle misu-
re. In particolare, (i), (iv) e (v) assicurano che una misura ¢ una funzione
d’insieme additiva, monotona e subadditiva (in senso sia finito che numera-
bile) mentre (vi), (vii) che & continua sulle successioni monotone d’insiemi. La
(viii) invece consente di calcolare la misura di un’unione finita di elementi di
A tramite i valori che la misura assume su tutte le loro possibili intersezioni.
Le (ix), (x) infine che unioni discrete di insiemi di misura nulla sono ancora di
misura nulla e che intersezioni discrete di insiemi di misura massima (purche
finita) sono ancora di misura massima.

Teorema A.1.3 Sia m una misura su A. Sussistono allora le sequenti pro-
POSIZLONI!

(i) ADDITIVITA: m({J | A;) = >0 m(A;), se (A;)i<, & disgiunta;
(ii) m(A; U Az) + m(A; N Ay) = m(A;) + m(Ay);
(iii) m(Ay \ A1) = m(Ay) — m(A4;), se A; C Ay e m(A;) < 400,
(iv) MONOTONIA: m(A;) < m(Ap), se Ay C As;

(v) SUBADDITIVITA: m(|J;c; 4i) < D> ,c;m(A;), se I é discreto;

(vi) CONTINUITA DAL BASSO: m(A,) T m(U,5; An), se (An)n>1 ¢ una
successione non decrescente;

(vii) CONTINUITA DALL'ALTO: m(Ay) | m((),5; An), s€ (An)n>1 € una suc-

cessione non crescente tale che m(A,,) < +oo per qualche m?;

5L’ipotesi di finitezza della misura di qualche termine della successione non puo essere,
in generale, omessa. Infatti, posto A,, = [n, +oo[ per ogni n, la successione (A,,),>1 & non
crescente; inoltre (), <, An = 0 e A(A,) = +00 per ogni n. Si ha pertanto A(A,) | +o00 #
0= /\(ﬂn21 An)-
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(viii) FORMULA D’INCLUSIONE-ESCLUSIONE: Siam(A4;) < 400 (i =1,...,n).
Allora,
m(U Ai)z Z 1)#/-1 ﬂ A
i=1 0cJC{l,...n } jeJ

(iz) Sia m(A;) =0 per ognii € I con I discreto. Allora, m(J;c; A;)= 0;

(x) Sia m(2) < 400 e m(A;) = m(Q) per ognii € I con I discreto. Allora,
m(ﬂiel Ai): m(Q2)°.

DIMOSTRAZIONE (i) Supposto Ai,..., A, a due a due disgiunti, sia A4,, = () per ogni
m > n. Allora, da m(0)) = 0 e dalla numerabile additivita otteniamo

m(o A;)=m( U Ap)= Zm(An) = im(A

n>1 n>1 =1

(ii) Poiche A; UAs = A1 U (A \ A1) e Ay = (A2\ A1) U (A1 N Ap), tramite (i), risulta
m(A]_ U AQ) = m(Al) + Hl(A2 \A]_) [§ m(Ag) = m(A2 \Al) + m(A1 N Ag) Ne segue
IH(Al U AQ) + Hl(Al N Ag) = [m(Al) + m(A2 \ Al)] + m(A1 n Az)
= m(Al) + [m(Ag \ A1) + m(A1 N Ag)] = m(Al) + m(Ag)
(iii) + (iv) Sia A; C A,. Allora, Ay = A; U (A2 \ A1) e quindi, per (i), m(A4y) =
m(A;) + m(Az \ Ay).

(v) Sia intanto I numerabile. Allora, posto I = {i1,i2,...} e tenuto conto dell’'ugua-
glianza

U Az,, A’Ll U U i1 \ -U Ain)]v (Al)

n>1 n>1

tramite la numerabile additivita e (iv) si ha

U A = m Zl + Z zn+1 \ -U Aln))
el n>1
Z1 =+ Z 7/n+1 - Z m(Ain) = Z m(AZ)
n>1 n>1 i€l

Sia ora [ finito. Allora, posto I = {iy,... i} e

A=

n

{Ain sen <k

@ sen>m’

6L’ipotesi di finitezza della misura non pud essere, in generale, omessa. Infatti, posto
Ay =]—00,0] e Ay =]0, +00], otteniamo A(A;) = A(A3) = +o0 = A(R) e A(A1 N Ay) = 0.
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da quanto appena provato e da m(@)) = 0 si ha

(U A)=m(U 4)< Yma) = S mia) = Ym(Ay)

i€l n>1 n>1 i=1 i€l

=

(vi) Sia (A,)n>1 non decrescente. Allora, per (iv), (m(4,)),>1 € una successione
numerica non decrescente. Per provare che m(4,) — m(J,,~; 4,), assumiamo intanto
m(Ag) = 400 per qualche k. Si ha quindi m(A4,) = +oo per ogni n > k e, per (iv),
m(,>; An) = +oo; dunque m(A,) — m(lJ,,~; A»). Supponiamo ora che m(A4,) sia
sempre finito. Da (A.1) otteniamo |J,~; An = 41 UU,;>; (Ant1 \ 4,) e quindi, tramite
(i) e la numerabile additivita, - -

n

m((J A4n) =m(A) + Y m(Ans \ ) = Tim[m(A) + D m(Aisn \ 4
n>1 n>1 i=1

= lim m<A1U U Aiv1 \ Ar) ): lim m(A,+1) = lim m(A,).

n——+oo n——+oo n—-+o0o

(vii) Siano (Ap)n>1 non crescente e m tale che m(A,,) < 4oco. Allora, per (iv),
m(),>; An) < +00, m(A,) < 400 per ogni n > m e la successione numerica (m(A4,))n>1
& non crescente. Inoltre, osservato che la successione (A, \ An)n>1 € non decrescente, da
(iii), (vi) otteniamo

() A = m(An\ () A= m(An 0 4= m( (4 40)

n>1 n>1 n>1 n>1
= lim m(A4,\ A4, = lim [m(A,)—m(4,)]
n—-—+o00 n—-—+o00
=m(4,,)— lim m(4,)
n——+00

e quindi, essendo m(A,,) finito, m(A4,) — m(),~; 4n)-

(viii) Procediamo per induzione su n. Poiché la base dell'induzione “n = 1”7 & ovvia,
assumiamo che (viii) sussista per n = k (ipotesi induttiva) e proviamola per n = k + 1.
Sia dunque m(4;) < +oo (i =1,...,k+1). Da (iv), (v) otteniamo m(Ule(Ai NAgs1))<
m(Uf:1 A;) < Zle m(A;) < 400 e quindi, per (ii),

k+1 k k

U Aj)=m(Ag i1 U U Ai)=m(Ap1) +m((J A)-m(|J (4 N Akya)).

i=1 i=1 i=1
Per I'ipotesi induttiva riesce allora

k+1

m(UAi):m(Ak+1)+ > D# = m((1) 4))

(Z)CJQ{I,.‘.J@} jeJ

- > (=0F T m(( (45 N Ags)

0DCJC{L,....,k} JjeJ
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=m(Ap1) + Y D#*=tm((1) 4))

0CIJC{L,....k } jeJ
+ Z (_1)#[Ju{k+1}]—1 m(ﬂ(Aj A Ak+1))~
0CJC{1,....k} jeJ
Osservato infine che, con riferimento all’insieme I = {1,...,k + 1}, il primo addendo
della somma riguarda il sottoinsieme di I formato solo dall’elemento k + 1, il secondo
i sottoinsiemi di I formati solo con elementi di {1,...,k} e Pultimo i sottoinsiemi di I

contenenti k + 1 e aventi almeno due elementi, otteniamo

k+1
m(| ) Ai)= > 1#/ " m(() 4;).
i=1 (Ach{1,...,k+1} jeJ
(ix) + (x) La proposizione (ix) & conseguenza immediata di (v). Per quanto riguarda
(x), da (iii) risulta m(A§) = m(Q) — m(4;) = 0 per ogni i € I. Posto A = (,c; A,
per (ix) si ha allora m(A®) = m(|J,c; AS)= 0 e quindi, per (iii), m(4) = m(Q\ 4A°) =
m(Q) — m(A4A°) = m(Q). [ |

Un ruolo chiave (a livello dimostrativo) per ottenere un criterio standard
che assicuri 1'uguaglianza di due misure viene svolto da quelle particolari
famiglie D C 2%, dette classi di Dynkin (su ), che verificano le proprieta:

- QeD;
-D°eD,seDeD;
- U,>1 Dn € D, se (D,)n>1 € una successione disgiunta in D,

cioe contenenti l'insieme ambiente e chiuse per complementazione e unioni
disgiunte numerabili.

Chiaramente, ogni o-algebra ¢ una classe di Dynkin ma non vale il vice-
versa; per constatarlo basta porre 2 = {1,2,3,4} e considerare la classe di
Dynkin D = {0, {1, 2}, {3, 4}, {1,3},{2,4},Q}. D’altra parte, sono o-algebre
le classi di Dynkin D chiuse per intersezioni finite; basta infatti notare che,
per (A1), U,>; Dn = D1UU,51 (Dns1ND{N---N DE) per ogni successione
(Dp)p>1 in D.

Il prossimo lemma assicura che una classe di Dynkin includente una
famiglia chiusa per intersezioni finite ¢ sufficientemente ampia da contenere
anche la o-algebra generata dalla famiglia stessa.

Lemma A.1.4 Siano D una classe di Dynkin e F C D una famiglia chiusa
per intersezioni finite. Allora, o(F) C D.
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DIMOSTRAZIONE  Sia Dy intersezione di tutte le classi di Dynkin (su 2) includenti F.
Allora, F C Dy C D e inoltre, come facilmente si verifica, Dy € una classe di Dynkin.
Basta quindi provare che Dy & una o-algebra, cioé che & chiusa per intersezioni finite. A
tal fine, data un’arbitraria famiglia non vuota G C Dy, proviamo che la famiglia:

D(G)={DeDy:DNG e Dy per ogni G € G} C Dy

e una classe di Dynkin. Poiche Q € Dy e QNG = G per ogni G € G si ha Q € D(G). Sia
ora D € D(G). Ne segue D € Dy; inoltre, scelto un arbitrario G € G, riesce D N G € Dy.
Pertanto, D¢ € Dy, D°NG = (DNG)°NG =[(DNG) UG € Dy e quindi D € D(G).
Sia infine (Dy),>1 una successione disgiunta in D(G). Allora, qualunque sia n, risulta
D,, € Dy; inoltre, scelto un arbitrario G € G, si ha D, NG € Dy. Pertanto, |J,,~; D» € Do
e (Uys1 Dn)NG =,,»1(DnNG) € Dy (la successione (D, NG),>1 € disgiuntal). Quindi
Ui D e D(G).

Scelto ora G = F e osservato che F C D(F) C Dy (F ¢ chiusa per intersezioni finite!),
dalla definizione di Dy otteniamo Dy = D(F). Allora, F N D € Dy per ogni D € Dy
e F € F. Conseguentemente, scelto infine G = Dy, si ha F C D(Dy) C Dy e quindi
Do =D(Dy) ={D € Dy : DN D" € Dy per ogni D' € Dy}, cioé Dy & chiusa per inter-

sezioni finite. [ |

Siamo ora in grado di provare un criterio per I'uguaglianza di misure che,
in particolare, attesta 'identita di due misure finite che risultano coincidenti
su un sistema di generatori chiuso per intersezioni finite e contenente l'insieme
ambiente.

Teorema A.1.5 (Criterio standard d’identita) Sianom;, my misure su
A e F una famiglia chiusa per intersezioni finite tale che A = o(F) e
m (F) = mo(F) per ogni F' € F. FEsista inoltre una successione (Fy,)n>1

in F tale che Q= J,>, Fn e my(F,) < +oo per ogni n. Allora, my = my’.

DIMOSTRAZIONE Proviamo intanto che, dato F' € F tale che m;(F) < +oo, risulta
mi(FNA)=ma(FNA)perogni A. A tal fine, posto

D={Aco(F) m(FNA) =m(FNA)}
e osservato che F C D (F & chiusa per intersezioni finite!), per il Lemma A.1.4 basta

verificare che D ¢ una classe di Dynkin. La condizione 2 € D & ovvia. Scelto D € D, si ha
D¢ € o(F) e, per la monotonia della misura, mo(F N D) =my (FND) <m(F) < +oo.

"Conseguentemente, la misura di Lebesgue unidimensionale & I'unica misura sui bore-
liani della retta reale che sia compatibile con la lunghezza degli intervalli; infatti, il si-
stema di generatori F = {]a,b] : a,b € R} & chiuso per intersezioni finite e, indicato con Z
I'insieme dei numeri relativi, R = |J,, ]z, 2z + 1].



A.2. APPLICAZIONI MISURABILI 123

Ne segue, per il Teorema A.1.3(iii),

e quindi D¢ € D. Considerata infine una successione disgiunta (Dy),>1 in D, si ha
Ups1 Dn € o(F), mi(F N Dy) =mz(FND,) per ogni n e

n%@wLJD@:mALﬂFmQMZE:mMFmDm (k=1,2).

n>1 n>1 n>1

Pertanto (J,~, Dn € D.
Proviamo ora che m; = my. Dato A, consideriamo la successione non decrescente

(U?Zl(A N E;) )n>1. Notato che, per la monotonia della misura, my(A N F,,) < 400 per

ogni n (k = 1,2), dalla continuitd dal basso della misura e dalla formula d’inclusione-
esclusione otteniamo allora

n

my(A) =mp(ANQ) = mk<Aﬂ U Fn): mk(U (AﬂFn)): lim mk(U(AﬂFi))

n—-+00
n>1 n>1 i=1

_ J-1
= Jm 3T D ((ANE))

0CJC{L,...,n} jeJ
= li #771m =1,2).

dim > (-1 AN () E) (k=1,2)
0CJC{1,...,n} jeJ
Ora, dato un arbitrario insieme non vuoto J C {1, ..., n}, risulta ;. ; F; € F (F & chiusa

per intersezioni finite!) e, per la monotonia della misura, m;((;c; Fj) < +oo; allora,
per quanto provato all'inizio della dimostrazione, mi(A N ;c; Fy) = m2(A NNy Fy).
Conseguentemente, mj (A) = my(A4). [ |

A.2 Applicazioni misurabili

Una nozione centrale nella teoria dell’integrazione ¢ certamente quella di
applicazione misurabile che ora formuliamo. Considerata, accanto alla o-
algebra A su €2, una o-algebra A’ su un insieme non vuoto €', una appli-
cazione f Q+— ¢ (A, A')-misurabile se la o-algebra indotta f~1(A") =
{f7H(A): A e A} (suQda f) & inclusa in A5

8Da un punto di vista formale, questa nozione presenta una stretta analogia con quella
topologica di funzione continua. Infatti, indicata con U™ la famiglia degli 1n51emi apert1
di R" (n > 1), una funzione f : R™ +— R™ & continua se e solo se f~! {f

Ueumicuym.
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Chiaramente, ogni applicazione costante di 2 in Q" & (A, .A")-misurabile.
Inoltre, se A = 2% o A" = {0,Q'}, sono (A, A')-misurabili tutte le appli-
cazioni di 2 in €. Infine, la misurabilita si conserva (come si constata facil-
mente) per composizione, nel senso che - considerata una o-algebra A” su un
insieme Q" # () - sono (A, A”)-misurabili tutte le applicazioni ottenute com-
ponendo applicazioni (A, A’)-misurabili con applicazioni (A’, A”)-misurabili.

Convenendo che la lettera A’ (dotata o no di pedici) denoti sempre un
elemento generico di A’, proviamo che - date una partizione discreta (A;);cs e
una famiglia (f;);e; di applicazioni (A, A’)-misurabili - la (A, A’)-misurabilita
dell’applicazione ottenuta “per rincollamento delle f; secondo la partizione
(Ai)ier” (cioe, dell’applicazione coincidente, per ogni i € I, con f; su A;).

Lemma A.2.1 Sussistono le sequenti proposizioni:

(1) Siano f un’applicazione (A, A’)-misurabile e S un sottoinsieme non
vuoto di 2. Allora, considerata la traccia ANS di A su S, la restrizione
f‘s ¢ un’applicazione (AN S, A')-misurabile;

(11) Sia (A;)ier una partizione discreta di ). Inoltre, considerata, per ogni
i €1, la traccia AN A; di A su A;, sia f; : A; — Q' un’applicazione
(AN A;, A')-misurabile. Allora, applicazione f : Q — Q' cosi definita:

flw) = filw) perogniw e A; eiel
e (A, A")-misurabile.
DIMOSTRAZIONE (i) Dato A’ otteniamo f~1(A’) € A e quindi f| Ay ={weSs:

flweA}y=f1A)nSeAnS.
(ii) Dato A’, risulta

A = A@nJa = @)nd)=J{wedi: flw) e A’}
el el i€l
=J{lwedi:filwed}=J 1
icl el

Osservato che, per ogni i € I, si ha f; '(A’) € AN A; C A (4; € A!), la controimmagine
f~1(A’) risulta unione discreta di elementi di A e quindi appartiene ad A. [ ]

Considerando ora il caso particolare, ma di estrema importanza, delle
funzioni su Q a valori nella retta reale (o nella retta reale ampliata), pre-
cisiamo che faremo sempre riferimento, per la misurabilita, alla o-algebra di
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Borel B (o B*) e chiameremo .A-Borel misurabile (in breve Borel misu-
rabile) ogni funzione (A, B)-misurabile (o (A, B*)-misurabile). In questo
contesto, di notevole valenza applicativa e il risultato seguente che consente
di verificare la Borel misurabilita limitandosi a constatare I'appartenenza ad
A delle controimmagini delle semirette inferiori di origine un numero reale.
Conseguentemente, possiano sempre supporre che le funzioni Borel misura-
bili siano a valori nella retta reale ampliata (notato che una funzione a valori

in R & (A, B)-misurabile se e solo se, intesa come funzione a valori in R*, &
(A, B*)-misurabile).

Teorema A.2.2 (Criterio standard di misurabilita) Se 7' C A’ ¢ tale
che o(F') = A, allora un’applicazione f : Q +— Q' ¢ (A, A')-misurabile se
fYF") € A per ogni F' € F'. In particolare, una funzione f di  in R (in
R*) ¢ Borel misurabile se {f < x} € A per ogni numero reale z°.

DIMOSTRAZIONE  Sia o(F’) = A’. Posto F” = {A": f71(4') € A}, siha ' € F" e
(F"e € F" se F" € F" (poiche f~1((F")¢) = [f~Y(F")]¢); inoltre, se (F),>1 ¢ una
successione in F”, risulta |J,~, FY/ € F” (in quanto [~ (U,>; FY) = U,.>1 7 HE))).
Pertanto, 7" & una U—algebra.iAllora, notato che F' C F”. si ha A' = 0(]—“’3 CF' CcA
da cui otteniamo F” = A’, cioe la (A, A’)-misurabilita di f. La seconda parte della tesi

segue ora immediatamente da quanto stabilito nell’Esempio A.1.1(iv). [ ]

Il prossimo teorema assicura, in particolare, che trasformate continue o
monotone di funzioni Borel misurabili sono ancora Borel misurabili. Precisia-
mo che, per ogni funzione f a valori nella retta reale ampliata, denotiamo
con f* e f~, rispettivamente, la sua parte positiva e la sua parte negativa!®.

Teorema A.2.3 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Se S # 0 ¢ un boreliano di R*, sono allora B* N S-Borel misurabili le
funzioni di S in R* aventi l’insieme dei punti di discontinuita discreto;

90vviamente, la verifica della Borel misurabilita pud anche essere condotta scegliendo
uno qualsiasi dei sistemi di generatori considerati nell’Esempio A.1.1(iv) e constatando
che le controimmagini dei suoi elementi sono in A.

ORiesce quindi f* = max(0, f) e f~ = max(0,—f); inoltre, f = f+ — f~ e |f| =
fT + . Infine, date due funzioni f, g a valori in R* e di medesimo dominio, si ha

{fg+ se f>0 (fg>{fg se f>0

+
o= ~fg~ sef<O —fgt se f<0
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(i) Siano f : Q — R* una funzione Borel misurabile e S un boreliano di R*
tale che f(Q2) C S. Allora, qualunque sia la funzione g : S +— R* avente
l’insieme dei punti di discontinuita discreto, la funzione composta go f
¢ Borel misurabile. In particolare, sono Borel misurabili |f|, f*, f~
e, considerati due numeri reali o e 3 qualsiasi, af + 3 e anche f*, se
definita ovunque.

DIMOSTRAZIONE (i) Siano S # () un boreliano di R* e g : .S — R* una funzione avente
I'insieme Sy dei punti di discontinuita discreto. Allora, Sy € B* e quindi I'insieme S; =
S\ S§ dei punti di continuita di g € un boreliano di R*. Proviamo ora che la restrizione
g1 = g| s e B* N Si-Borel misurabile. Per il criterio standard di misurabilita, basta
verificare che, dato un numero reale x, risulta {g; < z}¢ = {g1 > x} € B*N S;. A
tal fine, sia y € S; tale che < g(y) < +oo. Poiche la semiretta |z, +o00] & un intorno
di g(y) e y € un punto di continuitd di g, esiste un intorno aperto W, di y tale che
y € W, NS C {g1 > x}. Riesce allora

{gl>$}: U (WyﬂSl):( U Wy)ﬁsleB*ﬂSl,
ye{g1 >z} ye{g1 >z}

notato che J, ey, 5,3 Wy € un insieme aperto di R*.
Per ogni y € Sy, consideriamo infine la restrizione g, = g| ) che & banalmente una

funzione B* N {y}-Borel misurabile.

Vengono cosi individuate una partizione discreta Sy, {y} (y € Sp) di S costituita da
elementi di B* NS e una famiglia di funzioni ¢1, g, (y € So) tali che g1 & B* N Si-Borel
misurabile e g, ¢ B* N {y}-Borel misurabile per ogni y € Sy. Ne segue, per il Lemma
A.2.1(ii) (ponendo 2 =S e A=B*NSY), la B* N S-Borel misurabilita di g.

(ii) Sia g : S +— R* con insieme dei punti di discontinuita discreto. Allora, per (i), g
¢ B* N S-Borel misurabile. Conseguentemente, dato B € B*, riesce g~1(B) = W N S per
qualche W € B* e quindi (go f)"}(B) = f~1(¢g71(B)) = f~}(W N S) € A, osservato che
W NS e B*. A questo punto, 'ultima parte della tesi si ottiene immediatamente osser-
vando che le funzioni considerate sono trasformate di f tramite funzioni continue aventi

come insieme di definizione dei boreliani di R*. | |

Una particolare classe di funzioni, che fornira il punto di partenza per la
costruzione dell'integrale di Lebesgue, € quella delle A-funzioni semplici (in
breve funzioni semplici), cioe delle funzioni .A-Borel misurabili con insieme-
immagine finito. Chiaramente, se f ¢ una funzione semplice, la famiglia
di controimmagini ({f = y})yef) € una partizione finita di © costituita
da elementi di A tale che f = Zyef(Q)y]{fzy}' Viceversa, comunque si
considerino una partizione finita A;,..., A, € A di Qe y;,...,y, € R*,
la combinazione lineare f = Y ", y; 4, ¢ una funzione semplice; infatti,
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f() = {y1,...,yn} € finito e, per il criterio standard di misurabilita, f e
Borel misurabile in quanto {f < 2} = ¢, <0 Ai € A per ogni numero
reale x. Pertanto, le funzioni semplici sono tutte e sole le funzioni f : {2 — R*
che ammettono una rappresentazione del tipo f =3~ )y L{y=y con {f =
y} € A per ogniy € f(2) e f(Q2) finito. In particolare quindi la funzione
indicatrice di un insieme S C Q ¢ una funzione semplice se e solo se S € A.

Il lemma successivo rileva che le usuali manipolazioni algebriche mutano
funzioni semplici in funzioni ancora semplici (qualora risultino ovunque defi-
nite); inoltre, che ogni funzione Borel misurabile & ottenibile come limite di
una successione convergente di funzioni semplici a valori finiti.

Lemma A.2.4 (fondamentale) Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Somme, quozienti (se definiti ovunque) e prodotti di funzioni semplici
sono ancora funzioni semplici;

(ii) Sia f una funzione Borel misurabile non negativa. Esiste allora una
successione (fn)n>1 di funzioni semplici non negative a valori finiti tale

che fu 1 f;

(i1i) Sia f una funzione Borel misurabile. Esiste allora una successione
(fr)n>1 di funzioni semplici a valori finiti tale che f, — f e |fu] < |f]
per ogni n.

DIMOSTRAZIONE (i) Siano f1, fa funzioni semplici Allora, fr, =Y i, yz )IA(h), avendo

posto fp(Q2) = {y%h), e ,ynh } e A; (h) — ={fn= yz } per ogm i <nyp (h=1,2). Considera-
ta la partizione finita costituita dagli elementi A;; = Ai N A§-2) €A (i <nyp;j < ng),
otteniamo (con facili passaggi)

ni ng

f1f2 Zzy(l) (2 Aqj

zljl

fi+fo= Z Z ™4 (2) A, (se fi + f2 & definita ovunque)

=1 j5=1
ni N2 (1)
f1

Y;
E:ZZ @)

i=1 j=1 Yj

2L 4 definita ovunque).

f

(se

(ii) Diviso l'intervallo reale [0,n] in n 2™ parti, consideriamo le controimmagini:

(3

A(”)_{Z_l 7f<—} (i=1,...,n2")
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e la funzione semplice non negativa a valori finiti:

n2"™ .
(-1
fn= Z on IAEM +nI{f2n}.

i=1

Allora, (fy)n>1 ¢ una successione non decrescente. Infatti, fissato n e dato w € Q, sia
intanto f(w) < n. Esiste allora i < n2™ tale che

f(w)e{i_l 1 {:{i—l 2i—1[ {22’—1 1 [

on 7 on on 7 gntl on+1 7 9n
(2—1)—1 2—1[ [2i—1 2 (1) | g0+
:{ gl gnl [ [2n+1 ’2n+1[ Az U Ay
e quindi
i—1 Sl se f(w) € AltD
(W) = < 2n 2i—1 _ w).
fL( ) on = {;i_& se f(w) c giH-l) fn+1( )
Sia ora f(w) > n. Allora, fy(w)=ne
2 k-1 k
fw)en,+oo[=[n,n+1[U[n+1,+c0[= U [n+ Wﬂ"’ﬁ U[n+1,+oo]
k=1
27L+l
_ n+1
U Al et Y [n+1,400].
Quindi, f,(w) <n+1= fr1(w),se flw)>n+1,e
n2"tl 1 k) —1
fan(w)=n< % = frnr1(w),

se flw)e A Z++11+ (1 <k <27t1). Riesce dunque, in ogni caso, fn(w) < fri1(w).

Per provare che f, — f, fissiamo w € Q e assumiamo intanto f(w) = +oo. Allora,
fn(w) = n per ogni n e quindi f,,(w) — +00 = f(w). Supposto infine f(w) finito, sia € > 0.
Esiste allora m tale che f(w) < m e E <e B qU.lIldl possibile 1nd1V1duare i < m2" tale

che f(w) € Agm). Riesce pertanto f(w) — fm(w) < 55 — 5 = 50 < €. Ne segue, essendo
(fn)n>1 non decrescente, f(w) — fn(w) < € per ogni n > m. Per larbitrarieta di €, si ha
quindi f,(w) — f(w). In ogni caso risulta dunque f, (w) — f(w).

(ili) Per (ii) e il Teorema A.2.3(ii), esistono due successioni (g},)n>1, (g5)n>1 di fun-
zioni semplici a valori finiti tali che 0 < g/, T f* e 0< g/ 1 f~. Posto allora f,, = g/, — g/
per ogni n, da (i) otteniamo che (f,)n>1 € una successione di funzioni semplici a valori

finiti tale che f, — f e |ful < gl +g < fT+ f~ =|f| per ogni n. [ |

Concludiamo la sezione fornendo ulteriori proprieta delle funzioni Borel
misurabili che, congiuntamente con la proposizione (ii) del Teorema A.2.3,
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assicurano che le usuali manipolazioni dell’analisi (in particolare il passag-
gio al limite di successioni) mutano funzioni Borel misurabili in funzioni (se
definite ovunque) ancora Borel misurabili.

Teorema A.2.5 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Siano f, g funzioni Borel misurabili. Sono allora elementi di A gli

insiemi {f =g}, {f <g}, {f>9}, {f <g}e{f>9};

(i1) Sia (fn)n>1 una successione di funzioni Borel misurabili. Sono allora
anche Borel misurabili le funzioni mf fn, sup fr, 11m 1nf f, elimsup f,.
n>1 n—+o00
Inoltre, gli insiemt di convergenza:

A ={w€Q:3 Tm fuw)}, Apy={w€ A lim fi(w) €R}

n—-+o0o

appartengono ad A e lim f, é una funzione Borel misurabile, se

n—-+o00

Aim = Q. Infine, se f € una funzione Borel misurabile, allora l’insieme

{fo = ft={we: fulw) = f(w)} éun elemento di A;

(i11) Siano f, g funzioni Borel misurabili. Sono allora Borel misurabili le

funzioni fg e, se definite ovunque, f + g e g;

(v) Sia (fn)n>1 una successione di funzioni Borel misurabili non negative.
Allora, la serie Y, -, fn € una funzione Borel misurabile.

DIMOSTRAZIONE (i) Sia ¢1, g2, ... una numerazione dei numeri razionali. Allora, qualun-
que sia w € Q, si ha f(w) < g(w) se e solo se f(w) < ¢, < g(w) per qualche n. Conseguen-
temente {f < g} = Un>1{f < qn < g9} = U1 {f <@n}n{g. <g}] € A Evidente-
mente, in modo analogo si prova {f > g} € A. Allora, {f #g} ={f <glU{f>g} €A
e quindi {f = g} = {f # g} € A Nesegue {f < g} = {f < g}U{f = g} € Ac
{fzg={f>gu{f=glcA

(ii) La Borel misurabilitd di sup,,~; f discende dal criterio standard di misurabilita
e dall’'uguaglianza {supn>1 fn < x} = N,>11fn < x} valida per ogni numero reale x;
quella di inf,>q f,, dal Teorema A.2.3(ii) e dall’'uguaglianza inf,,>1 f,, = —sup,>1(—fn)
Ne segue, tramite le uguaglianze -

lim 1nf fn= sup(lnf fn) limsup f,, = inf (sup fn)

n—+00 E>1 n=> n—-+00 21>k

la Borel misurabilita di liminf f,, e limsup f,.

n—-+00 n—-+oo
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L’appartenenza ad A degli insiemi di convergenza segue allora da (i) e dalle uguaglianze

Atim = { lim inf f, = 171113 sup fa}

ALZL = Ajim N {liminffn > foo} N { limsup f, < +oo}.
n—-+0o0 n—-4oo

Supposto Ay, = €2, la Borel misurabilita del limite si ottiene dal criterio standard di
misurabilita e dall’'uguaglianza { lim f, < m}: {lim inf f,, < x} valida per ogni numero
n— 400 n—-4o0o

reale x.

Assunto infine che f sia Borel misurabile, da (i) risulta {f = hmJirnf fad, {f =
limsup f,,} € Aequindi {f, — f} ={f = hmJirnffn} N{f =limsup f,} € A
n—+o00 n—T0o0 n—+4o0

(iii) Per il lemma fondamentale, esistono due successioni (f)n>1, (gn)n>1 di funzioni
semplici a valori finiti tali che f, — f e g, — g. Allora, ancora per il lemma fondamentale,
fngn € fn+gn sono, per ogni n, delle funzioni semplici tali che f,g, — fg e, supposto f+g
definita ovunque, f, + g, — f+g. Conseguentemente, per (ii), il prodotto e la somma (se
definita ovunque) sono delle funzioni Borel misurabili. Supposto infine § definito ovunque
e osservato che, per (i), {g, = 0} € A qualunque sia n, otteniamo, tramite il lemma

fondamentale, che (ﬁ)nx ¢ una successione di funzioni semplici avente limite 5.
n In= -
Pertanto, per (ii), pure il quoziente & una funzione Borel misurabile.

(iv) Segue da (ii) e (iii), tenuto conto della definizione di serie di funzioni. |

Osservazione A.2.6 Con riferimento alle funzioni Borel misurabili, e facile
rendersi conto che la somma, il quoziente e il limite di una successione (an-
che se non definiti ovunque) hanno dominio in A e sono Borel misurabili
rispetto alla traccia di A sul loro dominio. Proviamolo, ad esempio, per la
somma. Indicato con S il suo dominio, otteniamo S¢ = ({f = —oo} N {g =
+oo)U({f = +oo}N{g = —oo})€ A, cioe S € A. Ne segue, per il Teorema
A.2.5(iii), la Borel misurabilita di fIs+ gls e quindi, per il Lemma A.2.1(i),
f+g9g=(fIs+ gfg)‘s e AN S-Borel misurabile.

Conseguentemente, nel caso che tali funzioni non siano definite ovunque,
possiamo sempre estenderle, per il Lemma A.2.1(ii), su tutto €2 in modo
da renderle Borel misurabili; basta infatti, come faremo implicitamente nel
seguito, porle “d’ufficio” uguali a zero al di fuori del loro dominio!!. ¢

A.3 Integrale di Lebesgue

La nozione di integrale, per una funzione definita su un intervallo della retta
reale, venne introdotta nella seconda meta del '600 (da Isaac Newton e Got-

HUNaturalmente, adotteremo lo stesso tipo di estensione anche per ogni funzione che
abbia dominio in A e che sia Borel misurabile rispetto alla traccia di A sul suo dominio.
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tfried W. von Leibniz) ricorrendo, in modo pitt o meno esplicito, agli infinite-
simi attuali. A causa della sostanziale vaghezza del concetto d’infinitesimo
attuale, questa nozione non era pero sufficientemente precisa da evitare risul-
tati che comportavano un campo di validita non chiaramente definito, come
pure dimostrazioni prive di rigore. Bisogno attendere il 1867 affinche Georg
F. B. Riemann ne proponesse una definizione (basata sulla nozione di limi-
te e tuttora presente in ogni testo di analisi matematica) che consentisse
di eliminare tali inconvenienti. L’evoluzione della nozione di funzione e lo
studio approfondito delle funzioni numeriche (di variabili reali o no) iniziato
nella seconda meta dell’800 indussero alcuni matematici'? a sviluppare, tra
il 1890 e il 1920, ricerche che condussero ad un nuovo tipo d’integrale (gene-
ralizzazione di quello di Riemann) - chiamato integrale di Lebesgue -
strettamente legato al concetto astratto di misura e riguardante le funzioni
Borel misurabili. Tra le varie definizioni proposte abbiamo scelto quella che
consente di ottenere rapidamente i risultati di teoria dell’integrazione usati
nel testo.

In seguito, m denotera una misura su A. Inoltre, data una qualsiasi
funzione Borel misurabile f, indicheremo con [, fdm (o [, f(w)m(dw)) il
relativo integrale di Lebesgue (qualora esistente). Infine, per non appesantire

le dimostrazioni con eccessivi rimandi, non richiameremo di solito i teoremi
A.1.3, A.2.3, A.2.5 e il lemma fondamentale.

A.3.1 Costruzione

Per introdurre la nozione d’integrale (di Lebesgue) per le funzioni Borel misu-
rabili procediamo per passi considerando dapprima il caso delle funzioni sem-
plici non negative, poi quello delle funzioni Borel misurabili non negative e
infine quello delle funzioni Borel misurabili di segno qualsiasi.

e Funzioni semplici non negative

Sia f una funzione semplice non negativa. Allora, f(£2) € un insieme finito e
{f =y} € Aperogniye f(Q). Possiamo dunque porre:

/Qfdmz S ym({f=y}) > 0.

yef(Q)

2Tra i quali sono da ricordare Emile Borel, Johann Radon, Thomas J. Stieltjes e, in
particolare, Henri Lebesgue per la notevole importanza della sua opera.
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In particolare, si ha quindi m(A) = [, Iy dm per ogni A € A.
Proviamo ora che 'integrale cosi definito e un funzionale lineare monotono
sul cono delle funzioni semplici non negative.

Lemma A.3.1 Siano f, g funzioni semplici non negative. Sussistono allora
le sequenti proposizioni:

(i) [o >t yida, dm =" yim(A4;) (0 <y < +o0;i<n);
(it) [o(af +Bg)dm=a [, fdn+ 0 [,gdn (0<a, f<+00);
(i) [ fIadm =0, se m(A)=0;

i) Siag < f. Allora, |,gdm < |, fdm. Inoltre |,(f—g)dm = |, f dm—
Q Q Q Q
gdm, se |,gdm < +oo e g € a valori finiti;
Jo Q

(v) Jofdm>=am({f>a}) 2 am({f>a}) (0<a<+00).

DIMOSTRAZIONE (i) Siano f = >0 y;la, €

A sehy=1 ‘
Al = 5 (hi=0,1;i=1,...,n).
AC sehi:O

Posto allora I = {0,1}", otteniamo che gli insiemi A, = Aghl) ne-nAP (=

(h1,...,hy) € I) individuano una partizione di € formata con elementi di 4. Posto
infine yn = Y., hi y; per ogni h € I, si ha
F=> unla, (A.2)
hel

Infatti, dato w € €, esiste un solo h' = (h},...,hl) € I tale che w € Ay. Allora,
Iy (w)="nhj(i=1,...,n), I, (w) =1e Ia,(w) =0, se h #h'. Risulta quindi

ZszA Zh i =y = Y tnla, (@)
hel
Inoltre, dall’additivita della misura otteniamo

> yim( Zyz (U 4in An)) ZyZZmAmAh DD yim(4; N Ap)
i=1

herl i=1 herl hel i=1

,ZzyvhmAh Zzyl, (An) =Y ynm(An).

hel i=1 hel i=1 hel
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Sia ora f(Q2) = {y1,...,yn,}. Notato che gli insiemi A, = {f =y} (j =1,...,m)
costituiscono una partizione di 2, otteniamo yn m(An N A}) = yim(An N A}) per ogni
h € I e j < m; infatti, supposto Ap N A} # () e scelto w € Ap N A%, si ha, tramite (A.2),
yn = f(w) = yj. Dall’additivita della misura segue allora

m

Zyim(Ai):thm(Ah):thm(U (An N A%)) ZzyhmAhﬁA')

hel hel j=1 hel j=1
m
_ZZyJ AhﬂA/ Zzy] AhﬂA/
helj 1 j=1 hel
m
—Zy] (Unnap)= Y sima) = 3 ym({f=u)) = [ fam.
hel =1 Ve °
(11) POStOf(Q):{a17~~~7am}7g(Q):{/617"'7ﬂn} ¢, perh:la"'am+n7
_Jaay sel<h<m s = {f=an} sel<h<m
= BBhm sem+1<h<m+n’ N {9=0nr-m} sem+1<h<m+n
otteniamo
m—+n
af+5g—zaazf{f a}+25ﬁ31{g 8} = Z'YhIAh
=1 h=1

e quindi, tramite (i),

m—+n

| @ + ) o = > () —azaz ({f = ai}) +52@ m({g = 4;})

:a/ﬂfderﬂ/dim.

(iii) Per la monotonia della misura, da (i) otteniamo

/QfIAdm:/Q< > yf{f:y})fAdmZ/ > yly=pnadm

yer(©) yer©)
= > ym{f=yIn4) < Y ymA)=0.
yer(©) yer©)

(iv) Supponiamo intanto m({g = +o00}) > 0. Dalla {g = +00} C {f = +o0} ottenia-
mo, per la monotonia della misura, m({f = +o0}) > 0. Risulta quindi

[ gdn="¥ ym({g=y)) = +oom({y = +oc}) = +oc
@ y€9(Q)

e analogamente [, fdm > 400, cioe [,gdm = [, fdm. Sia ora m({g = +oo}) = 0.
Posto A = {g < o0}, riesce m(A4A°) = m({g = +o0}) = 0. Considerata allora la funzione
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semplice non negativa a valori finiti gl4 e osservato che f — gl 4 € una funzione semplice
non negativa, da (ii) si ha

/QfdmZ/Q[QIA+(f—ng)]dmZ/ngAdm-F/Q(f—gIA)dm
e, da (ii), (iii),

/gIAdm:/gIAdm+/gIAcdm:/g(IAJrIAc)dm:/gdm.
Q Q Q Q Q

Riesce dunque [, fdm = [, gdm + [(f — gla)dm. Ne segue [, fdm > [, gdm e,
supposto g a valori finiti, [,(f — g) dm = [, fdm — [, gdm (notato che g = gl4).

(v) Conseguenza immediata di (iv), osservato che f > al{f>qy > alffsay- |

e Funzioni Borel misurabili non negative

Sia f una funzione Borel misurabile non negativa. Poiche la funzione nulla ap-
partiene all'insieme {g : 0 < g < f e g funzione semplice}, possiamo porre:

/ fdm = sup{/ gdm : 0 < g < fe g funzione semplice} >0
Q Q

ottenendo cosi una nozione d’integrale per questo tipo di funzioni che ¢ coe-
rente, per il Lemma A.3.1(iv), con quella data per le funzioni semplici non
negative.

Il prossimo risultato (di notevole valenza dimostrativa), consente il pas-
saggio del limite sotto il segno d’integrale nel caso di successioni non de-
crescenti di funzioni semplici non negative. Conseguentemente, per il lemma
fondamentale, l'integrale di una funzione Borel misurabile non negativa e
sempre approssimabile con l'integrale di una opportuna funzione semplice
non negativa a valori finiti.

Lemma A.3.2 Sia (f,)n>1 una successione di funzioni semplici non nega-

twe tale che f, T f. Allora, [, fodm T [, f dm.

DIMOSTRAZIONE ~ Osservato che, per il Lemma A.3.1(iv), ([, fn dm),>1 & una successione
non decrescente tale che lirf fQ frndm < fQ f dm, basta verificare che, data una funzione
n—-—+oo

semplice g # 0 tale che 0 < g < f, risulta

/gdmg lim /fndm. (A.3)
Q n—+oo /o
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A tal fine, sia & un numero reale positivo. Allora, {g > a} C J,,~,{f» > a}; infatti, dato
g(w) > a, si ha f(w) > a e quindi esiste m tale che f,,(w) > a, cioe w € {gnm > a} C
U,>11{fn > a}. Ne segue, dalla continuita dal basso e dalla monotonia della misura (la
successione ({f, > a}),>1 & non decrescente!),

im m({fu > a}) = m(|J{fa > a})= m({g > a}).

n>1

Poiche, per il Lemma A.3.1(v), [, fn dm > am({f, > «}) per ogni n, risulta infine

tim [ fodm>a lim m((f > o)) > am({y > a}) (A4)

n—-—+oo

Procediamo ora considerando i casi: 1) m({g = +o0}) > 0; 2) m({g > 0}) = +o0;
3) m({g = +o0}) =0 e m({g > 0}) < +o0.
e Caso 1. Notato che {g = 400} C {g > a}, si ha, per (A.4) e la monotonia della misura,

liIJIrl Jo fndm > am({g = +oo}). Passando al limite per & — 400, otteniamo allora
n—-+oo

liIJIrl Jo fndm = 400 e quindi (A.3).
e Caso 2. Poiche g & una funzione semplice non ovunque nulla, esiste un numero reale o > 0
tale che {g > a} = {g > 0}. Ne segue, per (A.4), 1i1}_1 Jo fndm > am({g > 0}) = +o0
n—-—1+0oo

e quindi (A.3).

e Caso 3. Posto A = {0 < g < +o0}, dalla monotonia della misura si ha m(A4) < m({g >
0}) < +oo. Inoltre, osservato che g = glyy~0y = 9(1a + I1g—to0}) = 9la + gl g—4 o0}, dal
Lemma A.3.1(ii),(iii) otteniamo

/gdm:/gIAdm+/gI{g:_,_oo}dm:/gIAdm. (A.5)
Q Q Q Q

Infine, per il Lemma A.3.1(iv), [, fn dm > [, fn]a dm per ogni n (poiche fn > fn I4).

Sia ora 0 < € < ming(A). Allora, posto A, = {f, > g—¢€} N A (n > 1), le funzioni
9la,, (g —€)la, e fnla, sono funzioni semplici non negative tali che els, < gla, ¢
(9g—e)la, < fnla, < fn;inoltre, per la monotonia della misura, fQ €ls, dm=em(4,) <
em(A) < +o0o0. Dal Lemma A.3.1(iv) segue allora

fndmZ/(g—e)IAndm:/(gIAn—GIAn)dm
Q Q Q

:/gIAndm—/eIAndm:/gIAndm—em(An)
Q Q Q

> [ ola,dm—em(a) = [ glla— Laa,)dim = cm(a)
Q Q
= /Q(gIA fgIA\An)dm —em(A).

Posto # = max g(A), risulta gla\a, < Bla\a, < 14 da cui, per il Lemma A.3.1(iv), si
ha [, gla\a, dm < [, B1a\a, dm = fm(A\ A,) < [, 814dm = Fm(A) < +oo. Notato
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infine che gl 4\ 4, ¢ a valori finiti, sempre tramite il Lemma A.3.1(iv), otteniamo

/fndmz/gIAdm—/gIA\Andm—em(A)z/glAdm—ﬂm(A\An)—em(A)
Q Q Q Q

e quindi, per (A.5),
fndm > / gdm — fm(A\ A4,) — em(A).
Q Q
Passando al limite per n — +o00, dalla continuita dall’alto della misura risulta allora

lim /fndmz/dim—ﬁm(ﬂ(A\An))—em(A),

n—-+oo
Q n>1

notato che (A \ A,)n>1 € una successione non crescente e m(A \ 4;) < m(A4) < +oo.
Ora, A = J,>,(A\ A,); infatti, dato w € A, si ha g(w) — € < g(w) < f(w) e quindi
esiste m tale che g(w) — € < fn(w), ciot w € Ay C U, 51 An- Ne segue [,5,(A\ Ay) =
AN (Un>1 ) =0e qulnd1 hm fﬂ fndm > [, gdm—em(A). Passando infine al limite

per € — 01 otteniamo (A. 3) ]

Proviamo ora che l'integrale ¢ un funzionale lineare monotono sul cono
delle funzioni Borel misurabili non negative.

Lemma A.3.3 Siano f, g funzioni Borel misurabili non negative. Risulta
allora:

(i) Jo(af+Bg)dm=a [, fdn+3[,gdm (0<a, < +00);

(it) Jog9dm < [, fdm, se g < f.

DiMOSTRAZIONE (i) Consideriamo due successioni (fp)n>1, (gn)n>1 di funzioni semplici
non negative tali che f, T f e g, T g. Allora, la successione (afy, + Bgn)n>1 € costituita
da funzioni semplici non negative tali che af,, + B9, T af + Bg. Conseguentemente, per i
lemmi A.3.1(ii) e A.3.2,

/fdm+ﬂ/gdm—a lim /fnderﬂ lim /gndm
n—-+oo n——+4oo Q
= lim a/ fndm+5/ gndm}
Q Q

n4>+oo

=t [ (@fu+ Gg)dim = [ (af +Bg)dum
Q Q

n—-+4oo

(ii) Segue banalmente dalla definizione d’integrale. |
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e Funzioni Borel misurabili qualsiasi

Sia f una funzione Borel misurabile qualsiasi. Osservato che, per il Teorema
A.2.3(ii), le parti positiva f* e negativa f~ sono funzioni Borel misurabili
non negative, possiamo considerare i rispettivi integrali fQ frdme fQ [~ dm.
Qualora tali integrali non siano entrambi infiniti, chiamiamo m-sommabile
(in breve sommabile) la funzione f e poniamo:

[ram=[ pran— [ £

ottenendo cosi una nozione d’integrale che risulta banalmente coerente con
quella data per le funzioni Borel misurabili non negative.
11 valore dell’integrale di una funzione sommabile f ¢ quindi:
- 400, se [, fTdm = 4o0;
- —00, se [, f7dm = +oo;
- finito, se fQ fTdme fQ f~ dm sono entrambi finiti.
In quest’ultimo caso diremo che f ¢ m-integrabile (in breve integrabile).
Sia ora A € A. Allora, per il Teorema A.2.5(iii), fI4 ¢ una funzione Borel
misurabile; inoltre, tenuto conto delle disuguaglianze (fI14)" = fTI4 < f*
e (fla)- = fI4 < f~, dal Lemma A.3.3(ii) otteniamo che fI4 risulta
sommabile (integrabile) se f ¢ sommabile (integrabile). Conseguentemente,
nel caso di sommabilita della funzione f, possiamo porre:

/Afdm:/QfIAdm

e chiamare [, fdm l'integrale (di Lebesgue) di f su A.

Una giustificazione della notazione [ 4 f dm puo ottenersi constatando (come ora fare-
mo) che 'integrale fQ fI4dm coincide (nel caso A # (}) con 'integrale che si ottiene sce-
gliendo come insieme ambiente A, come o-algebra di riferimento la traccia 4; = ANA C A
di A su A, come misura la restrizione m; = m| 4, © infine come funzione la restrizione
fi= f’A. Osservato che, per il Lemma A.2.1(i), f1 & una funzione A4;-Borel misurabile, per
provare l'uguaglianza | 4 J1dmy = fQ f Iadm assumiamo intanto che f sia una funzione
semplice non negativa. Allora,

Fla= (D yIy—y)la= > yly—pna= Y, yl—pna

yef(Q) yef(Q) yef(A)
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da cui, tramite il Lemma A.3.1(i), otteniamo

[ ram= 3 yms=m= ¥ ymlf =)= [ fLadn,

yefi(A) yef(A)

Supponiamo ora f > 0. Allora, per il lemma fondamentale, esiste una successione (g, )n>1
di funzioni semplici non negative tale che g, T f. Conseguentemente, (g,l4)n>1 € una
successione di funzioni semplici non negative tale che g, 14 T fI4 e, per il Lemma A.2.1(i),
(gn’A)nzl & una successione di funzioni 4;-semplici non negative tale che gn‘A T fi. Per
il Lemma A.3.2, si ha quindi

/fldmlz lim /gn|Adm1: lim gnIAdm:/fIAdm.
A n—-4o0o A n—-4oo Q Q

Sia infine f una funzione m-sommabile. Dalle f;" = f“"A e f] = f_’A risulta

/A £ dmy = /Q f*Iadm, /A £ dmy = /Q f~Isdm

e quindi f; ¢ mj-sommabile. Ne segue, ricordato che (fIa)t = ftIa e (fla)” = f I,

[ g = [ am = [ gdmi = [ (1= [ (fr)mam= [ friam.

Qualora m sia la misura di Lebesgue unidimensionale, al posto delle
notazioni [, fdX, jjfoo a1 AN f[a o fdN e f[a y [ X, useremo, rispettiva-

mente, le [ f(z)dw, [*_ f(z)dw, [[™ f(x)dz e f;f(x) dz. Ricordiamo
inoltre che quest’ultimo integrale coincide con quello di Riemann se f ¢ una
funzione limitata integrabile secondo Riemann nell’'intervallo [a, b]'3.

A.3.2 Proprieta elementari

Per provare alcune proprieta dell’integrale di Lebesgue seguiremo la seguente
procedura standard:

e Constatare che la proprieta sussiste nell’ambito delle funzioni semplici non
negative;

e Verificare che rimane valida anche nell’ambito delle funzioni Borel misura-
bili non negative tramite il passo precedente, il lemma fondamentale e la
proprieta di convergenza descritta nel Lemma A.3.2 (che non richiameremo);
e Provare che rimane valida anche nell’ambito delle funzioni sommabili ri-
correndo al passo precedente e alle parti positiva e negativa.

3Per una dimostrazione si veda la sezione 1.7 del testo di Ash.
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La prima proposizione del teorema seguente mostra che le funzioni inte-
grabili a valori finiti formano uno spazio vettoriale reale e che I'integrale ¢ un
funzionale lineare su tale spazio; le ultime due assicurano invece che, data una
funzione sommabile f, 'applicazione A — [ 4 f dm ¢ una funzione d’insieme
finitamente additiva su A che si annulla su ogni insieme di misura nulla.

Teorema A.3.4 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) LINEARITA: Siano f, g funzioni sommabili e o, 3 numeri reali tali che
af + Bg risulti definita ovunque. Allora,

[+ pan=a [ fams [ g

ogniqualvolta non siano infiniti di segno opposto gli addendi che com-
paiono al secondo membro dell’uguaglianza;

(11) Siano m' una misura su A e f una funzione m-sommabile e m'-sommabi-
le. Allora, qualunque siano © numeri reali non negativi o e o/, si ha

/Qfd(oszra'm’):a/ﬂfdero//ﬂfdm’

ogniqualvolta non siano infiniti di segno opposto gli integrali che com-
paiono al secondo membro dell uguaglianza,

(111) ADDITIVITA: Sia [ una funzione sommabile. Allora,
/ fdm = fdm—+ fdm
A1UAo Ay As
qualunque siano gli insiemi disgiunti A; e As;

(w) Sia [ una funzione sommabile e m(A) = 0. Allora, [, fdm = 0 e
fﬂfdm:fAcfdm.

DIMOSTRAZIONE (i) Iniziamo col provare 1'uguaglianza fQ afdmn = an fdm. A tal
fine, supponiamo intanto « > 0. Allora, per il Lemma A.3.3(i),

/Q<af>+dm=/9af+dm:a/9f+dm

/Q(af)_dm:/gaf_dm:a/ﬂf_dm.
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Conseguentemente, o f € una funzione sommabile e riesce

/Qafdm:a/ﬂﬁdm—a/Qf*dmza[/Qﬁdm—/Qf*dm}:a/Qfdm.

Assumiamo infine a < 0. Allora, sempre per il Lemma A.3.3(i),

/Q(afﬁdmz/ﬂ(—a)f— dmz(—a)/Qf_ dm
[@nan= [ (o)t dm=(-a) [ r*dm

Quindi, af € una funzione sommabile e risulta

formetcn [ [l - ]

A questo punto, supposto che gli integrali [, f dm, [, gdm non siano infiniti di segno
opposto, basta verificare I'uguaglianza [, (f + g)dm = [, fdm + [, gdm. Osservato che
(fto T+ f+g =+ +fT+g" (f+9" <fT+gTe(f+tg <f +g,
dal Lemma A.3.3 otteniamo

/Q(f—&-g)erm—&—/Qf_dm—F/Qg_dmz/Q(f—kg)_dm—i-/QfJ“dm—&-/QgJ’dm (A.6)
/Q(f‘i‘g)erm S/Qerdm—&-/QgJ’dm (A7)

[ o an< [ ans [ gan (A8)

Se f e g sono integrabili, gli integrali delle parti positiva e negativa della funzione somma
sono, per (A.7) e (A.8), finiti e quindi la funzione somma risulta integrabile. Inoltre, per
(A.6),

/Q(f +g)dm = /Q(f +g)"dm — /Q(f +g)~dm

:(/Qﬁdm_/Qf*dm)ju(/ggmm—/ﬂg*dm):/Qfdm+/ﬂgdm.

Supposto ora, ad esempio, che f non sia integrabile, assumiamo intanto che risulti in-
finito I'integrale della sua parte positiva. Allora, gli integrali delle parti negative di f e
di g devono essere entrambi finiti (in caso contrario, si giungerebbe alla contraddizione
Jo fdm =+ocoe [,gdm = —oc0). Conseguentemente, per (A.8), integrale [,(f+g)~ dm
¢ finito e quindi la funzione somma risulta sommabile. Pertanto, tramite (A.6),

/Q(f+g)+dm=/ﬂ(f+g)‘dm+ (/Qf+dm—/9f‘dm)+(/gg+dm—/Qg—dm)

z/Q(f—&—g)_dm—F/Qfdm-i-/dim
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da cui otteniamo
[aim= ([ o an+ [ fan+ [ gaw)= [ (7+9)im

:/Qfdm—&-/ﬂgdm.

Se invece & infinito 'integrale della parte negativa di f, si procede in modo analogo (usando
(A.7) al posto di (A.8)).

(ii) Considerati due numeri reali a, o’ > 0, poniamo m” = am + «'m’. Supposto
che gli integrali del secondo membro dell’'uguaglianza non siano infiniti di segno opposto,
assumiamo intanto che f sia una funzione semplice non negativa. Riesce allora

/Q fam’ = Y yw"(f =y = 3 ylam({f = y}) + am'({f = y})]

yef() yef()
—a Y ym{f=yh+d Y ym'({f=y}) =a [ fdu+a' [ fdw'
yef(2) yef(Q) /Q /Q

Supponiamo ora f > 0. Considerata una successione (fy)p>1 di funzioni semplici non
negative tale che f, T f, otteniamo

/ fdm” = lim / fondm” = lim [a/ frndm + o// fn dm’}
Q n—+oo Jo n—-+00 Q Q
=a lim /fndm—l—o/ lim /fndm’:a/ fdm—l—o// fdm'.
n—-+oo Q n—-+o0o O Q Q

Sia infine f qualsiasi. Poiche

/Q frdm” = a /Q fTdm + o /Q FFdm’ (A.9)

/Qf_dm”:04/9f_alm—i—o//ﬂf_dm'7 (A.10)

f & m”-sommabile. Infatti, se gli integrali [, fTdm, [, f*dm’ sono entrambi finiti, per
(A.9) & finito pure l'integrale [, fTdm”. Se invece riesce, ad esempio, [, fTdm = +ooc,
sono entrambi finiti gli integrali fQ f~dm e fQ f~dm’ (in caso contrario, si giungerebbe
alla contraddizione [, fdm = +oc e [, fdm’ = —o0); allora, per (A.10) & pure finito
integrale [, f~dm”. In ogni caso quindi f & m”-sommabile. Inoltre, sempre per (A.9) e

(A.10),
/QfdeZ (Oé‘/ﬂf‘s'dm—l—o//ﬂf"'dm’)—(a/gf_dm—i—a'/ﬂf‘dm’)
:a(/ﬁf"'dm—/ﬁf‘dm)—a’(/ﬁf*‘dm'—/Qf_dm')

:a/ﬂfdm—i-a’/ﬂfdm’.
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(iii) Sia AN Az = 0. Allora, Ia,u4, = 14, +14, € gli integrali fﬂ fIa, dm, fQ fIa, dm
non possono essere infiniti di segno opposto (infatti, se risultasse, ad esempio, fQ fla, dm =
400, [o fIa,dm = —oco, si avrebbe, per il Lemma A.3.3(ii), +00 = [,(fIa,)" dm <
Jo [Tdm, 400 = [(fIa,)” dm < [, f~ dm e quindi si otterrebbe la contraddizione
Jo fTdm= [, f~dm = +00). Da (i) segue allora

/AluA2fdm/Q(fIAl +fIAQ)dm:/QfIAl dm+/QfIA2 dm = fdm+ fdm.

Ay Ag

(iv) Per provare I'annullamento dell’integrale, basta evidentemente verificarlo nel caso
f > 0. Considerata una successione (fy,),>1 di funzioni semplici non negative tale che
fn 1 f, la successione (fpla)n>1 € costituita da funzioni semplici non negative tali che
fada 1 fIa. Dal Lemma A.3.1(iii) si ha allora 0 = [, fuladm 1 [, fIadm e quindi
J4 fdm = 0. Ne segue, tramite (iii),

fdm:/ fdm:/fdm+ fdm = fdm.
Q AUA¢c A Ac Ac

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. | |

Il prossimo risultato identifica I'integrabilita di una funzione con quella del
suo valore assoluto; inoltre, mette in evidenza che l'integrabilita di una fun-
zione e assicurata qualora il suo valore assoluto sia dominato da qualche fun-
zione integrabile oppure, nel caso che la misura sia finita', dall’integrabilita
del suo quadrato.

Teorema A.3.5 Siano f,g funzioni Borel misurabili. Sussistono allora le
sequenti proposizioni:

(i) [ & sommabile se:
- f > g con g funzione sommabile tale che ngdm > —00;
- f < g con g funzione sommabile tale che fﬂgdm < 4005

(11) f ¢ integrabile se e solo se lo é il suo valore assoluto;
(111) f ¢ integrabile se |f| < g con g funzione integrabile;
(iv) fg ¢ integrabile se f2, g* sono integrabili;

(v) Sia la misura m finita. Allora, f é integrabile se lo ¢é il suo quadrato.
Inoltre, ogni funzione limitata é integrabile.

M Cioe, a valori finiti o, equivalentemente per la monotonia della misura, che assuma
valore finito sull’insieme ambiente.
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DIMOSTRAZIONE (i) Poiche le dimostrazioni nei due casi sono simili, ci limitiamo a con-
siderare quella relativa al primo. Sia dunque f > g e ngdm > —oo. Allora, f~ < g~ e
Jo 9~ dm < +o00. Ne segue, per il Lemma A.3.3(ii), [, f~ dm < [, ¢~ dm < +oc e quindi
la sommabilita di f.

(ii) Basta osservare che, per la linearita dell’integrale, fQ |f|dm = fQ(f+ +f7)dm =

Jo fTdm+ [, f~ dm.

(iii) Segue da (ii), osservato che, per il Lemma A.3.3(ii), [, |f|dm < [, gdm < +ooc.

(iv) Siano f2, ¢g* integrabili. Allora, per la linearita dell'integrale, [,,(f* + g*)dm =
Jo /2 dm+ [, g* dm < 400 e quindi anche f2+¢? & integrabile. Ora, dalla 0 < (|f|—|g])* =
f?2=2|fgl +¢?siha|fg| < @ < f? + ¢2. Ne segue, tramite (iii), Pintegrabilita di fg.

(v) Supposto m finita, sia intanto f? integrabile. Notato che fQ I dm = fQ Igdm =
m(2) < 400, da (iv) otteniamo lintegrabilita di f = fIg. Sia infine f limitata. Esiste
allora n tale che |f| < n = nlq. Osservato che [, nlgdm = nm(Q) < +oo, da (iii) segue
I'integrabilita di f. |

L’ultima proposizione del Teorema A.3.4 mette in evidenza che gli insiemi
di misura nulla sono importanti nella teoria dell’integrazione per la curiosa
ragione che possono essere “ignorati” ai fini del calcolo degli integrali. Viene
allora naturale chiamare m-trascurabile (in breve trascurabile) ogni sot-
toinsieme S di €2 per il quale esista un insieme A O S tale che m(A) = 0;
chiaramente, sono trascurabili, oltre all’insieme vuoto, i sottoinsiemi di un
insieme trascurabile e, per il Teorema A.1.3(ix), I'unione di una famiglia
discreta di insiemi trascurabili; inoltre, per la monotonia della misura, un
elemento di A e trascurabile se e solo se ¢ di misura nulla. Diremo infine
che una proprieta P o una relazione binaria =<, riguardanti applicazioni di
dominio €, sussiste m-quasi ovunque (in breve quasi ovunque) se il suo
campo di validita include il complementare di un insieme trascurabile; inol-
tre, per indicare tale situazione, useremo, rispettivamente, le notazioni P
(m-q.0.) e < (m-q.0.). Cosi, ad esempio, scriveremo:
- f finita (m-q.0.), se I'insieme {|f| = 400} & trascurabile;
- f < g (m-q.0.), se I'insieme {f > g} & trascurabile;
- f < g (m-q.0.), se l'insieme {f > g} & trascurabile;
- f =g (m-q.0.), se 'insieme {f # g} & trascurabile;'®

13

5Le relazioni “= (m-q.0.)” di uguaglianza quasi ovunque e “< (m-q.0.)” di quasi
ovunque minore di sono, come facilmente si verifica, rispettivamente la parte simmetrica
e quella asimmetrica del preordinamento < (m-q.0.). Per quanto riguarda le proprieta
dell’'uguaglianza quasi ovunque, ¢ facile verificare che, se f, = g, (m-q.0.) (n > 1), si ha
ST fi= S0y g (o), T, fi = [Ty 95 (m-q.0.) per ogni m e afi = ag; (m-.o.
per ogni a € R*; inoltre, g, — f (m-q.0.), se f, — f (m-q.0.).
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[

- lim f, (m-q.0.), se 'insieme Af e trascurabile;

n—-+00

- fu — [ (m-q.0.), se l'insieme {f, — f}° & trascurabile;
- fu 1 f (m-q.0.), se 'insieme {w € Q: = (fu(w) T f(w))} & trascurabile.

Il teorema successivo fornisce ulteriori proprieta dell’integrale di Lebesgue.
In particolare, la prima proposizione assicura che l'integrale ¢ un funzionale
monotono rispetto al preordinamento < (m-q.0.); la seconda che funzioni
Borel misurabili uguali quasi ovunque sono identificabili dal punto di vista
dell’integrazione, nel senso che una ¢ sommabile se e solo se ne e 'altra e,
in tal caso, i due integrali coincidono; 'ultima che una funzione integrabile e
finita quasi ovunque.

Teorema A.3.6 Sia f una funzione sommabile. Sussistono allora le sequenti
ProposiZioni:

(i) MONOTONIA: [, gdm < [, fdm, se g < f (m-q.0.) e g & sommabile;
(i) [og9dm = [, fdm, se f =g (m-q.0.) eg é Borel misurabile;
(1i1) |fQ fdm‘ < Jo |f] dm;
(w) m(A)inf f(A) < [, fdm < m(A)sup f(A) per ogni A';
(v) Se f>0¢e [, fdm=0, allora f =0 (m-q.0.);
(vi) Sem(A) >0 e f(w) >0 per ogni w € A, allora [, fdm > 0;
(vii) Se f e integrabile, allora f ¢é finita quasi ovunque.
DIMOSTRAZIONE (i) Sia g una funzione sommabile tale che m({g > f}) = 0. Allora,

posto Ay = {g < f}, riesce gla, < fIa, e m(Af) = 0. Osservato che (gla,)" < (fIa,)"
e (gla,)” > (f1a,)”, dal Teorema A.3.4(iv) otteniamo

/gdm=/ gdm:/(91A1)+dm—/(QIA1)7dm
Q Aq Q Q

< [rnaytan = [ (72 dm - Alfdm:/gfdm-

(ii) Sia g una funzione Borel misurabile tale che m({f # g}) = 0. Allora, f < g
(m-q.0.), f > ¢ (m-q.0.) e quindi, per (i), basta verificare la sommabilitd di g. Poiche
f & sommabile, gli integrali delle relative parti positiva e negativa non sono entrambi
infiniti. Supposto finito, ad esempio, quello della parte positiva, proviamo che [, g7 dm <

16Ricordiamo che questa proposizione ¢ nota come teorema della media integrale.
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Jo fTdm. A tal fine, tenuto conto di (i), basta constatare che f* = g* (m-q.0.). Ora,
osservato che {ft # gt} = {max(0, f) # max(0,9)} C {f # g}, dalla monotonia della

misura otteniamo m({fT # ¢g*}) <m{{f # g}) = 0.
(iii) Dalla —|f] < f <|f], tramite (i) e la linearita dell’integrale, si ha

- [1stam= [ <iflam< [ pam< [ ifim

e quindi | [, f dm| < [, | f| dm.

(iv) Poiche le disuguaglianze m(A)inf f(A) < [, fdm, [, fdm < m(A)sup f(A) si
provano in modo analogo, ci limitiamo a verificare la prima. Per il Teorema A.3.4(iv)
possiamo supporre m(A) > 0 e quindi anche inf f(A) > —oo. Allora, per la linearita
dell'integrale, inf f(A)m(A) = inf f(A) [, Tadm = [ inf f(A) I4dm. Ne segue, tenuto
conto di inf f(A)I4 < f14 e (i), inf f(A)m(A) < [, fladm = [, fdm.

(v) Sia f > 0e [, fdm = 0. Posto A = {f > 0} supponiamo (per assurdo) m(A4) > 0.
Osservato che la successione non decrescente A, = {f > 2} (n > 1) ¢ tale che A =
U,,>1 An, dalla continuita dal basso della misura si ha m(A4,) T m(A4). Ne segue che esiste

k tale che m(Ay) > 0. Considerata allora la funzione semplice g = % 14, , otteniamo g < f
da cui, tramite (i), si ha la contraddizione 0 = [, fdm > [, gdm = + m(Ay) > 0.

(vi) Supposto m(A) > 0 e f(w) > 0 per ogni w € A, assumiamo (per assurdo)
Jo fIadm = [, fdm = 0. Poiche fI4 >0, da (v) si ha fI4 =0 (m-q.0.). Osservato che
A ={fI4 # 0}, otteniamo allora la contraddizione 0 < m(A) = m({fI4 # 0}) =0.

(vii) Sia f integrabile. Allora, per il Teorema A.3.5(ii), & pure integrabile il suo valore
assoluto. Posto A = {|f| = +oo}, assumiamo (per assurdo) m(A) > 0. Considerata la
funzione semplice g = +00 14, otteniamo g < |f| e quindi, tramite (i), la contraddizione

400 = +oom(A) = [, gdm < [, |f|dm < 4oo0. [ |

A.3.3 Proprieta di convergenza

In questa sezione proviamo tre fondamentali teoremi di convergenza per
I'integrale di Lebesgue che trovano applicazione in tutti i campi che fanno
uso di modelli statistici o probabilistici. Iniziamo con quello che fornisce una
generalizzazione del Lemma A.3.2.

Teorema A.3.7 (della convergenza monotona) Sia (f,),>1 una succes-
sione di funzioni Borel misurabili tale che f; > 0 (m-q.0.) e f, T f. Allora,

f >0 (m-qo.) e [, fadm T [, fdm.

DIMOSTRAZIONE Poiche l'insieme { f; < 0} & trascurabile, si ha f > 0 (m-q.0.) in quanto
{f < 0} C {fi < 0}; inoltre, posto A = (),~;{fn > 0} e osservato che {f1 > 0} C A,
otteniamo A¢ C {f; < 0} e quindi anche A€ & un insieme trascurabile. Conseguentemente,
posto f=fIae fn= fula per ognin, risulta f = f (m-q.0.), folfefo=/fn (m-q.0.),
fn > 0 per ogni n. Allora, per il Teorema A.3.6(ii), f, fn (n > 1) sono funzioni sommabili
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tali che [, fdm = [, fdme Jo fndm = [, fn dm per ogni n. Basta quindi verificare che
Jo fadm T [, fdm.

Notato che, per la monotonia dell’integrale, ( fQ fn dm),>1 € una successione non de-
crescente tale che li51_1 fﬂ fndm < fﬂ f dm, proviamo la disuguaglianza opposta. A tal
n—-+oo

f . sideri 3 s di f s lici . (m)
ne, per ogni m consideriamo una successione di runzionl semplicl non negatlve (fn )nzl

tale che fy(Lm) 1 fyn come n — 4o00. Posto allora g, = max fT(Lm) per ogni n, otteniamo che
m<n

(gn)n>1 € una successione non decrescente di funzioni semplici non negative tale che

S <gn < max fu=fu < (m<nin>1). (A.11)
Si ha pertanto f, = lim f,(Lm) < lim g, < f. Passando al limite per m — +oo,
n—-+o00 n—-+oo

riesce allora g, T f Ne segue, per il Lemma A.3.2, fQ gndm T fQ fdm. Notato infine
che, per la monotonia dell’integrale e (A.11), [, gn dm < [, f,, dm per ogni n, otteniamo

fg fdm = nllfrl-loo fQ gn dm < nEIJ,I-loo fQ fn dm. n

Il prossimo teorema di convergenza assicura l'invertibilita dell’operatore
d’integrazione con quello di serie nel caso di funzioni integrande non negative.

Teorema A.3.8 (d’integrazione per serie) Siano (f,),>1 una successio-
ne di funzioni Borel misurabili non negative e (ou,)n>1 una successione di
numeri reali non negatwi. Allora, [o >, o1 anf dm =" o ay [, fodm.

DiMOSTRAZIONE Procedendo per induzione su n otteniamo che I'uguaglianza

/Qiaifidmiai/ﬂfidm

sussiste qualunque sia n (la base dell’induzione “n = 1” & banale e il passo induttivo segue
dalla linearita dell'integrale). Dalla 0 < >"7" | a;fi T >, <1 @nfn per n — +oo si ha allora

/Qzanfndmzngrfmﬁgaifidm:ng@mgai/ﬂfidmzZan/ﬂfndm

n>1 n>1

tenuto conto del teorema della convergenza monotona. |

Osservazione A.3.9 Nel caso particolare delle misure di conteggio indotte
da insiemi discreti, possiamo ottenere, mediante il Teorema A.3.6(ii) e quello
d’integrazione per serie, la seguente interessante e utile connessione tra l'inte-
grale di Lebesgue e le serie numeriche. Dato un insieme discreto S C €2 avente
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N < 400 elementi, sia f : 2 — R* una funzione y,-sommabile. Considerata
allora una numerazione si, S, ... di S, riesce

N N N N

[ 1 =306 =3 £ ) = Y5 e+ S () (A2

L i=1 i=1 i=1 i=1
e quindi, qualora sia N = +o00, l'integrale puo essere calcolato sommando
le serie dei valori, rispettivamente, positivi e negativi della restrizione f‘ 5
Conseguentemente, sussiste 1'uguaglianza [, fdv, = >, -, f(sn) ogniqual-
volta la serie numerica ) -, f(s,) risulti permutabile, come avviene quando
f & di segno costante (serie a termini positivi) oppure ¢ 74-integrabile (serie
assolutamente convergente).

Per provare (A.12), assumiamo intanto f > 0. Postog = > o, f(sn) (s}
otteniamo g = f (74-q.0.) e quindi, per il Teorema A.3.6(ii),

/Qfdvs =/di’ys Z/Qéf(si)f{si} dvg

N N
=3 fs) [ Ty, = Zf Jo((s) = 3 f(s)
=1 i=1
Sia ora f qualsiasi. Osservato che [, fTdy, = SN (s e [of dvs =
SV f(si), dalla definizione dell’integrale si ha (A.12). ¢

Il risultato successivo fornisce due disuguaglianze riguardanti, rispetti-
vamente, l'integrale del minimo-limite e quello del massimo-limite di una
successione di funzioni Borel misurabili.

Lemma A.3.10 (di Fatou) Sia (f,)n>1 una successione di funzioni Borel
misurabili. Risulta allora:

(i) [q I%Tigoff" dm < lrlzriligof Jo fadm, se f, >0 per ogni n;

7 limsup f,, dm > lim sup ndm, se f, < g per ognin e g ¢ integra-
Q Q Y g g g

n—-4o00 n—-4o00

bile.
DiMOSTRAZIONE (i) Posto g, = ir;f fm > 0 per ogni n, otteniamo f, > g, (n > 1)
m>n

e gn T l;g +1I;Of fn- Allora, per la monotonia dell’integrale e il teorema della convergenza

monotona,

/ liminf f, dm = lim gn dm = lim inf/ gn dm < lim 1nf/ fndm.
Q Q

n—-+o0o n—-—+oo Q n—-+4o0o n—-+00
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(ii) Posto g, = g — fn > 0 per ogni n, otteniamo hm 1nf gn = g — limsup f,,. Inoltre,

n—-+oo

per la linearita dell'integrale, [, g, dm = [, gdm — fQ fn dm per ogni n e quindi

liminf/gndm:/gdm—limsup/fndm.
n—=too Jo Q n—+oo0 JQ

Usando ancora la linearita dell’integrale, tramite (i), si ha allora

/gdm— limsupfndm:/(g—limsupfn)dm:/liminfgndm
Q Q Q

Q n——+oo n—+o00 n—+oo

gliminf/gndm:/gdm—limsup/fndm
Q Q

n—+oo [o n—-+o00

e quindi la tesi. |

I1 seguente celebre teorema di convergenza (dovuto a Henri Lebesgue) &
senza alcun dubbio una delle “pietre miliari” della teoria dell’integrazione
e viene usualmente citato per evidenziare la “superiorita” dell’integrale di
Lebesgue rispetto a quello classico di Riemann.

Teorema A.3.11 (della convergenza dominata) Sia (f,),>1 una succes-
stone di funzioni Borel misurabili tale che f, — f. Inoltre, sia g una funzione
integrabile tale che |f,| < g (m-q.0.) per ogni n. Allora, f, f, (n > 1) sono
integrabili e si ha fQ fndm — fﬂ fdm.

DIMOSTRAZIONE  Per il Teorema A.3.6(vii), g & finita quasi ovunque, cio¢ {|g| = +oo} &
un insieme trascurabile. Posto allora A = {|g| < +00} N(,>1{|fn] < g}, anche l'insieme
A = {lg] = +oo} UU, 51 {|fa] > g} & trascurabile, tenito conto che I'insieme {|f,| > g}

¢ trascurabile per ogni n. Conseguentemente, posto fn = fnla per ogni n e f = fla,
risulta fn, = fa (m-q.0.) per ogni n e f=7f (m-q.0.). Per il Teorema A.3.6(ii), basta
quindi verificare che f, f,, (n > 1) sono funzioni integrabili e che [, frndm — Jo fdm.
Ora, posto § = gla, si ha § = g (m-q.0.) e quindi, per il Teorema A.3.6(ii), g ¢
integrabile; inoltre, dalle fn — f e |fal < g per ogni n, otteniamo |f| < §. Ne segue,
|f fn\ < |f| + \fn| < 2g per ogni n e, per il Teorema A 3.5(iii), l'integrabilita di f e di
frn (n > 1). Osservato infine che la funmone 2g ¢ integrabile, dalla linearita dell’integrale,

dal Teorema A.3.6(iii) e dalla proposizione (ii) del lemma di Fatou, si ha

0 < liminf fdm — fn dm| < limsup / fdm— [ fa dm’
Q Q

n—+00 n— oo

:limsup’/ f- fn ) dm <hmsup/ \fffn\dm

n—-+o0o n—-+o0o

g/limsup|f—fn|dm:/ lim |f — fu]dm =0
Q Qn—>+oo

n—-+4oo

e quindi lirf ’fgfdm - /5 fn dm|= 0, ciot [, frn dm — fodm. [ |
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Osservazione A.3.12 Qualora non sussista l'ipotesi “g funzione integrabile
e|fnl < g (m-q.0.) perognin”, puod avvenire che la convergenza degli integra-
li venga a mancare. Posto infatti 2 =[0,1], A=BNQem= )“A’ sia f, la
funzione A-Borel misurabile cosi definita:

2n’x se0 <z < %
falz) =q —2n*z+2n sez;-<a<i (n>1).
0 se % <zr<l1
Allora, f, — f = Iy, fol fn(x) dz = 5 per ognin e fol f(z)dz = 0. ¢

Concludiamo la sezione fornendo delle condizioni che consentono l'inverti-
bilita dell’operatore di derivazione con quello d’integrazione.

Teorema A.3.13 (di derivazione sotto il segno d’integrale) Siano §2
un intervallo (limitato o no) della retta reale, A la traccia di B su €2 e m una
misura finita. Sia inoltre f : O? — R una funzione continua con derivata
parziale rispetto alla seconda variabile continua. Riesca infine integrabile la
funzione f(-,t) per ogni t € Q. Allora,

[%Af(w,t)m(dw)](to) —/Q%(w,to)m(dw)

per ogni ty € §2.

DIMOSTRAZIONE  Sia F(t) = [, f(w,t) m(dw) per ogni ¢t € Q. Dato ty € €, assumiamo
intanto to < sup 2. Sia allora (e,),>1 una successione decrescente di numeri reali positivi
tale che ty + ¢, € Q per ogni n e ¢, — 0. Considerato il rapporto incrementale di F
corrispondente all’incremento €, e relativo al punto tg, dalla linearita dell’integrale si ha

Flto+en) — Flto) _ /Qf(w’to + en) m(dw) —/Qf(wato)m(dw)

€n €n

:/ flwtoten) = flonto) oy (A.13)
9] 671,

Ora, qualunque sia w € Q, la funzione g = f(w, -) & derivabile nell’intervallo [to, to+€1];
inoltre, la derivata ¢'(t) = %(w,t) ¢, per lipotesi di continuita della derivata parziale,
limitata su tale intervallo. Esiste quindi k£ > 0 tale che |¢(t)| < k per ogni ¢ € [to, to + €1].
Allora, posto

Rn(w;to) _ f(o.),to + en) - f(wa tO) _ g(tO + 6n) - g(tO)

€n €n
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e osservato che [to, to + €,] C [to, to + €1], per il teorema di Lagrange esiste t' € [to, to + €]
tale che |Ry,(w;to)| = 14¢'(¢') | < k.

Conseguentemente, la successione (R, (+;t0))n>1 € costituita da funzioni continue tutte
dominate dalla funzione costante di valore k. Notato che, per il Teorema A.2.3(i), le
funzioni della successione sono Borel misurabili, dal teorema della convergenza dominata
otteniamo che la funzione limite %(~, to) = nEI}rlooRn(g to) ¢ integrabile e riesce

n—-—+oo n—-—+00

. _ Y . _ [of
lim QRn(w,to)m(dw)—/Q lim Rn(w,to)m(dw)—/Qa(w,to)m(dw).

Ne segue, tramite (A.13),

i Floten) = Flto) _ [0F .
n—-4oo €n Q ot

Tenuto infine conto dell’arbitrarieta della successione (e, )n>1, otteniamo che per la derivata

destra (‘i—f)Jr si ha

(C;—f)+(to):/ﬂg—{(w,to)m(dw).

Supponiamo ora ty > inf (). Possiamo allora provare, con argomentazioni analoghe, che la

derivata sinistra (ﬂ) " verifica I'uguaglianza

dt
() o) = [ St to) i)

Riesce quindi F'(to) = [, %(w, to) m(dw). [ ]

A.4 Misure definite tramite funzioni

In questa sezione introduciamo due particolari tipi di misure (di fondamentale
importanza per il calcolo delle probabilita e le sue applicazioni) e stabiliamo
le regole di calcolo dei relativi integrali.

Iniziamo col considerare un’applicazione 7 : Q — ' che sia (A, A')-
misurabile. Possiamo allora introdurre la misura m, su A’ cosi definita:

mr(A") =m(7'(A) =m({r € A'})

per ogni A, detta misura immagine di m mediante 7. Per constatare
che siamo effettivamente in presenza di una misura basta osservare che, data
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una successione disgiunta (AJ,),>1, si ha

m ([ A,) = m(rH((J 4))

n>1 n>1

=m(| 771 (4) =D m(r 1 (4)) =D m(4)),
n>1 n>1 n>1
notato che ({7 € A’ }),>1 ¢ una successione disgiunta.

Il prossimo teorema mostra come l'integrazione rispetto alla misura im-
magine possa essere ricondotta a quella rispetto alla misura originaria. In-
tendendo la relazione w’ = 7(w) come un “cambio di variabile” di w con W',
il risultato puo anche essere inteso come un teorema sul cambiamento delle
variabili nell’integrale di Lebesgue.

Teorema A.4.1 (della misura immagine) Sia f : Q' — R* una funzione
A’-Borel misurabile. Allora, f é m,.-sommabile se e solo se la funzione com-
posta f(7) é m-sommabile. Inoltre, nel caso di sommabilita, si ha

. fdm, = /{TGA,} f(7)dm

DIMOSTRAZIONE Dato A’, assumiamo intanto f = I4» con A” € A’. Allora

per ogni A’

1 sert(w)e A’
0 se7(w)gA” = I{reany(w)

per ogni w € £ e quindi

fdm, = / Tanlg dm, = mT(A" N A/) = m(Tﬁl(A” N A/))
A/ ’

= Hl(Til(AH) n Tﬁl(A/)) = / I{TEA”} I{TEA’} dm = I{TEA”} dm
Ql

{reA’}
_ / () dm.
{reA’}

Sia ora f una funzione semplice non negativa. Dalla linearita dell’integrale otteniamo

//fme:/Q/( > yly=p)lardme = 3 / Iip=yy dms

yef(«) yef ()

= /{TGA}I{f y}(7) dm = /{ (> yls=y)(r)dm

y€f(9 ) TEA} yer()

- / f(r) dm.
{reA’}
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Sia ora f > 0. Considerata una successione (f,)n>1 di funzioni A’-semplici non negative

tale che f, T f, siha 0 < folar T fIar e 0 < fo(7) T f(7). Allora, poiche (f,(7))n>1
¢ una successione di funzioni Borel misurabili, dal teorema della convergenza monotona
otteniamo

A’ n—-+oo n—-+4oo

:/ T) dm.
{reA’'}
Sia infine f qualsiasi. Dalle f(7)* = f*(7) e f(r)” = f~(7) risulta
Tdm, = T(r)dm = *dm
/' f /{TEA/} f (T) /{TGA'} f(T)

[ dm - /{ gy = /{ g Jm

e quindi, essendo A’ del tutto arbitrario, la m,-sommabilita di f equivale alla m-sommabilita
di f(7). Riesce inoltre

dm, = lim ndm, = lim n(T)dm = lim f,(7)dm
f | s [ et = Fal)
f(

fdm, = frdm, — fTdm;
A A Al

:/ f(r)t dm — f(r)”dm = fdm
{reA’} {reA’} {reA’}

nel caso di sommabilita. [ |

Nel corollario seguente forniamo, con riferimento alla misura di Lebesgue
unidimensionale, la formula di trasformazione dell’integrale di Lebesgue rela-
tiva ai cambi di variabile di tipo affine.

Corollario A.4.2 Sia f : R — R* una funzione Borel misurabile. Allora,
considerata la trasformazione affine non degenere T : x — ax + b della retta
reale, la funzione f é \.-sommabile se e solo se la funzione composta f(7) é
A-sommabile. Inoltre, nel caso di sommabilita, risulta

/f(x) dex = |a|/ flax +b)dz
B 1(B-b)

per ogni boreliano B # (0'7.

17 Avendo posto, qualunque siano i numeri reali a, b e il sottoinsieme non vuoto S della
retta reale, a S+ b = {ax + b : € S}. Ricordato che la o-algebra di Borel & chiusa per
trasformazioni affini (Esempio A.1.1(iv)), a B + b € B per ogni boreliano B # .



A.4. MISURE DEFINITE TRAMITE FUNZIONI 153

DIMOSTRAZIONE ~ Sia B # () un boreliano. Allora, 7=(B) = $ (B — b) da cui ottenia-
mo, per 'Esempio A.1.2(i), A\ (B) = A(77}(B)) = ﬁ)\(B) e quindi, per il Teorema

A34(i), [ fdA = ﬁ [ fdX. Ne segue, tramite il teorema precedente, \%I Jp fdXx =
f% (B_b)f(ax-i-b)dm. m

Passando all’altro tipo di misura, consideriamo una funzione Borel misu-
rabile g : 2 — [0, +00]. Possiamo allora introdurre la misura g *m su A cosi
definita:

g*m(A)Z/Agdm

per ogni A, detta misura di densita g rispetto alla misura (di riferi-
mento) m. Per constatare che siamo effettivamente in presenza di una
misura basta osservare che g x m()) = fmgdm = 0 e che, data una suc-
cessione disgiunta (A, ),>1, dal teorema d’integrazione per serie otteniamo

g*m(UAn):/ ) gdm:/QgIUWlAndm:/Qg Z[A" dm

n>1 Un>1 An n>1
:Z/glAndm:Z/ gdm:Zg*m(An).
n>178 n>1 Y 4n n>1

Il prossimo teorema mostra come l'integrazione rispetto ad una misura
definita da una densita possa essere ricondotta a quella rispetto alla misura
di riferimento.

Teorema A.4.3 Sia f una funzione Borel misurabile. Allora, f é g * m-
sommabile se e solo se fg ¢ m-sommabile. Inoltre, nel caso di sommabilita,
fodg*m: fogdm.

DIMOSTRAZIONE Sia intanto f una funzione semplice non negativa. Dalla linearita del-
I’integrale risulta allora

/Qfdg*m= > ygxm({f=y})

yef(Q)
= > y/f{f:y}gdm=/( > yf{f:y})gdmZ/fgdm
yef(@) 7O @ yer@) @

Sia ora f > 0. Considerata una successione (fy)n>1 di funzioni semplici non negative tale
che f, T f e osservato che fn,g 1 fg e che (fng)n>1 € una successione di funzioni Borel
misurabili non negative, dal teorema della convergenza monotona otteniamo

/fdg*m: lim /fndg*m: lim /fngdm:/( lim fn)gdm:/fgdm.
Q n—+o00 Jo n—+oo Jo Q n—+oo Q
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Sia infine f qualsiasi. Allora,

| rragsm= [ roan= [ (7" do
[ dgem= [ fgdn= [ (70 im

e quindi f ¢ g * m-sommabile se e solo se fg ¢ m-sommabile. Riesce inoltre

/fdg*m /f*dg*mf/f dg* m = /ngrdmf/ (fg)~ dm—/fgdm

nel caso di sommabilita.

Sia ora g : Q — [0, +00] una funzione Borel misurabile. Allora, se § = ¢
(m-q.0.), dal Teorema A.3.6(ii) risulta g *x m = g * m. Il teorema seguente
assicura che sussiste anche il viceversa se la misura m ¢ o-finita, cioe se
esiste una partizione discreta (A,),>1 di © con m(A,) < +oo per ogni n'®.

Teorema A.4.4 Siano m una misura o-finita e f, f due funzioni sommabili
tali che [, fdm < [ f dm per ogni A. Allora, f < f (m-q.0.). In particolare,

f=f (m-qo.), se fAfdm—fAfdm per ogni A.

DIMOSTRAZIONE ~ Assumiamo intanto che la misura sia finita. Supposto (per assurdo)
m({f < f}) > 0 e considerata una numerazione ¢i,qo,... dei numeri razionali, dalla
subadditivita della misura otteniamo

0<m({f <) =m(U{f <aa < 1)< Y m{f <au < F})

n>1 n>1

e quindi esiste n tale che m({f < ¢, < f}) > 0. Posto A = {f < ¢, < f}, si ha
fIa < qnla < fI4. Dall’additivita e monotonia dell’integrale riesce allora

—oo<qnm(A):/anAdmg/fIAdm:/fdm

Q Q A

+oo>qnm(A):/anAdm2/fIAdm:/fdm.
Q Q A

Ne segue, tramite il Teorema A.3.6(vi) e la linearita dellintegrale, la contraddizione 0 >
Jyfdm— [, fdn= [,(f— f)dm > 0.

Sia ora la misura o-finita. Esiste dunque una partizione discreta (Ay),>1 di € con
m(A,) < 400 per ogni n. Conseguentemente, la restrizione m,, di m sulla traccia ANA,, C
A di A su A,, ¢ una misura finita tale che

[ Ay, = [ Fam< [ fim= [ ],

18Esempi di misure o-finite sono le misure finite, la misura di Lebesgue unidimensionale
e le misure di conteggio indotte da insiemi discreti.
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per ogni Ae AN A,. Ne segue, per la prima parte della dimostrazione, f‘An < f|An
(my,-q.0.). Esiste quindi A, € AN A, tale che m(A,) = m,(A,) =0 ef(w) < f(w) per
ogni w € Ay, \ A,. Allora, per 'arbitrarieta di n, I'insieme A = |J,,~; An € trascurabile;
inoltre, dato w ¢ A, esiste m tale che w € A,, \ A ((4,)n>1 € una partizione!) da cui
otteniamo w € A, N(,>; A = MNys1(Am N AC) = A, \ Ay, e quindi f(w) < f(w).
Conseguentemente, f < f (m-q.0.).

L’ultima parte della tesi segue ora immediatamente da quanto appena provato. |

A.5 Misura prodotto

Dato un insieme non vuoto €2;, siano A; una o algebra su €2; e m; una misura
o-finita su A; (i = 1,2). Considerate, per ogni sottoinsieme S del prodotto
cartesiano €2 = (); X )y, la sezione di S relativa a w; € ();:

S(wy) = {ws € Qs : (wy,wy) € S}
e la sezione di S relativa a w, € ()y:
S(u.)g) = {wl € Ql . (wl,wg) € S},

introduciamo in questa sezione, proseguendo nella presentazione di alcune
misure notevoli, una misura (definita su una opportuna o-algebra del prodotto
cartesiano) che verifica le seguenti due proprieta (suggerite dalla nozione di
area delle figure piane e del relativo Principio di Cavalieri):

(a) la misura di un “rettangolo” A; x Ay avente “base” A; € A; e “altezza”
A, € A, ¢ uguale al prodotto my(A;) ma(As);

(b) due insiemi misurabili Ay, Ay di 2 hanno misura uguale se, per qualche
i € {1,2}, danno luogo a sezioni di misura uguale in corrispondenza ad
ogni scelta dell’elemento che le individua in €;, cioe se m;(A4;(w;)) =

m;(Az(w;)) (j # @) per ogni w; € ;.

Per quanto riguarda la o-algebra di riferimento A su €2, la identifichiamo con
la o-algebra prodotto 4; ® A; (di A; e As), cioe con la o-algebra generata
dalla famiglia chiusa per intersezioni finite R = {A; x Ay : A; € A; (1 =1,2)}
dei rettangoli misurabili (di Q).

197a chiusura per intersezioni finite ¢ evidente osservato che (A; x Ag) N (A} x A}) =
(A1 NA]) x (A2 NAS) € R per ogni A;, AL € A; (i =1,2).
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Il risultato seguente collega la Borel misurabilita rispetto alla o-algebra
prodotto con quelle rispetto alle o-algebre A; e Ajs; in particolare, assicura
che le restrizioni di una funzione A; ® As-Borel misurabile su “rette paral-
lele all’asse” 2; sono A;-Borel misurabili (i = 1,2). Per non appesantire
I’esposizione, denotiamo con w;, A; elementi generici, rispettivamente, di €2;
e A; (i = 1,2) e assumiamo che 4, j rappresentino (limitatamente a questa
sezione) elementi distinti di {1,2}.

Lemma A.5.1 Sussistono le sequenti proposizioni:
(1) Sia A e Ay ® Ay. Allora, A(w;) € A; per ogni w; (i =1,2);

(11) Sia f una funzione Ay ® Ag-Borel misurabile. Allora, le restrizioni
f(wi,), f(-,wa) sono, rispettivamente, Ay-Borel misurabile e A;-Borel
misurabile qualunque sia w; (1 = 1,2);

(111) Sia f; una funzione A;-Borel misurabile. Allora, la funzione (wy,ws) +—
filw;) é Ay ® Ag-Borel misurabile (i = 1,2).

DIMOSTRAZIONE ~Osservato preliminarmente che, qualunque sia w; (¢ = 1,2), si ha

S°(ws) = S(ws)° (A.14)
() Sn) (i) = () Sulws), (| Sn)wi) = | Sulwi) (A.15)
Is() () =Is(wi,7),  Is(uy) () = Is(-;w2) (A.16)

per ogni S, S1, S5,... C Qe

E; sew;, €L}

6 seuw @B (A.17)

(E1 X E9)(w;) = {

per ogni By C ©y e Ey C Qg, consideriamo solo il caso i = 1, essendo la dimostrazione
relativa a ¢ = 2 del tutto analoga.

(i) Dato wy, sia F = {4 € A1 ® Ay : A(w1) € Ag}. Allora, per (A.14), (A.15) e
(A.17), F & una o-algebra includente i rettangoli misurabili. Conseguentemente, F 2D
oc(R)=A1 ® As e quindi F = A; @ As.

(i) Sia intanto f una funzione A; ® Az-semplice. Allora, f = >° ¢ Yl{r=y} ©
quindi, per (A.16), f(w1, ) = Zyef(ﬂ) ylip—yy(w1,-) = Zyef(Q) Yl =y} () (). Dunque,
f(w1,-) & Az-Borel misurabile in quanto combinazione lineare, per (i), di funzioni As-
Borel misurabili. Sia infine f qualsiasi. Considerata una successione (f,)n>1 di funzioni
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A1 ® Asg-semplici tale che f, — f, si ha f,(w1,-) — f(wi,-) e quindi f(w1,-) & As-Borel
misurabile in quanto limite di funzioni As-Borel misurabili.

(iil) Sia f7 : (w1,w2) — fi(wy). Allora, dato un boreliano B della retta reale ampliata,
siha {f] € B} = {(w1,w2) : f{(w1,w2) € B} = {(w1,w2) : fi(w1) € B} ={f1 € B} xQy €
A ® As. [ |

Ricordato che la misura m; e o-finita, consideriamo ora una partizione
(Ain)n>1 di §; tale che m;(A;,) < 400 per ogni n (i = 1,2). Allora, posto
Apm = Arn X Aoy, per ogni n e m, otteniamo che (A )nm>1 € una partizione
discreta di €2 formata da rettangoli misurabili. Siamo cosi in grado di provare
il lemma successivo che fornisce la proprieta chiave per la costruzione della
misura sulla g-algebra prodotto verificante le proprieta (a) e (b).

Lemma A.5.2 Sia A € Ay ® Ay. Allora, w; — m;(A(w;)) € una funzione
A;-Borel misurabile (i = 1,2).

DIMOSTRAZIONE Poiche le dimostrazioni per ¢ = 1 e ¢ = 2 sono simili, sviluppiamo
solo quella relativa a ¢ = 1. Posto fa : w; — ma(A(w;)) e considerata, per ogni n e m,

I’applicazione fj(é‘”m) twy — ma((AN Apm)(wr)), da (A.15) otteniamo

falwr) =ma((AN [ Awm)@1))=mo(( | (AN Aum))(w1))

n,m>1 n,m>1

=mo( | (AN Au)@)= 3 ma((AN A (@i)) = 3 F5™(wr)

n,m>1 n,m>1 n,m>1

per ogni wy. Allora, per il Teorema A.2.5(iv), basta constatare la A;-Borel misurabilita
delle funzioni fﬁlnm) per ogni n e m. A tal fine, fissati n, m e tenuto conto del Lemma

A.1.4, proviamo che la famiglia D = {A € 4; ® As : 1(47””) ¢ A;-Borel misurabile} & una
classe di Dynkin includente la famiglia R. Supposto A = A1 x Ay, da (A.17) si ha

5™ (@1) = mo((A N Appa) (1)) = ma ([(Ar N Ary) % (A2 N Azi)] (1))
= Moy (A2 n A2m) IAlﬁAln (wl)

per ogni w;. Ne segue, poiche A; N Ay, € Ay, la A;-Borel misurabilita di ﬁ‘”’") e quindi
AeD.
Sia ora A € D. Allora, fl(qnm) ¢ una funzione A;-Borel misurabile. Inoltre, dato w, da

(A.14), (A.15) e (A.17) otteniamo

(Ac N An’m)(wl) = A(wl)c N Anm(wl)

Agm \ (A(wl) n Agm) se wy € Aln

= Apm(w1) \ [A(w1) N Apm(w1)] = {@ \ 0 se wy & Ay
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e quindi, tramite ma(Ag,,) < +00, la monotonia della misura e il Teorema A.1.3(iii),

) () my ((Azm \ (A(w1) N Azm)) Ia,, (W1))

= [ma(Azm) = ma(A(w1) N Azi)] Tay, (@1) = ma(Agm) Tay, (w1) = 3 (w1)
ove l'ultima uguaglianza sussiste in forza di (A.17). Ne segue la A;-Borel misurabilita di
sz) e quindi A¢ € D.

Sia infine (Ag)r>1 una successione disgiunta in D. Allora,
misurabile qualunque sia k > 1. Inoltre, per (A.15),

TG 4y () = ma((Aun 0 | i) @0)= ma (U (4% 0 A ) (1)

f,(éxTn) ¢ una funzione A;-Borel

k>1 k>1
= ma (| (A N An)(@1))= > ma (A N Ap) (@1))= D FE7™ (1)
k>1 k>1 k>1
per ogni w;. Dunque, fg::) 4, © Ai-Borel misurabile e quindi U, 5, Ax € D. [ |
>1 g =

Il lemma appena provato consente di considerare sulla o-algebra prodotto
la misura m; X ms cosl definita:

my X my(A) = g my(A(wr)) my (dw)

per ogni A € A; ® A,, detta misura prodotto di m; e m,. Per constatare
che siamo in presenza di una misura basta osservare che m; x my(f)) = 0 e
che, per (A.15) e il teorema d’integrazione per serie,

m; X mz(U Ap) = / m2(U Ay (wr))my (dwr)

n>1 I n>1

:/Q S i (An(w)) i (den)
= my(Ap(wr)) my (dwi) = ~my x my(A,)

per ogni successione disgiunta (A, ),>1.

Il prossimo teorema assicura che la misura prodotto ¢ I'unica misura sulla
o-algebra prodotto che verifica le proprieta (a), (b) (e pertanto € o-finita in
quanto my X ma(A,,) = my(Ay,) mo(Ag,) < +00 per ogni n, m).

Teorema A.5.3 Risulta:
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(1) my x my(A; X Ag) = my (A1) ma(A2) per ogni Ay X Ay;
(i) my x my(A) = [, my(A(wz)) my(dwy) per ogni A € Ay @ Aj.

Inoltre, qualunque sia la misura m’ sulla o-algebra prodotto tale che m/|R =
m; X m2|R, riesce m’ = my; X ms.

DIMOSTRAZIONE (i) Da (A.17) otteniamo

mi X mg(Al X AQ) = /Q mQ((Al X Ag)(wl)) ml(dwl) = o mQ(AQ)IAl ml(dwl)

= 1m; (Al) mQ(AQ).

Proviamo ora l'unicitd della misura prodotto. Sia dunque m’ una misura sulla o-
algebra prodotto tale che m’ }R =my ><1n2‘ R Allora, ricordato che la famiglia dei rettangoli
misurabili ¢ chiusa per intersezioni finite e che, per (i), my X ma(Ay,.,) < 400 per ogni
n e m, dal criterio standard d’identita otteniamo che m’ e la misura prodotto coincidono
sulla o-algebra 0(R) = A1 ® As.

(ii) Per il Lemma A.5.2, possiamo considerare sulla o-algebra prodotto anche la fun-
zione d’insieme m” : A — sz my (A(wz)) ma(dws) che, con ragionamenti analoghi a quelli
fatti per la misura prodotto, risulta essere una misura coincidente con m; X msy sui ret-

tangoli misurabili. Ne segue, per I'unicita della misura prodotto, m” = m; X ms. |

I due teoremi seguenti sono ulteriori “pietre miliari” della teoria dell’inte-
grazione in quanto consentono di ridurre l'integrale doppio [, f dm; x m,*
di una qualsiasi funzione m; x my-sommabile f ad un integrale iterato come
pure di invertire 'ordine delle integrazioni successive (analogamente a quanto
avviene, nel caso dell’integrale doppio di Riemann, per una funzione continua
definita su un rettangolo [a, b] X [c, d] C R?).

Teorema A.5.4 (di Tonelli) Sia f una funzione Ay ® Ay-Borel misurabile
non negativa. Allora, per ogni Ay e Ao, le funzioni w; — ng f(wy,)dmy e
Wy — fAl f(-,ws) dmy sono, rispettivamente, A;-Borel misurabile e As-Borel
misurabile; inoltre, st ha

fdm1 X My = f(wl, ) dm2 ml(dwl)
A1><A2 A1< A2 >
= /A2< N (', WQ) dm1> mg(dwg).

*Indicato anche con la notazione [, f(wi,wz) my x my(dwy X dws).
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DIMOSTRAZIONE  Sia intanto A; = Q; (i = 1,2). Osservato che, per il Lemma A.5.1(ii),
possiamo considerare le funzioni J; : wq +— sz flwi,)dmy e Jy : wo +— le f(+, wa) dmy,
iniziamo col supporre f = I4. Allora, da (A.16), otteniamo

Ji(wi) = /Q TA(w;) dmj = mj(A(w;))

per ogni w; (i = 1,2). Ne segue, tramite il Lemma A.5.2, che J; & A;-Borel misurabile
(i =1,2). Inoltre, per definizione,

miy X IIlQ(A) = mg(A(wl)) my (dwl) = / Jl (wl) ml(dwl)
Ql Q1
e, per il Teorema A.5.3(ii),
m; X mg(A) = m; (A(wz)) mo(dwy) = Ja(w2) ma(dws).
Qo Q2

Risulta dunque [i, fdm; x my = le J1(w1) my (dwy) = sz Jo(wg) ma(dws).

Poiche da questo punto in poi le dimostrazioni per ¢ = 1 e i = 2 sono simili, sviluppia-
mo solo quella relativa al caso i = 1.
Sia ora f una funzione A; ® As-semplice non negativa. Dalla linearita dell’integrale risulta

Jl(w1):/ Z Yyl p—yy(wi,-) dmy = Z y/ Itp—yy(wi,-) dmy
2 yep(o) yer@) 7

per ogni wy. Ne segue la A;-Borel misurabilita in quanto J; ¢ combinazione lineare di
funzioni .4;-Borel misurabili. Sempre per la linearita dell’integrale si ha inoltre

/fdm1 X Mg = E y/ Ijy—yy dmy X my
Q Q
)

yef(Q
= Z y/ (/ I{f:y}(wl, ) dm2> ml(dwl)
yef(@) 7R
= / ( Z y / I{f:y}(w1,~) dm2> ml(dwl) = Jl(wl)ml(dwl).
Ql Qz Q1
yef(Q)

Sia infine f qualsiasi. Considerata una successione (fy,),>1 di funzioni A; ® As-semplici
non negative tale che f,, 1 f, si ha 0 < f,(w1,) 1 f(wi,-) e quindi, per il teorema
della convergenza monotona, 0 < sz frnlwi, ) dmg 7 sz f(wr,-)dms = Ji(wq). Pertanto,
essendo wj arbitrario, J; & A;-Borel misurabile in quanto limite di funzioni A;-Borel
misurabili. Sempre per il teorema della convergenza monotona otteniamo inoltre

/fdmlxmgz lim /fndmlxmg
Q Q

n—-+o0o

n—-+4oo

~ lim Q( szn(wl,-)dmg)ml(dwl):/ﬂl J1(wn) my (den).
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Siano ora Ay, Ay arbitrari. Dall'uguaglianza Ia; xa; (w1, w2) = Ia; (w1)Ia,(w2) valida
per ogni AL e w; (i = 1,2), risulta che In,f = Io, xa,f € In, f = In, xq,f sono funzioni
A1 ® As-Borel misurabili. Allora, per la prima parte della dimostrazione, le funzioni
w1 — fA2 flwi, ) dmy = fQQ In, f(w1,-) dmg e wo — fAl [ wa)dmy = le In, (o w2) dimyg
sono, rispettivamente, A;-Borel misurabile e As-Borel misurabile; inoltre, si ha

/ fdm; x mg = / Ip, A, fdmy X mg
A1><A2 Q

= /Q1 (/Qz IAlez(wlv')f(wla')de) m (dwr)
— /Q1 (/QZ IA2f(w1,~)dm2) Ip, (w1) my (dwy)

— /Al( N f(w1,~)dm2> m; (dws )

e, in modo analogo, [, ,, fdmi xmy = [, ([ f(-,w2)dmy) ma(dws). [ |

Teorema A.5.5 (di Fubini) Sia f una funzione m; xms-sommabile. Esisto-
no allora due insiems

Agf) C {wy : f(wy,+) & my-sommabile}

Agf) C {ws : f(-,ws) & my-sommabile}

tali che Agf) €A e mi((Agf))c): 0 (i = 1,2). Inoltre, per ogni A; (i = 1,2),
le funzioni:

ng (w1, ) dmy sewleAgf)

se wy & A§f)

fA1 Swy)dmy  sewsy € Agf)

se wy & Aéf)

gl:wl'—>

g2:(,(}2'—>

sono, rispettivamente, A;-Borel misurabile e Ay-Borel misurabile e tali che
fAleQ fdmy X my = fAl g1 dm; = fA2 g2 dms.

DIiMOSTRAZIONE Essendo le dimostrazioni per ¢« = 1 e ¢ = 2 simili, sviluppiamo solo
quella relativa al caso ¢ = 1. Poiche f € m; x mg-sommabile, gli integrali delle sue parti

positiva e negativa non possono essere entrambi infiniti. Supponiamo quindi che sia, ad
esempio, finito l'integrale fQ f~ dmj x mgy. Allora, per il teorema di Tonelli,

/ ( f_(w1,~)dm2)m1(dw1): f~dmy x my < +00
Ql QQ Q
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e quindi, per il Teorema A.3.6(vii), esiste un elemento Agf) di A; tale che my ((Agf))c) =0
e sz flwr, )" dmgy = fQ2 f~(w1,)dms < 400 per ogni wy € Agf). Conseguentemente,
f(w1,-) € una funzione mo-sommabile per ogni wy € Agf).

Sempre per il teorema di Tonelli, w; — fA2 flwi, ) Tdmsy, wy — fA2 f(w1,-)~dms sono
funzioni A;-Borel misurabili. Allora, per il Lemma A.2.1(i), le loro restrizioni su Agf)
sono A1 N Agf ) _Borel misurabili e quindi lo & pure la loro differenza gl| A Pertanto,

per il Lemma A.2.1(ii), g1 ¢ una funzione .4;-Borel misurabile. Inoltre, dalla linearita
dell'integrale e dai teoremi di Tonelli e A.3.4(iv) otteniamo

/Alezfdml X My =A1XA2f+dm1 xmg—A1XA2f_dm1 X My
:/A1< f+(W1,-)dm2)m1(dw1)—/Al( f_(wl,')dmz)ml(dwl)

Ao Az

- /AmAm </A flen, ) dmz)ml(dwl)
- /AmA% (/A2 flen ) dmg)m1(dw1)
- /Alr‘nA(lf) </A2 fler, )" dmy = Ay flen ) de)ml(dwl)

- /AmA§“ (/A2 flw, -)dm2>m1(dw1) = /AmAgf) g1dm; = /A1 g1 dmj.

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. |

La nozione di misura prodotto ed i relativi teoremi di Tonelli e Fubini
possono essere estesi al caso di piu di due fattori. Infatti, siano A; una o-
algebra su un insieme €}, # () e m;, una misura o-finita su A, (h=1,...,m).
Considerata, analogamente al caso m = 2, la famiglia chiusa per interse-
zioni finite R = {A; x --- x A, - A, € A, (h =1,...,m)} dei rettangoli
misurabili (di 2 = Q; x---xQ,,), la o-algebra prodotto (di A, ..., A,)
e la g-algebra A; ® --- ® A, generata da R. Sfruttando i risultati ottenuti
nel caso di due fattori e procedendo per induzione su m e allora possibile
constatare che esiste una sola misura m; x - - - X m,, sulla o-algebra prodotto
- detta misura prodotto (di my, ..., m,,) - tale che m; x - -+ xm,,(A; x--- X
A.) = [1,—, my(Ay) per ogni rettangolo misurabile A; X - -+ x A,,. Inoltre, &
anche possibile provare la seguente generalizzazione dei teoremi di Tonelli e
Fubini che permette di ridurre 'integrale multiplo [, f dm; x -+ X m,,*!
di una qualsiasi funzione m; X - - - X m,,-sommabile f ad un integrale iterato

*!Indicato anche con la notazione [, f(wi,...,wm) My X -+ X My, (dwy X -+ X dwp,).
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come pure di invertire 'ordine delle integrazioni successive?2.

Teorema A.5.6 Postom = mjX---Xm,,, sia f una funzione m-sommabile.
Allora, data una permutazione hy, ..., h,, dell’insieme {1,...,m}, si ha

/Qfdm:/Q (( A f(wl,...,wm)mhm(dwhm)>---)mhl(dwhl),

dove, nel caso che non sia f > 0, ogni integrale

J

esiste per ogni (Why, - . . ,Wh,_,) non appartenente ad un insieme my, ., -trascu-
rabile e viene esteso (per effettuare l'integrazione successiva relativa alla mi-
sura my, ) su tale insieme dandogli valore zero.

< ( ) flwiy oy wm) mhm(dwhm))"-) my, (dwp,) (k>1)

b

Tramite la o-algebra e la misura prodotto possiamo ora introdurre le
versioni m-dimensionali della o-algebra di Borel e della misura di Lebesgue?.

Esempio A.5.7 Considerato lo spazio numerico delle m-ple reali (m > 2), la o-algebra

m volte

——
di Borel (di R™) & la o-algebra prodotto: B =B ® --- ® B e la misura di Lebesgue
m volte
———

m-dimensionale ¢ la misura prodotto: A(™) = X x --- x \. Inoltre, i boreliani di R™
sono gli elementi di B(™.

Naturalmente, la o-algebra di Borel di (R*)™ &, per analogia, la o-algebra prodotto:

m volte
——

(B*)™) = B*®--- @ B* > BU™ costituita dai boreliani di (R*)™.

Analogamente al caso unidimensionale, B{™ puo essere vista come la o-algebra gene-
rata dalla famiglia /(™) degli insiemi aperti di m-ple. Per provarlo, iniziamo col verificare

inclusione U™ C B, Dato W € U™, per ogni suo punto w possiamo trovare m
(w) _(w)

intervalli di estremi razionali |g,;’,q;5’'] (b =1,...,m) tali che
welay aiy)] x - x g afy ] € W (A.18)

22Per le relative dimostrazioni si veda la sezione 2.6 del testo di Ash.

23La o-algebra di Borel m-dimensionale &, senza alcun dubbio, una delle piti importanti
o-algebre che si possono considerare sullo spazio numerico R™, in quanto vi appartiene
sostanzialmente ogni insieme di m-ple che sia di qualche interesse per le applicazioni. Inol-
tre, la misura di Lebesgue m-dimensionale puo essere vista come una naturale estensione
ad insiemi pitt complessi delle nozioni elementari di area (m = 2) e di volume (m = 3).
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dunque W ¢ unione discreta di elementi di B e quindi appartiene a B™. A questo
punto basta provare che, data una o-algebra G su R” tale che (™) C G, riesce B("™) C G.
Scegliendo come famiglia di generatori di B quella degli insiemi aperti e ricorrendo alla
nota 8 di p. 123, otteniamo che ogni funzione continua f : R™ — R & G-Borel misurabile.
Lo & quindi, in particolare, la proiezione h-sima pp : (z1,...,%m) — zp (h=1,...,m).
Considerati allora dei boreliani qualsiasi By, ..., By, diR,sihap, '(B;) € G (h=1,...,m)
e quindi By x - --x By, = p; {(B1)N---Np;;(B,) € G. Ne segue, per definizione, B C G.

Un altro interessante sistema di generatori di B"™) si ottiene considerando gli insiemi
Sey.x,, =] —00,21] X -+ x| — 00, zy] al variare di z1,...,2, € R in tutti i modi pos-
sibili. Infatti, posto S™ = {S,, .. : x1,...,2, € R}, si ha o(S"™) C B™). Per
provare l'inclusione opposta, basta evidentemente constatare che ogni insieme aperto W
di R™ appartiene a o(S™)). Ora, per (A.18), W & unione discreta di rettangoli del tipo
la11, q12] X+ X ]@m1, Gmz]. Osservato che, indicata con h = (hq, ..., h,,) la generica m-pla
di {1,2}™, si ha

Jain, qi2] X -+ X Jam1, Gme] = Sgiaeqnz \ U Sainy wamnn € 0(F),
he{h:3k(hr#2)}

possiamo concludere che W € o(S(™)),

Osserviamo infine che, per quanto concerne la Borel misurabilita rispetto a (B*)(m),
rimane valido il Teorema A.2.3 (ovviamente, per S € (B*)™ e f : Q — (R*)™), come
facilmente si constata ripercorrendone la dimostrazione. A



Appendice B

Richiami
di teoria della probabilita

B.1 Nozioni e risultati di base

B.1.1 Eventi, variabili aleatorie, enti aleatori

Nell’impostazione logica degli eventi € usuale considerare, a fronte di una
famiglia esaustiva {2 di eventi non impossibili a due a due incompatibili (par-
tizione dell’evento certo), la famiglia £(2) degli eventi logicamente dipendenti
(dalla partizione), cioe degli eventi di valore logico determinato una volta
noto il valore logico di ogni elemento (caso elementare) della partizione.
Poiche tali eventi possono essere identificati con gli eventi ottenibili come
disgiunzione (eventualmente infinita) di casi elementari, ¢ possibile instau-
rare una corrispondenza biunivoca tra () e 29 che muta le operazioni
logiche di negazione, congiunzione, disgiunzione, rispettivamente, in quelle
insiemistiche di complementazione, intersezione, unione e la relazione logica
di implicazione in quella insiemistica di inclusione!. Trova cosi giustificazione
I'usuale identificazione della logica degli eventi (logicamente dipendenti) con
lalgebra degli insiemi (inclusi in €2). In questo contesto, prendendo spunto
da una molteplicita di casi concreti, si identificano gli eventi “di interesse”
con gli insiemi appartenenti ad una o-algebra di riferimento A su 2. Inoltre,

Per un’ampia e approfondita analisi dell’impostazione logica degli eventi si veda
Crisma, L., Introduzione alla teoria delle probabilita coerenti, Volume 1, EUT Edizioni
Universita di Trieste (2006), capitoli 1,2 e 3.
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per quanto riguarda le valutazioni di probabilita relative agli eventi “di in-
teresse”, si suppone che ad ogni elemento A € A sia possibile assegnare una
probabilita Pr(A) in modo tale che la funzione d’insieme Pr : A — [0, 1] cosi
ottenuta sia una misura su A.
Passando a considerare le applicazioni aleatorie X di dominio la partizione
() e determinazioni possibili in un insieme X, per individuare i relativi eventi
“di interesse” si procede di solito scegliendo una o-algebra X su X e identi-
ficandoli con gli insiemi del tipo: {X € A} con A € N2 Se poi si desidera
assegnare, sulla base delle conoscenze probabilistiche espresse dalla proba-
bilita Pr, anche a questi eventi un valore di probabilita basta richiedere che
{X € A} € A per ogni elemento A € X e ricorrere alla misura immagine Pry.
Da un punto di vista astratto, le considerazioni appena svolte suggeriscono
di adottare - come quadro concettuale di riferimento per lo sviluppo della teo-
ria delle probabilita - la seguente impostazione (assiomatica) introdotta nel
1933 da Andrej N. Kolmogorov®. Considerata, come nell’appendice prece-
dente, una o-algebra A su un insieme ambiente € # (), chiamiamo:
- caso elementare (di 2) ogni elemento di €;
- evento (di ) ogni elemento di A;
- probabilita (sugli eventi di €2) ogni misura P su A tale che P(Q2) = 1;
- variabile aleatoria (su €2) ogni funzione .A-Borel misurabile a valori nella
retta reale;
- variabile aleatoria estesa (su (2) ogni funzione .4-Borel misurabile a
valori nella retta reale ampliata;
- ente aleatorio (su 2) a valori in X ogni applicazione (A, X)-misurabile.
Precisiamo che, dato un qualsiasi ente aleatorio X, useremo le notazioni

P(X € A), P(X < z), P(X =Y > 0), etc. al posto delle P({X € A}),

2Precisiamo che il termine aleatorio ¢ sempre inteso in senso relativo associandolo
esclusivamente con cid che & non conosciuto (incerto) in un dato stato di conoscenza per
carenza d’informazione. In questo senso, ogni applicazione di dominio una partizione
dell’evento certo (avente almeno due casi elementari) & un particolare esempio di entita
aleatoria, in quanto rappresenta un elemento ben definito (del codominio) ma non noto
fintanto che non sia conosciuto quale caso elementare & quello vero. D’altra parte, limitarsi
a considerare solo applicazioni aleatorie non lede la generalita del discorso in quanto ogni
entita aleatoria Y puo essere descritta tramite un’applicazione aleatoria; basta considerare,
indicato con X l'insieme delle sue possibili determinazioni, la partizione dell’evento certo
costituita dai casi elementari w, = “Y = 2” (x € X) e l'applicazione aleatoria X : w, — x.

3Impostazione che, nonostante diverse critiche che si possono formulare nei suoi con-
fronti, € tuttora la base piu “popolare” per la costruzione matematica del calcolo delle
probabilita.



B.1. NOZIONI E RISULTATI DI BASE 167

P{X < z}), P{X —Y > 0}), etc.; inoltre, abbrevieremo di solito con
“v.a.” il nome “variabile aleatoria” inteso sia al singolare che al plurale.

B.1.2 Legge e densita di un ente aleatorio

Dato un ente aleatorio X a valori in X, la legge (o distribuzione) di X ¢
la probabilita immagine Px di P mediante X. Conseguentemente, la legge
di X associa ad ogni A € X la probabilita P(X € A) che l'ente aleatorio X
assuma, come determinazione, un elemento dell’insieme A.

Nel caso particolare che X sia una v.a., considereremo anche la funzione
di ripartizione di X, cioe¢ la funzione Fx : R + [0, 1] cosi definita: Fy(z) =
P(X < z) = Px(] — o0, x]) per ogni numero reale x. Proviamo ora che la
funzione di ripartizione e una funzione non decrescente continua a destra che
caratterizza la legge della variabile aleatoria?. A tal fine, conviene porre S, =
] — 00, ] per ogni numero reale x e osservare che la famiglia S = {S, : € R}
¢ chiusa per intersezioni finite, R = | J,,», Sn ¢ B = o(S).

Teorema B.1.1 Sia X una v.a.. Riesce allora:
(i) Fx(z) < Fx(a'), se x < a;

(i1) Fx(—oo) = lim Fx(x)=0;

Tr——00

(i1i) Fx(+o00) = lim Fx(x)=1;

r—-+00

() Fx(2™) = lim Fx(t) = Fx(z);

(v) Fx(x7) = lim Fx(t) = P(X < x) =Px(] — o0, 2[);

(’UZ) Fx($+) — Fx(l'_) = P(X = 33')

Inoltre, se m’ € una misura su B tale che m'(] — oo, z|) = Fx(x) per ogni
numero reale x, si ha m’ = Px.

4Consentendo cosi di scegliere, come avviene soprattutto nelle applicazioni, la notazione
[ f(x) dFx () al posto della [, f dPx. Scelta peraltro infelice poiche, essendo gia adot-
tata per indicare 'usuale integrale di Riemann-Stieltjes, potrebbe indurre a pericolosi
fraintendimenti (se non & ben precisato il campo di applicazione).
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DIMOSTRAZIONE (i) Conseguenza immediata della monotonia della misura.
(ii) + (v) Conseguenza immediata della continuita della misura, una volta notato che
la successione:

++1)n>1 € non crescente e si ha (7,5, S,

- (S- _

- (Sn)n>1 € non decrescente e si ha |J,,~; Sy =
- (Spq2 +

- (Sz—1)n>1 € non decrescente e si ha (),,~; S,_1 =] — o0, z[.

xr— x
(vi) Conseguenza immediata di (iv), (v) e del Teorema A.1.3(iii).

Passando all’ultima parte della tesi, per ipotesi m”s = PX|S' Ne segue, tramite il
criterio standard d’identita A.1.5 e 'Esempio A.1.1(iv), m’ = Px. [ |

Ritornando al caso generale, supponiamo che sulla g-algebra X sia definita
una misura o-finita di riferimento p. Chiamiamo allora p-densita di X
ogni funzione N-Borel misurabile f : X +— [0,400] tale che Px = f % p.
Conseguentemente, ogni p-densita f di X e definita a meno di insiemi p-
trascurabili (teoremi A.3.6(ii) e A.4.4), ¢ finita quasi ovunque (Teorema
A.3.6(vil)) e risulta P(X € A) = [, fdu per ogni A € X. Inoltre, per
il Teorema A.4.3 e per quello della misura immagine A.4.1, sussiste (come
facilmente si verifica) il risultato seguente che consente, in particolare, di
computare integrali riguardanti trasformate di v.a.(rispetto alla probabilita
P) ricorrendo al calcolo (in generale pin “maneggevole”) di integrali di fun-
zioni su R rispetto a misure definite sui boreliani della retta reale®.

Teorema B.1.2 (fondamentale del calcolo delle probabilita) Sussisto-
no le sequenti proposizioni:

(i) Sia g : X — R* una funzione sommabile rispetto alla legge di X. Riesce
allora

/ g(X)dP = Jng dPx
(XeA} ngfd,u se f é una p-densita di X

per ogni A € N;

(ii) Siano T @ X w— Q' un’applicazione (N, A’)-misurabile e g : ' — R*
una funzione sommabile rispetto alla legge della v.a. trasformata 7(X).

SCircostanza che suggerisce (come di solito si fa nei casi concreti) di operare diret-
tamente sulla o-algebra B tramite la legge Px della v.a. X e “dimenticare” I’ambiente
“originario” (I'insieme (2, la o-algebra A e la probabilita P).
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Riesce allora Prx)y = (Px), e
/ gdPT(X) :/ g(T)dPX
A {reA}

Il prossimo esempio rileva che la nozione di u-densita ¢ una generaliz-
zazione delle ben note nozioni di funzione di probabilita e di funzione di
densita relative, rispettivamente, alle variabili aleatorie discrete e a quelle
assolutamente continue.

per ogni A’ € A'.S

Esempio B.1.3 (i) VARIABILI ALEATORIE DISCRETE Data una v.a. discreta X, sia f la
sua funzione di probabilita, cioe f(x) = P(X = z) per ogni numero reale z. Considerata
allora la misura di conteggio v, su X = 2% indotta dall’insieme discreto B = {z,x2,...}
dei possibili valori di X, dall’Osservazione A.3.9 otteniamo

Px(A)=P( |J {X=z})= > f(ﬂfn)ZZf(JJn)IA(wn)=/AdeB

ne{n:x, EA} ne{n:x, EA} n>1

per ogni A € X. Conseguentemente, la funzione di probabilita di X puo essere vista come
una particolare y,-densita di X.

(ii) VARIABILI ALEATORIE ASSOLUTAMENTE CONTINUE Data una v.a. assolutamente
continua X, sia f una sua funzione di densita, cioe f > 0e Fx(z) = ffoo f(t) dt per ogni
numero reale x. Considerata allora la misura f * A di densita f rispetto alla misura di
Lebesgue unidimensionale A, otteniamo

f*)\(Sm):/S fd)\:/_m F(t) dt = Fx(z) = Px(S,)

per ogni x € R. Ne segue, tramite il criterio standard d’identita, f * A = Px. Dunque,
ogni funzione di densita di X puo essere vista come una particolare A-densita di X. A

Passando a considerare infine due enti aleatori X, Y a valori in X, diremo
che essi sono equidistribuiti se Py = Py, cioe se hanno la medesima legge.
Conseguentemente, X e Y sono equidistribuiti se sono:

- uguali quasi certamente’. Infatti, indicato con A I'insieme ove coincidono,

6Chiaramente, sempre per i due teoremi citati, al posto della P y-sommabilita di g si
puo assumere la P-sommabilita di g(X) oppure, nel caso della densita, la p-sommabilita
di gf; al posto della P x)-sommabilita di g si puo assumere la P y-sommabilita di (7).

"Nell’ambito della teoria delle probabilitd & usuale sostituire la frase “quasi ovunque”
con quella di quasi certamente, in quanto una proprieta sussiste a meno di un insieme di
probabilita nulla se e solo se € valida su un insieme di probabilita unitaria. Conseguente-
mente, useremo ’abbreviazione (P-q.c.) al posto della (P-q.0.).

Per quanto riguarda l'implicazione inversa, osserviamo che, in generale, X e Y pos-
sono essere equidistribuiti pur non coincidendo in alcun caso elementare. Infatti, basta
considerare un evento A tale che P(A) = 1 e porre X =I4 e Y = I4e.
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dall’additivita e monotonia della probabilita si ha Px(B) = P(X € B) =
PH{X eB}nA) =P{Y e B}nA)=P(Y € B) =Py(B) per ogni B € B;
- due v.a. con medesima funzione di ripartizione. Infatti, dalla Px(S,) =
Fx(z) = Fy(x) = Py(S;) valida per ogni numero reale z, otteniamo, tramite
il criterio standard d’identita, Px = Py-.

B.1.3 Speranza matematica

La speranza matematica (o valor medio) di una v.a. P-sommabile X
¢ lelemento della retta reale ampliata: E(X) = [, X dP. Allora, nelle
ipotesi del teorema fondamentale del calcolo delle probabilita, perveniamo
all'uguaglianza

Je9dPx

B.1
Je g fdu se f&una p-densita di X (B-1)

E(9(X)) = {

che risulta molto utile per calcolare la speranza matematica di trasformate di
X mediante funzioni P x-sommabili®. Nel caso particolare che g sia I'identita
si ha quindi

|} Ja 2 Px(dx)
BlX) = {fR x f(x) u(dz) se f & una p-densitd di X (B:2)

Ricorrendo all'uguaglianza (B.1) ritroviamo, nell’esempio seguente, le ben
note espressioni della speranza matematica di trasformate sommabili di v.a.
discrete e di quelle assolutamente continue.

Esempio B.1.4 (i) VARIABILI ALEATORIE DISCRETE Data una v.a. discreta X, sia f
la sua funzione di probabilita. Allora, supposto che B = {x1,z2,...} sia l'insieme dei
valori possibili di X, dall’Esempio B.1.3(i) e dall’Osservazione A.3.9 otteniamo

B(0) = [ 0, = 3 g% @) ) = X o~ (@) (o)

n>1 n>1

=> g @) P(X =2,) = > _ g7 () P(X = )

n>1 n>1

per ogni funzione g : R — R* che renda finita una delle due serie.

8L 'uguaglianza (B.1) & anche nota come “legge dello statistico inconsapevole” (uncon-
scious statistician) poiche viene talvolta intesa (soprattutto nelle applicazioni) come la
definizione di speranza matematica piuttosto che una sua conseguenza.
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(ii) VARIABILI ALEATORIE ASSOLUTAMENTE CONTINUE Data una v.a. assolutamente
continua X, sia f una sua funzione di densita. Allora, ricorrendo all’Esempio B.1.3(ii),

otteniamo E(g(X)) = _4-:00 g(z) f(z) dx per ogni funzione g : R — R* che renda il prodotto
gf sommabile rispetto alla misura di Lebesgue unidimensionale?. A

Essendo la speranza matematica definita come integrale di Lebesgue della
v.a. rispetto alla probabilita considerata sugli eventi, valgono per essa tutte
le proprieta degli integrali provate nella sezione terza dell’Appendice A. Per
comodita, nel prossimo teorema ne riportiamo alcune accanto ad altre che
dipendono dal fatto che la misura considerata ¢ una probabilita. In par-
ticolare, la proprieta E(alg) = « assicura che la speranza matematica di
una v.a. certa coincide con il suo valore; le proposizioni (i), (ii) e (iii) che
la speranza matematica ¢ un funzionale lineare monotono e normalizzato
sullo spazio vettoriale delle v.a. P-integrabili che associa medesimo valore a
variabili aleatorie quasi certamente uguali.

Teorema B.1.5 Riesce E(I4) = P(A) e E(alg) = « per ogni A € A e
a € R. Inoltre, supposto che X, Y siano v.a. con speranza matematica'®,
sussistono le sequenti proposizioni:

(i) LINEARITA: E(aX +8Y) = aE(X)+BE(Y), se a, 8 sono numeri reali
tali che aE(X) e BE(Y) non sono infiniti di segno opposto;

(1)) MONOTONIA: E(X) <E(Y), se X <Y (P-q.c.);
(111) E(X) =E({), se X =Y (P-q.c.);

(w) [E(X)| < E(]X]);

(v) INTERNALITA: inf X < E(X) <sup X;

(vi) INTERNALITA STRETTA: a < E(X) < 3, se a < X < (.

9Cogliamo I'occasione per rilevare che un semplice esempio di v.a. priva di speranza
matematica e fornito dalla funzione tangente pensata definita sull’intervallo aperto €2 =
] — Z,%[. Infatti, posto A = BNQ e P = )\‘A, la v.a. X : w — tgw ha funzione di

212
densitd f(z) = ——— e quindi, data la simmetria, E(X*) = E(X ) = [.7*® dx =

T w(1+e?) =) mrm

}w (J)roo: +00 (da un punto di vista interpretativo, possiamo pensare che X sia

ottenuta trasformando, mediante la funzione tangente, un numero aleatorio scelto “a caso”
nell’intervallo Q).

10Come usuale, intendiamo la locuzione “v.a. con speranza matematica” come sinonimo

della “v.a. P-sommabile”.
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Infine, una v.a. Z ammette speranza matematica se Z > X e E(X) > —o0
0Z <X eE(X) < +o0.

DiMOSTRAZIONE Dalla definizione e linearita dell’integrale otteniamo, rispettivamente,
E(I4) = P(A) e E(alq) = a [, IodP = aP(Q) = . Inoltre, (i) + (v) seguono immedia-
tamente dalla linearita dell’integrale e dalle proposizioni (i) + (iv) del Teorema A.3.6.
Infine, l'ultima parte della tesi discende banalmente dal Teorema A.3.5(1). Rimane al-
lora da provare solamente la proposizione (vi). Supponiamo dunque o < X(w) < ( per
ogni w. Poiche la verifica delle disuguaglianze a < E(X) e E(X) < 8 avviene in modo
analogo, proviamo solamente la prima. Da (i) otteniamo E(X) — a = E(X) — E(alg) =
E(X — alg) = [(X — alg) dP e quindi, per il teorema A.3.6(vi), E(X) — o > 0. |

Una conseguenza immediata di questo teorema e di quello della conver-
genza dominata ¢ il seguente criterio di convergenza riguardante successioni
di v.a. che siano limitate quasi certamente da un medesimo valore.

Teorema B.1.6 Siano (X,,)n,>1 una successione di v.a. tale che X, — X
e a un numero reale tale che | X,| < a (P-q.c.) per ogni n. Allora, le v.a.
X, X,, (n > 1) ammettono speranza matematica e risulta E(X,) — E(X).

Osservazione B.1.7 Anche per le v.a. estese si usa la medesima nozione
di speranza matematica. Conseguentemente, (B.1) e (B.2) rimangono valide
sostituendo (come dominio d’integrazione) la retta reale con quella ampliata;
inoltre, sussistono tutte le proposizioni del Teorema B.1.5 con 'avvertenza
di supporre, nella proposizione (i), che la combinazione lineare a X + Y sia
definita ovunque. ¢

B.1.4 Varianza e covarianza

Data una v.a. X con speranza matematica finita, la varianza di X ¢ il
momento centrale secondo: Var(X) = E((X —E(X))?) che presenta le carat-
teristiche di un parametro di dispersione, nel senso che il suo valore consente
di intendere se i valori possibili di X sono pitt 0 meno concentrati attorno alla
speranza matematica E(X) (che ha invece le caratteristiche di un parametro
di posizione)'!.

1 Anche per le v.a. estese si usa la medesima nozione di varianza. Conviene comunque
osservare che limitarci a considerare, nel caso di finitezza della speranza matematica, solo
v.a. non lede la generalita del discorso; infatti, una v.a. estesa con speranza matematica
finita &, per il Teorema A.3.6(vii), uguale quasi certamente a una variabile aleatoria.
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Nel teorema seguente riportiamo alcune proprieta basilari della varianza.
In particolare, per la proposizione (iii), le v.a. con varianza nulla coincidono
con quelle che sono certe con probabilita unitaria.

Teorema B.1.8 Sia X wuna v.a. con speranza matematica finita. Risulta
allora:

(i) Var(X) = E(X?) - E(X)*
(ii) Var(aX + 3) = a? Var(X) qualunque siano i numeri reali o e [3;
(i1i) Var(X) =0 se e solo se X = E(X) (P-q.c.).
DIMOSTRAZIONE (i) Dalla linearita della speranza matematica otteniamo Var(X) =
B(X? — 2XB(X) + B(X)?)= B(X?) — 2B(X)E(X) + B(X)? = B(X?) — B(X)2.
(ii) Per la linearita della speranza matematica, Var(aX +8) = E( [(aX +3) —E(aX +

B)2)=E([aX + - (aE(X) + §)]*)= B(a? (X - E(X))?)= a? Var(X).
(iii) Conseguenza immediata del Teorema A.3.6(ii),(v). |

Considerate ora due v.a. X,Y con speranza matematica finita e tali che
esista finita la speranza matematica E(XY") del loro prodotto'?, la covarian-
zadi X eY ¢ladifferenza: Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y). Riesce quindi
Cov(X,Y) = Cov(Y, X) e, in particolare, Var(X) = Cov(X, X). Inoltre, per
la linearita della speranza matematica, si ha

E((X — E(X))(Y —E(Y))) = E(XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y))
= E(XY) — B(X)E(Y)
— B(Y)E(X) + E(X)E(Y)

e quindi 'uguaglianza
Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y - E(Y))) (B.3)

che, tra l'altro, induce ad aspettarsi una covarianza positiva quando, con
riferimento alle rispettive speranze matematiche, a valori tendenzialmente
alti (bassi) di X corrispondano valori alti (bassi) di Y.

Il teorema successivo fornisce ulteriori proprieta della covarianza. Di par-
ticolare interesse ¢ l'ultima in quanto assicura che, qualora le v.a. siano a
due a due non correlate (cioe di covarianza nulla), la varianza della loro
somma ¢ uguale alla somma delle rispettive varianze.

12Come lo sono, ad esempio, due v.a. a quadrato integrabile (Teorema A.3.5(iv)).
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Teorema B.1.9 Siano X,Y,Z v.a. con speranza matematica finita e tali
che esistano finite le speranze matematiche E(XY') e E(Y Z). Risulta allora:

(i) Cov(aX,Y) = aCov(X,Y) per ogni numero reale o;
(i) Cov(X + Z,Y) = Cov(X,Y) + Cov(Y, Z);
(iii) Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y) (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).

Inoltre, se Xy,...,X, sono v.a. con speranza matematica finita e tali che
esista finita la speranza matematica E(X;X;) per ogni i # j, si ha

Var(z X;)= Z Var(X;) + 2 i > Cov(X;, X;).

i=1 j>i

DIMOSTRAZIONE (i) Dalla linearita della speranza matematica otteniamo Cov(aX,Y) =
E(aXY) — E(aX)E(Y) = o[E(XY) — E(X)E(Y)] = a Cov(X,Y).
(ii) Sempre per la linearita della speranza matematica si ha

Cov(X + Z,Y) =E[(X + Z)Y]-E(X + Z) E(Y)
= E(XY) +E(ZY) — E(X)E(Y) — E(Z)E(Y)
= [B(XY) - E(X)E(Y)]+[E(YZ) - E(Y)E(Z)]
= Cov(X,Y) + Cov(Y, Z).

(iii) Sia intanto Var(X) = 0. Allora, per il teorema B.1.8(iii), X = E(X) (P-q.c.) e
quindi (X — E(X))(Y — E(Y)) = 0 (P-q.c.); ne segue, per il Teorema B.1.5(iii) e (B.3),
Cov(X,Y) = 0 da cui otteniamo la disuguaglianza in oggetto. Sia ora Var(X) > 0.
Posto X' = X —E(X) e Y’ =Y — E(Y), riesce Var(X) Var(Y) = E(|X'|?) E(]Y'|?) e,
per il Teorema B.1.5(iv) e (B.3), Cov(X,Y)? = E(X'Y")? = |[E(X'Y")|? < E(|X'Y'))%
Basta allora provare la disuguaglianza E(|X'||Y'])? < E(]X’|?) E(]Y’|?) che, coinvolgendo
solamente |X'| e [Y’|, riguarda v.a. non negative.

Date dunque due v.a. U >0, V > 0 con E(U?) > 0, verifichiamo che si ha E(U V)? <
E(U?)E(V?). A tal fine, considerate le v.a. “troncate”:

Un=Uliy<ny +nliusny, Vo=V Iv<ny +nliysn (n>1),

osserviamo che riesce 0 < U,V,, T UV, 0 < U2 1 U?e 0 < V21 V2 Ne segue, per
il teorema della convergenza monotona A.3.7, E(U,V,)? 1 E(UV)? e E(U2) 1 E(U?),
E(V2) 1 E(V?). Conseguentemente, supposto (senza perdere in generalitd) E(U2) > 0
(n > 1), basta constatare che la disuguaglianza E(U,V,,)? < E(U2)E(V,?) sussiste per
ogni n. A tal fine, dato un numero reale ¢, consideriamo la v.a. tU, + V. Le v.a. U2, V2
e U,V, in quanto limitate hanno, per la monotonia della speranza matematica, speranza
matematica finita. Dalla linearita e monotonia della speranza matematica risulta allora

0 < E((tUn + Va)?)= E(t?U; + 2t U, V,, + V;2) = E(U2) t* + 2E(U, V) t + E(V;2).
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Pertanto, data l'arbitrarieta di ¢, ’equazione di secondo grado a coefficienti reali
E(U2)t* + 2E(U,V,)t +E(V2) =0

ammette al pitt una sola soluzione. Ne segue che il suo discriminante deve essere minore

o uguale a zero e quindi E(U,V;,)? — E(U2)E(V,2) <0, cioe E(U,V,,)? < E(U2)E(V2).

Per quanto riguarda I'ultima parte della tesi, sia intanto n = 2. Dalla linearita della
speranza matematica e (B.3) otteniamo

Var(X +Y) =E([(X +Y) —E(X +Y)*)= E([(X - E(X)) + (Y — E(Y))]?)
=E((X —E(X))* 4+ (Y —E(Y))* + 2(X — E(X))(Y — E(Y)))

E((X —E(X))?) +E((Y = E(Y))*)+2E((X — E(X))(Y - E(Y)))
= Var(X) + Var(Y) +2 Cov(X Y).

Procedendo per induzione su 7, supponiamo che 'uguaglianza sussista per m > 2 (ipotesi
induttiva) e proviamola per n = m + 1. Allora, per il caso n = 2 e (ii), si ha

n m m

Var(z X;) = Var(z Xi+X,)= Var(z X;)+Var(X,) + 2 Cov(i Xi, X»)

=1 i=1 i=1 i=1

= iVar(Xi) + QmZ_ Z Cov (X, Xj)

i=1 j>i

+ Var(X,,) + 2 Z Cov(X;, X,)

i=1

e quindi la tesi. |

B.1.5 Leggi congiunte e indipendenza

Considerata una o-algebra X; sull’insieme non vuoto X; (i = 1,2), siano X il
prodotto cartesiano X; x X5 e N la g-algebra prodotto X; ® N,. Chiamato
allora coppia aleatoria ogni ente aleatorio su €2 a valori in X, ’applicazione
X =(X1,Xs) :wr (Xj(w),Xo(w)) di in X ¢ una coppia aleatoria se e
solo se la sua componente i-sima X; (i = 1,2) é un ente aleatorio a valori in
X; (cioe, un’applicazione (A, R;)-misurabile)!?

Cio osservato, dato I’ente aleatorio X; a valoriin X; (i = 1,2), la legge (o
distribuzione) congiunta di X; e X ¢ la legge Px della coppia aleatoria X.

3Per constatarlo, ricordato che R & generata dalla famiglia dei rettangoli misurabili e
il criterio standard di misurabilith A.1.5, basta osservare che X; *(A;) = X~1(A; x Xp),
Xy (Ag) = X7H(X x Ag) e XA x Ag) = X7 H(AL) N X5 (As) per ogni A; € Ry e
As € Ny,
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Supposto poi che su ¥; sia definita una misura o-finita di riferimento p; (i =
1,2), una (i1, pe)-densita congiunta di X; e X, ¢ ogni funzione N-Borel
misurabile f : X +— [0, +00] tale che Px = fx(u1 X uz). Conseguentemente, se
feuna (u, po)-densita congiunta di X e Xo, siha P(X € A) = [, fdps x iy
per ogni A € X; inoltre, f ¢ finita quasi certamente (Teorema A.3.6(vii)) ed
e definita, ricordato che la misura prodotto € o-finita, a meno di insiemi
p1 X po-trascurabili (teoremi A.3.6(ii) e A.4.4).

Nel caso particolare che X, X5 siano v.a., considereremo anche la fun-
zione di ripartizione congiunta di X; e X», cio¢ la funzione Fx : R? —
[0, 1] cosi definita:

Fx(x1,22) = Px (] — 00, 21]x | — 00, 22])= P((X1, X2) < (21,22))

che associa, ad ogni coppia reale (1, x3), la probabilita dell’evento “X; <
e Xy < x5,

Precisiamo infine che la legge marginale di X; (: = 1,2) & la legge Px;
che una u;-densita marginale di X; ¢ una sua qualsiasi u;-densita; che, nel
caso particolare che X; sia una v.a., la funzione di ripartizione marginale
di X; e la funzione di ripartizione Fly,.

11 prossimo risultato segue immediatamente dalla proposizione (i) del teo-
rema fondamentale del calcolo delle probabilita e ne fornisce una versione
bidimensionale che risulta utile qualora si debba calcolare, ad esempio, la
speranza matematica di una funzione Borel-misurabile dipendente da due
v.a. (come avviene nel caso della covarianza ove ¢ necessario valutare la
speranza matematica di un prodotto di v.a.).

Teorema B.1.10 Sia g : X — R* una funzione sommabile rispetto alla legge
congiunta di Xy e Xo. Allora, posto 1 = 1 X s, st ha

dpP
/ o(X,, X dp = § In 9 PP \ .
{XeA} Jag fdu  se féuna p-densita di Xy e X,

per ogni A € N1,

Mostriamo ora come la nozione di (p1, p2)-densita congiunta sia una ge-
neralizzazione delle ben note nozioni di funzione di probabilita congiunta e di
funzione di densita congiunta relative, rispettivamente, alle coppie aleatorie

14Per la nota 6 di p. 169, al posto della Px-sommabilitd di g si pud assumere la P-
sommabilitd di g(X) o, nel caso della densita congiunta, la g-sommabilita di gf.
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discrete e a quelle assolutamente continue. A tal fine, ricordiamo che la
famiglia S©® = {S,,,, =] — 00, x1] x] — 00, 29| : 1,75 € R} & chiusa per
intersezioni finite e riesce B = o(S®) (Esempio A.5.7) e R? = {J,~; Snn

Esempio B.1.11 (i) COPPIA ALEATORIA DISCRETA Date le v.a. discrete X7, Xa, po-
niamo X; = X;(Q) = {1, 7s2,... } e N; = 2% (4 = 1,2). Allora, X & un insieme discreto e
quindi X = 2%, Indicata con f la funzione di probabilita congiunta della coppia aleatoria
X, otteniamo f(x) = P(X = x) per ogni x = (1, z2) € X. Considerata infine come
misura di riferimento su ®; la misura di conteggio p1; = 7, (i = 1,2) e fissato un qualsiasi
A € X, per I’Osservazione A.3.9, si ha

P(X € A) = P( U {X = (10, 22m) })
(nym)e{(n,m):(z1n,T2m)EA}

= Z f $1n7x2m Z Z.f T1in, L2m IA(xln“T%n)

(nym)e{(n,m):(z1n,z2m)EA} n>1m>1

= [ S Inddia = [ ([ g e die i)

n>1 X2

e quindi, per il teorema di Tonelli A.5.4,

A)Z/fIAdM1><M2=/fdM1><N2~
x A

Conseguentemente, la funzione di probabilita congiunta di X puo essere vista come una
particolare (1, ug)-densita congiunta delle v.a X7 e Xo.

(ii) COPPIA ALEATORIA ASSOLUTAMENTE CONTINUA Sia f una funzione di densita
congiunta della coppia aleatoria assolutamente continua X. Risulta allora f > 0 e

NM%%MZA f(a,y) dedy = Fx(x1,22) = Px(Sz,2,)

ESED)

qualunque siano i numeri reali 21, z5'°. Ne segue, tramite il criterio standard d’identita,
Px = f * A®). Conseguentemente, ogni funzione di densitd congiunta di X pud essere
vista come una particolare (A, A)-densita congiunta delle v.a. X; e Xo. A

Il risultato seguente mostra come ricavare dalla legge congiunta e dalle
densita congiunte, rispettivamente, le leggi marginali e le densita marginali
come pure, nel caso particolare che X;, X5 siano v.a., dalla funzione di
ripartizione congiunta le funzioni di ripartizione marginale.

5 Avendo denotato, per ogni m > 2e B € B(m), con fB flxr, ... xm)dey - - day,
Vintegrale [5 f(21,...,2m) A™ (day x -+ x dzyy).
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Teorema B.1.12 Risulta Px, (A1) = Px(A1 xX3) e Px,(Ay) = Px (X1 X Ag)
per ogni A; € W, (i = 1,2). Inoltre, se f é una (1, u2)-densita congiunta di
Xi e Xo, la funzione fx, : X; — [0,+00] cosi definita:

fae (w1, 29) po(dzy) sei=1

fx (21, 29) p1(dxy) sei =2

fxi(xi) =

per ogni x; € X;, € una p;-densita marginale di X; (1 = 1,2). Infine, nel
caso particolare che X1, Xo siano v.a., Fx,(t) = lm Fx(t,z5) e Fx,(t) =

Tro—-+00

lim Fx(x1,t) per ogni numero reale t.
xr1—+00

DiMOSTRAZIONE Ci limitiamo a provare il teorema con riferimento all’ente aleatorio X3
in quanto le dimostrazioni relative a X5 sono del tutto simili. Dato A; € Ny, risulta
Px, (A1) =P(X; € A)) =P(X € A; x X2) = Px(A; x X3). Sia ora f una (uq, uz)-densita
congiunta di X; e Xs. Dal teorema di Tonelli otteniamo allora

Px, (A1) = Px(A1 x X2) :/A . fdur X po :/A ( ; f(ffla‘)dﬂz)ul(dffl)

qualunque sia A; € R;. Conseguentemente, fx, € una pi-densita marginale di X;. Sia
infine X una v.a.. Dato un numero reale ¢, la successione (Si,)n>1 € non decrescente e
riesce Un21 Stn, =] — 00,t] x R. Per la monotonia della funzione di ripartizione congiunta
rispetto a o e la continuita della legge congiunta otteniamo allora

lim Fx(t,z2) = lim Fx(t,n)= hm Px (Stn)

xro——+00 n—-+oo n——+oo

— Px(] - o0, 1] x R) = Px, (] — 00,1]) = Fx, (¢).

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. |

Mentre la legge, le densita e la funzione di ripartizione congiunte con-
sentono di ottenere, rispettivamente, le leggi, le densita e le funzioni di
ripartizione marginali, non vale in generale il viceversa. In altre parole,
la conoscenza marginale non ¢ in grado, senza ulteriori ipotesi, di fornire
informazioni sul comportamento congiunto di due enti aleatori. D’altra
parte, come il prossimo teorema mette in evidenza, ¢ possibile dedurre dalla
conoscenza marginale quella congiunta se i due enti aleatori X; e X5 sono
indipendenti, cioe: Px(A; x As) = Px, (A1) Px,(As) per ogni rettangolo
misurabile A; x As.

Teorema B.1.13 Sono equivalenti le sequenti proposizioni:

(i) X1 e Xy sono indipendenti;
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(ZZ) PX = PX1 X PXQ'

Inoltre, se fx ¢ una (p1, p2)-densita congiunta di Xy e Xa, (i) é equivalente
alla proposizione:

(111) fx(x1,22) = fx, (1) fx,(x2) a meno di un insieme py X pa-trascurabile.
Infine, se X1, X5 sono v.a., (i) é equivalente alla proposizione:
(iv) Fx(w1,72) = Fx,(x1)Fx,(x2) per ogni 1,5 € R.

DIMOSTRAZIONE L’implicazione (i) = (ii) segue immediatamente dal Teorema A.5.3; la
sua inversa € invece ovvia.

(1) < (i13) Sia f: (z1,22) — fx,(x1)fx,(x2). Posto p = p1 X pa, consideriamo un
rettangolo misurabile A; X Ay. Allora, dal teorema di Tonelli otteniamo

[ (AL x Az) =/ . fdu :/A ( A f($17$2)M2(d332)> pa(dzy)

A

- /A1 (/A2 sz(xg)uz(dx2)> fxi (1) pa(der)

= (/A Ix, dul) (/A Ix, duz)z Px, (A1) Px,(A2),

osservato che, per il Teorema B.1.12, fx, & una p;-densita di X; (i = 1,2). Conseguente-
mente, per Parbitrarieta di A; X Ag, dal Teorema A.5.3 si ha f*u =Px, xPx,. A questo
punto, 'equivalenza in oggetto segue immediatamente dall’equivalenza (i) <= (ii).

(i) <= (iv) Siano le due v.a. indipendenti. Allora, Fx(x1,22) = Px(Sz,z,) =
Px, (] —00,21]) Px,(] — 00,22]) = Fx, (21) Fx,(22). Viceversa, assumiamo Fx(x1,z2) =
Fx, (x1)Fx,(x2) per ogni x1,22 € R. Allora

PX(SZHIZ) = PXI(] - oo7x1]>PX2<] - 00733‘2]) = PXI X PXz(Sﬂfll’z)

per ogni x1,x2 € R. Ne segue, tramite il criterio standard d’identita, Px = Px, x Px, e

quindi, per l'equivalenza (i) <= (ii), X1 e X5 sono indipendenti. [ |

Di particolare importanza sono i due risultati successivi in quanto assi-
curano, rispettivamente, che trasformate misurabili “certe” di enti aleatori
indipendenti sono a loro volta indipendenti e che, nell’ambito delle v.a. con

speranza matematica finita, 'indipendenza implica la non correlazione®®.

6Ma, viceversa, la non correlazione non implica, in generale, 'indipendenza. Infatti,
posto Q@ =[0,27], A=BNQeP = %MA, consideriamo le v.a X; : w — cosw e Xo : w +—
sinw (che da un punto di vista interpretativo, possiamo pensare ottenute trasformando,
mediante le funzioni coseno e seno rispettivamente, un numero aleatorio scelto “a caso”
nell’intervallo ). Riesce allora, E(X;) = 0 = E(X;X3) e quindi Cov(X;,X5) = 0.
D’altra parte, considerati gli insiemi I; = [—1,—%], I, = [0,%], I3 = [%,1} e
B = [iﬂ',%ﬂ']U[%ﬂ',%ﬂ'], ¢ facile constatare che Px, (I2) = Px,(I; U I3) = PX(12 X

(I; U I3))=P(B) = § e quindi X7, X, non sono indipendenti.
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Teorema B.1.14 Siano G; una o-algebra su un insieme non vuoto %); e
gi  X; — 9, un’applicazione (N;, G;)-misurabile (i = 1,2). Siano inoltre X; e
Xy indipendenti. Allora, sono pure indipendenti gli enti aleatori trasformati
91(X1) € g2(Xo).

DIMOSTRAZIONE Considerata la coppia aleatoria Y = (g1(X1), g2(X2)), otteniamo

Py (G1 x G2) = P((91(X1), 92(X2)) € G1 x G2)=P({g1(X1) € G1} N {g2(X2) € G2})
=P({X1 € g; {(G1)} N {Xs € g5 1 (G2)})
= P((X1,X2) € g; ' (G1) x g5 '(Ga))=Px (g1 '(G1) x g5 ' (G2))
= Px, (91 '(G1)) Px, (92 (G2))= P(X{ (97 ' (G1))) P(X5 (92 ' (G2)))
= P((910X1)"1(G1)) P((92 © X2) ' (G2))= Py, (x,)(G1) Pgy(x,) (G2)

per ogni rettangolo misurabile G; x G2 € G ® Gs. [ |

Teorema B.1.15 Siano X;, Xy v.a. indipendenti. Allora, se X; > 0 (i =
1,2) o E(X;) finita (i = 1,2), esiste la speranza matematica del prodotto e si
ha E(X1X5) = E(X;) E(Xs).

DIMOSTRAZIONE Dal Teorema B.1.13 risulta Px = Px, xPx,. Cio osservato, sia intanto
X; >0 (i =1,2). Allora, Px,([0,400[) = Px([0, +o0[ x[0,400[) = 1 (i = 1,2) da cui,
tramite i teoremi B.1.10, di Tonelli e (B.2), otteniamo

E(XlXQ) :/ T1T2 Px(dxl X dl‘g) :/ T1T2 PX1 X PXz(dl‘l X d.Z‘Q)
R2 [0,400[ x[0,+00[

= / (/ T2 PXQ(dl‘Q)),Tl PXl(dscl)
(0,400 */[0,400]

= (/[o,+oo[x1 Px, (dx1)> </[o,+oo[x2 sz(dm))
= (/Rxl PXl(dw1)> (/sz PXQ(dm)): E(X1) E(X2).

Sia ora E(X;) finita (¢ = 1,2). Per il teorema precedente, | X[, | X2| sono indipendenti e
quindi, per quanto appena provato, E(|X1X3|) = E(|X1]]|X2]) = E(|X1]) E(|X2|) < 400,
ove la disuguaglianza sussiste in forza del Teorema A.3.5(ii). Ne segue, sempre per il mede-
simo teorema, che X;Xs ha speranza matematica finita. Allora, la funzione f : (1, x2) —
z1z2 & Px, X Px,-integrabile e inoltre Px,({z1 € R : f(z1,) & Px,-sommabile}) =
Px, (R) = 1. Conseguentemente, per il teorema di Fubini A.5.5,

E(X1X2) = /2 T1T2 PX1 X PXg(d$1 X d!EQ) = /
R R

(/R x9 Px, (dzs) )a:l Px,(dzy)

e quindi E(XlXQ) = E(Xl) E(Xz) |
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Per semplicita di esposizione ci siamo limitati a considerare sin qui so-
lamente il caso delle coppie aleatorie. D’altra parte, dovrebbe essere del
tutto evidente che le definizioni date si possono estendere “pari pari” (salvo
la numerosita delle componenti) al caso delle m-ple aleatorie (m > 3) come
pure che cosi facendo rimangono validi tutti i risultati ottenuti. Per quanto
riguarda l'indipendenza, osserviamo che se gli enti aleatori X,..., X,, sono
indipendenti, allora lo sono pure quelli ottenuti operando una selezione tra
di essi. Considerata infatti la k-pla aleatoria Y = (Xj,..., Xj) si ha

YeA X XAy, <= XeEA X+ XA X Xpy1 X - XX
e quindi

Py(Al Xoee XAk):Px<A1 Xoee XAk X%k+1 Xoee X%m)
=Px, (A1) Px, (Ap) Px,y (Xpi1) -+ Px, (X)
=Px, (A1) - Px, (Ar)

per ogni A; € N; (i = 1,...,k). Ne segue dalla simmetria della relazione
d’indipendenza quanto dichiarato. Pertanto, nel caso particolare che la m-
pla sia costituita da v.a. indipendenti e con speranza matematica finita, le
sue componenti sono, per il Teorema B.1.15, a due e due non correlate.
Concludiamo la sezione con un risultato (di notevole interesse per le ap-
plicazioni) che riguarda la legge della somma di due v.a. indipendenti.

Teorema B.1.16 Siano X, X5 v.a. indipendenti ¢ Y = X1 + Xo. Allora,
Py(B) = [3 Px,(B — 1) Px, (dx1) per ogni boreliano B. Inoltre, se f; é una
funzione di densita di X; (i =1, 2), la funzione di dominio la retta reale:

“+oo
t— fl(xl)fg(t—d,’l)dl'l

e una funzione di densita della v.a. somma.

DIMOSTRAZIONE Per il Teorema B.1.13, la legge congiunta Px ¢ il prodotto delle leggi
marginali P; = Px, e Po = Px,. Considerato allora B € B, dal Teorema B.1.10 e da
quello di Tonelli si ha

PY(B):/S;I{YGB}dP:‘/QIB(Xl -i-)(z)dP:/]R2 IB(.”L'l +£L’2)P1 XPQ(CZ.’L‘l Xdl‘g)

:/R(/RIB(ml+x2)P2(d$2))P1(d$1)
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da cui, osservato che Ig(x1 + 22) = Ip_4, (z2), otteniamo

Py (B) :/R(/RIB,M(QCQ)Pg(dmg))Pl(dxl) :/RPQ(B—xl)Pl(dxl).

Passando alla seconda parte della tesi, risulta

Py(B) = /}R(/B_a61 fa(x2) dxg)fl(xl)dxl.

Considerata allora la traslazione 7 : t — t 4+ x; della retta reale, dal Corollario A.4.2

otteniamo
/B_m1 Ja(wo) day = /B_l‘1 fo(r(z2) — x1) dag = /Bfg(t ) dt

e quindi, per il teorema di Tonelli,

Py(B):/R</Bf2(t—m1)dt)f1(x1)dx1: RXBfl(xl)fg(t—xl)dmldt

:/B</Rf1(x1)f2(t7z1)d;z:1) dt.

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. | |

B.2 Speranza matematica condizionata

L’introduzione delle nozioni di probabilita condizionata e di speranza matema-
tica condizionata non presenta alcuna difficolta quando I’evento subordinante
ha probabilita positiva. Infatti, dato un evento H con P(H) > 0, possiamo
considerare la probabilita P(-|H) su A cosi definita:

P(ANH)

P(H)
per ogni A, detta probabilita condizionata a H (interpretabile, da un
punto di vista intuitivo, come la probabilita che si ottiene aggiornando la
probabilita P “sapendo che I'evento H ¢ vero”). Per constatare che siamo

effettivamente in presenza di una probabilita basta osservare che P(Q|H) = 1
e che, data una successione disgiunta di eventi (A4;),>1,

P Uy A)  P(Uyo (A0 01 )
P Al = =5 — - P<H>
Zn>1 P A, N H

n>1

P(A|H) =

n>1
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Mostriamo ora come l'integrazione rispetto alla probabilita condizionata
possa essere ricondotta a quella rispetto alla probabilita originaria.

Teorema B.2.1 Sia X una v.a.. Allora, X ¢ P(-|H)-sommabile se e solo
se X1y e P-sommabile. Inoltre, nel caso di sommabilita,

/XdP]H f?gp.

DIMOSTRAZIONE  Sia intanto X > 0. Considerata la misura m = P(H)P(:|H), risulta
m(H®) = 0 e quindi, per il Teorema A.3.4(iv), [, X dm = [, X dm; inoltre, osservato che
P, m coincidono sulla traccia AN H di A su H, otteniamo fH Xdm = fH X dP. Tramite
il Teorema A.3.4(ii) riesce allora

)
/QXdP(.|H)/QXd(P(L) m): P(IH)/Qdeﬁ/Hdeﬁ/HXdP.

Sia ora X qualsiasi. Poiche

[ xavcim = fHPf;)dP _ fg(i?g; ap
JuX"dP _ [o(XIy)” dP
/XdP\H ()_QP(H) |

la P(-|H)-sommabilith di X equivale alla P-sommabilita di XIgy. Inoltre, nel caso di
sommabilita,

B o [ ve ot Ju XTAP = [, X~ dP [, X dP
/QXdP(-|H)—/QX+dP( |H) /QX dP(-|H) = ) =4

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. | |

Tramite questo teorema possiamo introdurre, data una v.a. X con speran-
za matematica, la nozione di speranza matematica condizionata di X a
H identificandola. come e naturale, con I’elemento della retta reale ampliata:
E(X|H) = [, X dP(-|H). Allora, sempre per il medesimo teorema,

[, XdP  B(X Iy)

B =5 m) = ()

(B.4)

Nel caso che I'evento subordinante abbia probabilita nulla, si possono
ancora introdurre le relative nozioni di probabilita e speranza matematica
condizionate ricorrendo, sotto convenienti condizioni di regolarita, ad op-
portuni passaggi al limite. Tuttavia, volendo introdurle anche in contesti
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piu generali, conviene considerare il condizionamento non solo ad un sin-
golo evento (come sinora fatto) ma alla famiglia degli eventi osservabili (cioe
eventi aleatori il cui valore di verita e acquisibile tramite un prefissato pro-
cesso di osservazione). Notato che sono osservabili sia la negazione di un
evento osservabile che la disgiunzione discreta di eventi osservabili, viene
naturale ricorrere alle o-algebre per descrivere formalmente 1informazione
ottenibile tramite il processo di osservazione. Prendendo spunto da queste
considerazioni, nella sezione seguente introduciamo una nozione di speranza
matematica condizionata a una o-algebra di eventi che puo ritenersi uno dei
concetti piu profondi e potenti (sia dal punto di vista teorico che applicativo)
della teoria delle probabilita.

B.2.1 Condizionamento a o-algebre

Iniziamo con un semplice esempio per enucleare le motivazioni intuitive che
conducono a formulare la nozione generale di speranza matematica condiziona-
ta all’informazione ottenibile. Assumiamo dunque che tale informazione sia
rappresentata dalla o-algebra H generata da una partizione finita di {2 co-
stituita dagli eventi Hy,...,H, € A. Supponiamo inoltre che X sia una
v.a. con speranza matematica finita. Dato un qualsiasi evento H € H,
esistono #1,...,i, € {1,...,n} tali che H = (J,—, H;, (Esempio A.1.1(1)).
Conseguentemente, posto Jy = {h : P(H;,) > 0} e notato che E(XIp, ) =
[y X dP = 0 per ogni h € Jy (Teorema A.3.4(iv)), dalla linearita della

th
speranza matematica ottenlamo

E(XIy)=B(XIyn u, )=B(X) In, )= B(XIy )= > E(XIg,)
h=1 h=1 heJy

e quindi, tramite (B.4),

/ X dP = E(X|H;,)P(H;,).

hEJH

Considerata ora la H-funzione semplice:

Yo=Y E(X|H)Ig,
ie{i:P(H;)>0}
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risulta Yol = 3 2y,c 5, E(X[H;,) I, . Ne segue, per la linearita dell’integrale,
Sy YodP =32, ., E(X|H;,)P(H;,) e quindi I'uguaglianza

LX@:L%W. (B.5)

Le speranze matematiche condizionate di X ai costituenti non trascurabili
permettono dunque di costruire una v.a. H-Borel misurabile Y, che verifica
I'uguaglianza (B.5) per ogni evento osservabile H. E interessante a questo
punto notare che ogni v.a. H-Borel misurabile Y che (analogamente a Yj)
verifica la proprieta “E(X[Iy) = E(YIy) per ogni evento osservabile H”
coincide quasi certamente con Yy (Teorema A.4.4); assume su ogni costi-
tuente H; di probabilita positiva valore costante pari alla speranza matema-
tica condizionata E(X|H;)'"; consente di calcolare la speranza matematica
condizionata di X a un qualsiasi evento osservabile H di probabilita positiva
tramite la relazione E(X|H) = %.

Appare quindi ragionevole ritenere che ’assunzione congiunta della H-
Borel misurabilita e della validita di (B.5) per ogni H € H possa essere intesa
come caratterizzante la speranza matematica condizionata all’informazione
ottenibile (rappresentata, nel caso particolare in esame, dalla o-algebra gene-
rata).

Adottando questo punto di vista, consideriamo una qualsiasi o-algebra
H C A i cui elementi, denotati con la lettera H (dotata o no di apici o
pedici), chiamiamo eventi osservabili. Data allora una v.a. X con speran-
za matematica finita, la speranza matematica condizionata di X a ‘H e

una qualsiasi v.a. estesa E(X|H) tale che:
1. sia H-Borel misurabile'®;

2. risulti [, X dP = [}, E(X|H) dP per ogni evento osservabile H."

1TPer constatarlo, fissato w; € H;, sia y; = Y (w;). Allora, w; € {Y = y;} € H e quindi
esiste, per I'Esempio A.1.1(1), J C {1,...,n} tale che {Y = y;} = ;. ; H;. Riesce dunque
wi € HiN{Y =y} = H; NU;je; Hj = Uje (H; N Hj) da cui otteniamo H; = H; per
qualche j € J e quindi H; C {Y = y;}. Pertanto, Y assume su H; valore costante y;.
Supposto infine P(H;) > 0, dalla [, X dP = [, Y dP =y; P(H;), si ha y; = E(X|H;).

18F quindi osservabile (cioe di valore noto qualora sia conosciuto il valore di verita di
ogni evento osservabile) in quanto gli eventi {E(X|H) = y} sono, al variare di y € R*,
tutti osservabili.

9Una definizione analoga viene data anche nel caso di v.a. estese. Comunque, possiamo
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Notato che la probabilita X *P| 5, Su H si annulla sull’osservabile H ogniqual-
volta risulti P(H) = 0 (Teorema A.3.4(iv)), dal teorema di Radon-Nikodym?*
otteniamo intanto l'esistenza di E(X|H). Inoltre, per i teoremi A.3.6(vii) e
A.4.4, possiamo anche affermare che E(X|H) ¢ finita quasi certamente e
risulta definita a meno di eventi osservabili di probabilita nulla?!. Infine,
il risultato seguente assicura che E(X|H) assume quasi certamente il valore
E(X|H) su H, se H ¢ un P-atomo (in breve atomo) di H, cio¢ un evento
osservabile di probabilita positiva non ripartibile in due eventi osservabili
ancora di probabilitd positiva??.

Teorema B.2.2 Sia H un P-atomo di H. FEsiste allora Hy C H tale che
P(H,) =P(H) e E(X|H)(w) = E(X|H) per ogniw € H,**. In particolare, se
H ¢ la o-algebra generata da una partizione finita di Q) costituita dagli eventi
Hy,...,H, con P(H;) >0 (i=1,...,m), allora E(X|H)(w) = E(X|H;) per
ogniw € H; (i=1,...,m).

DIMOSTRAZIONE Posto Y = E(X|H), basta verificare che Y & costante su un sottoinsieme
H; C H tale che P(Hy) = P(H). Infatti, supposto Y (w) = a per ogni w € H;, dalla
P(H \ H1) = 0 otteniamo YIyg = aly (P-q.c.). Ne segue, per il Teorema B.1.5(iii),
E(XIy) = E(YIy) = E(aly) = aP(H) e quindi, per (B4), a = E578) = E(X|H),
ricordato che P(H) > 0.

limitarci a considerare solo v.a. in quanto, essendo richiesta la finitezza della speranza
matematica, una v.a. estesa ¢ sempre uguale quasi certamente ad una v.a. (Teorema
A.3.6(vii)).

20Per teorema di Radon-Nikodym intendiamo il seguente risultato (da considerarsi, per le
sue conseguenze, come un’altra “pietra miliare” della teoria della misura): Con riferimento
alla o-algebra A, siano m una misura o-finita € ¢ : A — R* una funzione d’insieme
numerabilmente additiva m-assolutamente continua (cio¢ tale che I'implicazione “m(A) =
0 = ¢(A) = 0” sussista per ogni A). Esiste allora una funzione A-Borel misurabile f a
valori nella retta reale ampliata tale che p(A) = [ 4 J dm per ogni A (per una dimostrazione
si veda la sezione 2.2 del testo di Ash).

Cogliamo 'occasione per osservare che, data una misura o-finita p di riferimento su N,
gli enti aleatori a valori in X che ammettono p-densita coincidono, per questo teorema e
il Teorema A.3.4(iv), con quelli aventi legge p-assolutamente continua.

21Conseguentemente, E(X|H) non individua una v.a. ben precisata ma denota piuttosto
I’elemento generico della classe delle speranze matematiche condizionate di X a H. Per
questo motivo useremo, nel seguito, la locuzione “Z & una versione di E(X|H)” per indicare
che Z ¢ una di queste speranze matematiche condizionate.

221n altri termini, per ogni H; C H si ha P(H;) =00 P(H,) = P(H).

2L ipotesi di atomicitd non & in generale rimovibile. Infatti, posto Q = [0,1], A = B
e P = )\|A, sia ‘H la o-algebra generata dalla partizione H; = [0,%[, Hy, = |1,
H; = }%7 1} e X la funzione identica di Q. Allora, E(X|H, U Hy) = % e E(X|H)(w) =
se w € Hy, e E(X|H)(w) = 3, se w € Ha.

[
'
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Per individuare Hy, osservato che P(H N{Y < —oo}) = 0, poniamo:
B =sup{z e R* : P(HN{Y < z}) =0}

e verifichiamo intanto che P(HN{Y < §}) = 0. Essendo 'uguaglianza ovvia per § = —o0,
supponiamo (3 > —oo. Esiste allora una successione crescente di numeri reali (x,,),>1 tale
che z,, 1 §. Poiche x,, < f3, esiste un numero reale x tale che z,, < z e P(HN{Y < z}) = 0.
Riesce dunque, per la monotonia della probabilita, P(HN{Y < z,}) < P(HN{Y < z}) =
0. Ne segue, per la subadditivita della probabilita,

P(HN{Y <8}) =P(|J{HN{Y <2,})< > PHN{Y <a,}) =0.

n>1 n>1

Proviamo ora che P(H N {Y > (}) = 0. Essendo l'uguaglianza ovvia per § = +o0,
supponiamo 3 < +o0o. Esiste allora una successione decrescente di numeri reali (z,),>1
tale che 2, | 8. Poiche z!, > 3, si ha P(H N{Y < a/,}) > 0 da cui otteniamo, osservato
che HN{Y < z!,} € H e ricordato che H & un atomo, P(HN{Y < z!,}) = P(H) e quindi,
per ladditivita della probabilita, P(H N{Y > z/,}) = 0. Ne segue, per la subadditivita
della probabilita,

P(HN{Y >} =P(|J{HN{Y 22,})< > PHN{Y >,}) =0.

n>1 n>1

Riesce dunque P(H N{Y # 8}) = P(HN{Y < 3}) + P(HN{Y > B}) = 0. Posto infine
Hy=Hn{Y =p}eH,siha P(H;) =P(H) e Y costante su Hj.

Per quanto riguarda 'ultima parte della tesi, basta osservare che, per la nota 17 di p.
185, le funzioni H-Borel misurabili sono costanti sui costituenti Hy,..., H,, e che questi

ultimi sono banalmente degli atomi di H. |

Nel teorema successivo elenchiamo ulteriori proprieta della speranza mate-
matica condizionata all’informazione ottenibile. In particolare, le proposizio-
ni (xi) + (xiii) forniscono le versioni condizionate dei teoremi della con-
vergenza monotona A.3.7, d’integrazione per serie A.3.8 e della convergenza
dominata A.3.11. Per quanto riguarda le uguaglianze considerate nelle propo-
sizioni (ii) e (iii), possiamo interpretarle, rispettivamente, nel modo seguente:
qualora l'informazione ottenibile sia quella:

- minima (consistente solamente nei valori di verita degli eventi certo e im-
possibile), di X possiamo conoscere unicamente la speranza matematica;

- massima (consistente nel sapere quale caso elementare e vero), di X possia-
mo conoscere il suo valore “vero”.

La proposizione (xiv) assicura invece che le v.a. limitate e osservabili si
comportano nei confronti della speranza matematica condizionata come le
costanti rispetto alla speranza matematica, nel senso che entrambe possono
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essere “estratte” dall’operatore di speranza matematica. Infine, la propo-
sizione (xv) mette in evidenza che il risultato del condizionamento sequen-
ziale relativo a due o-algebre di eventi osservabili £ C H non dipende da
quale condizionamento venga effettuato per primo ma solamente dalla piu
“piccola” informazione ottenibile (rappresentata da k).

Teorema B.2.3 Siano X,Y, X1, Xs, etc. v.a. con speranza matematica fini-
ta. Riesce allora:

(i) E(E(X[H))= E(X);
(ii) E(X|{0,0}) = E(X).

Valgono inoltre le proposizioni sequenti nelle quali le relazioni riguardanti
speranze matematiche condizionate devono intendersi sussistere P-quasi cer-
tamente.

(iii) B(X|A) = X;

(iv) Se X ¢é anche H-Borel misurabile, allora E(X|H) = X. In particolare,
E(alg|H) = a per ogni numero reale o;

(v) MONOTONIA: E(X|H) < E(Y|H), se X <Y (P-q.c.);
(vi) E(X|H) = E(Y[H), se X =Y (P-q.c.);
(vii) INTERNALITA: a < E(X|H) <b, se a < X <b (P-q.c.);
(viii) INTERNALITA STRETTA: a < E(X|H) <b, sea < X <b (P-q.c.);

(iz) LINEARITA: E(3°0 o Xi|H)= Y"1 v E(Xi|H) qualungue siano i nu-
mert realt o, . .., 0,

(z) |E(XH)|< E(IX]|H);
(1) E(X,|H) T E(X|H), se X, 1 X e X1 >0 (P-q.c.);

(zii) E(3 2, anXn|H)= 3,5, anE(Xo|H), se (an)n>1 € una successione di
numert realt non negativi, X,, > 0 per ogni n e la speranza matematica
della serie ), o, an Xy ¢ finita;

(ziit) E(X,|H) — E(X|H), se |X,| < Z (P-q.c.) per ogni n, E(Z) finita e
Xn - X;
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(riv) E(Z X|H) = ZE(X|H), se Z ¢ H-Borel misurabile e limitata;

(zv) Se K & una sotto o-algebra di H, allora E(E(X|H)|K)= E(X|K) e
E(E(X|K)[H)=E(X|K).

DIMOSTRAZIONE  Le proposizioni (i) + (iv) sono conseguenza immediata della definizione.
Dalla proposizione (v) discendono invece (vi), (vii) (tenuto conto di (iv)) come pure (x)
(tenuto presente (ix) e la disuguaglianza —|X| < X < |X]).

(v) Sia X <Y (P-q.c.). Allora, considerato un evento osservabile H, dalla monotonia
dell'integrale si ha [, E(X|H)dP = [, X dP < [, Y dP = [,, E(Y|H)dP. Ne segue, per
il Teorema A.4.4 (ponendo A =H), E(X|H) < E(Y|H) (P-q.c.).

(viii) Per la linearita dell’integrale, E(X|H) — a & una versione di E(X —a|H). Inoltre,
posto A = {a < X < b}, H={a < E(X|H) < b}, H = {E(X|H) < a} e Hy =
{E(X|H) > b}, otteniamo P(A) = 1 e P(H®) = P(H,) +P(Hz). Cio osservato, assumiamo
(per assurdo) P(H;) > 0. Allora, P(A°NH;) =0, P(ANHy) = P(Hy) > 0 da cui, tramite
i teoremi A.3.4(iv) e A.3.6(i),(vi), risulta

02/ (E(X|H)—a)dP:/ (X—a)dP:/ (X—a)dP>0
H, Hy ANH,
pervenendo cosi ad una contraddizione. La prova di P(Hz) = 0 ¢ del tutto analoga.

(ix) Per la linearita della speranza matematica, la v.a. somma ha speranza matematica
finita per cui ha senso considerare E(3_""_, a; X;|H). Ora, essendo le speranze matematiche
condizionate finite quasi certamente, per I'osservabile H = (I, {E(X;|H) € R} risulta
P(H') = 1. Considerata allora, per ogni n, la v.a. X] = E(X;|H)Iy/, otteniamo X| =
E(X;/H) (P-q.c.) (i=1,...,n) e > ;X! => " o,E(X;|H) (P-g.c.). Ne segue, per
le solite proprieta dell’integrale,

/H;OliXidP;Oéi/HXidP;C)&i/HE(Xi|H)dP
n

n n
:Zai/ X;dP:/ Zaixgdpz/ > aiE(Xi[H) dP
i=1 H H =1 H =1
qualunque sia H. Dunque, E(>1 | a; X;|H) = > | o E(X;|H) (P-q.c.), osservato che la
combinazione lineare >, o, E(X;|H) & H-Borel misurabile.

(xi) Sia X3 > 0 (P-q.c.) e X,, T X. Allora, X,, > 0 (P-q.c.) per ogni n. Risulta
quindi, per (v), (vii), P(E(X,|H) > 0) = 1 e P(E(X,|H) < E(X,41|/H))= 1 per ogni n.
Conseguentemente, posto H' = (,-,{0 < E(X,|H) < E(Xn41|H)}, si ha P(H') = 1.
Considerata allora, per ogni n, la v.a. X, = E(X,|H)Iy, otteniamo 0 < X, < X .,
X, = E(X,|H) (P-q.c.) per ognin e ngrfooX;L = nETwE(Xn‘H) (P-q.c.). Ne segue, per

il teorema della convergenza monotona,

/XdP: lim [ X,dP= lim [ E(X,|H)dP
H n—-+4oo H n—-+4oo H

n—-+o0o n—-—+00 n—-+o0o

= lim X;dpz/ lim X;LdP:/ lim E(X,|H)dP
H H H
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per ogni H. Dunque, E(X,|H) — E(X|H) (P-q.c.), osservato che il limite liIJrrl E(X,|H)

& ‘H-Borel misurabile. Allora, E(X,|H) T E(X|H) (P-g.c.), essendo H' N {E(X,|H) —
B(X[H)} C {E(X,[H) 1 B(X[H)}.

(xii) Siano X,, > 0, o, > 0 per ogni n e E(},~; 2, X,,)< +oo. Allora, per (vii),
P(E(X,|H) > 0) = 1 per ogni n. Conseguentemente, posto H' = (), -, {E(X,,|H) > 0}, si
ha P(H’) = 1. Considerata allora, per ogni n, la v.a. X/, = E(X,,|H)Ig, riesce X], > 0,

X, =E(X,|H) (P-q.c.) perognine ) -, X, => <, E(X,/H) (P-q.c.). Ne segue, per
il teorema d’integrazione per serie, - -

nnd: n nd: n n d
/HZaX p Za/HX P Za/HE(X|H)P

n>1 n>1 n>1
:Zan/ X;dpz/ ZanX,'ldP:/ > anE(X,|H) dP
n>1 H HnZl Hn21

per ogni H. Dunque, E(}", o, an X, |H) = >, anE(X,|H) (P-q.c.), osservato che la
serie ) -, E(X,,|H) & H-Borel misurabile. -

(xiii) Siano |X,| < Z (P-q.c.) per ogni n, E(Z) finita e X,, — X. Allora, posto
A=,>1{Xn £Z},sihaP(A) =1, \XnHA < Z|A per ogni n e quindi \X||A < Z|A.

Consideriamo ora, per ogni n, la v.a. Z, = sup,,s, |Xm — X|. Allora, Z, | 0;
inoltre, Zy| , < sup,,>, (1 Xml| , +1X]| ) < 2Z|, da cui otteniamo Z, < 2Z (P-q.c.) e
quindi Z, ha speranza matematica finita. Possiamo dunque considerare la successione
(E(Z4|H)), ., Osservato infine che E(X,|H) — E(X|H) = E(X,, — X|H) (P-q.c.) (per
(), [B(X, — X[H)| < B(X, — X| [H) (P-q.c.) (per (x)) e B(|X, — X| [}) < E(Zy[H) (-
q.c.) (per (v)), otteniamo |E(X,|H)—E(X|H)|< E(Z,|H) (P-q.c.). Basta dunque provare
che E(Z,|H) — 0 (P-q.c.), notato che {E(Z,|H) — 0}C {|E(X,|H) — E(X|H)| — 0}=
{E(Xa|H) — E(X|H)}.

Posto ora H' = (,51{E(Z,|H) > E(Zn41/H) > 0}, da (v), (vii) si ha P(H') = 1.
Conseguentemente, posto Z/, = E(Z,|H)Ig: > 0 per ogni n, la successione (Z,),>1 ¢

non crescente e quindi possiamo considerare la v.a. Z' = lirf Z! > 0. Osservato che
n—1+00

Z{ = E(Z1|H) (P-q.c.), risulta E(Z]) = E(E(Z1|H))= E(Z1) € R e quindi, per il teorema
della convergenza dominata e (i),

0<E(Z)= lim E(Z)) = lim E(E(Z,/H))= lim E(Z,)= / lim Z,dP =0,
n—-+oo n—-+oo n—-4oo Q n——+4oo
ricordato che Z,, | 0. Dunque, E(Z') = 0 e quindi, posto H” = {Z' =0}, sithaP(H") =1
(Teorema A.3.6(v)). Allora, E(Z,|H — 0 con P(H'NH") =1, cio¢ E(Z,|H) — 0
(P-q.c.).

(xiv) Sia Z una v.a. limitata H-Borel misurabile. Osservato che Z E(X|H) ¢ H-Borel
misurabile, poniamo |Z| < o € R. Allora, E(|ZX|) < E(a|X|) = oE(|X|) < 400 e quindi
Z X ha speranza matematica finita (Teorema A.3.5(ii)). Cid osservato, assumiamo intanto
Z = IH/. Allora,

/ZXdP:/ XdP:/ E(X|H)dP:/ ZE(X|H) dP
H HNH’ HNH' H

)’H’OH”
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per ogni H; dunque E(ZX|H) = ZE(X|H) (P-q.c.).
Sia ora Z una funzione H-semplice a valori finiti. Da (ix) otteniamo

E(ZX|H)=E(( Y 2lz_.;)X|H)

2€Z(Q)
= Y E(z—nX|H) = > z2lz_B(X|H) = ZE(X|H) (P-q.c.).
z€Z(Q) z€Z(Q)

Sia infine Z qualsiasi. Per il lemma fondamentale A.2.4, esiste una successione (Z,)n>1
di funzioni H-semplici a valori finiti tale che Z, — Z e |Z,| < |Z] < « per ogni n.
Possiamo allora considerare, per ogni n, la speranza matematica condizionata E(Z,, X|H)
in quanto E(Z,X) ¢ finita. Posto H' = (>, {E(Z,X|H) = Z,E(X|H)} e osservato che
E(Z,X|H) = Z,E(X|H) (P-q.c.) per ogni n, otteniamo P(H') = 1e H' C {E(Z,X|H) —
ZE(X|H)}. D’altra parte, notato che |Z,X| < «a|X| per ogni n e Z,X — ZX, da (xiii)
segue E(Z,X|H) — E(ZX|H) (P-q.c.). Allora, posto H" = {E(Z,X|H) — E(ZX|H)},
sihaP(H'NH")=1e HNH" C {ZE(X|H) = E(ZX|H)}, ciot E(ZX|H) = ZE(X|H)
(P-q.c.).

(xv) Sia K una sotto o-algebra di H. Dato K € K, si ha [, E(X|H)dP = [, X dP =
S  E(X|K) dP, ove la prima uguaglianza sussiste in quanto K € M. Dall’arbitrarieta
di K risulta allora E(E(X|H)|K)= E(X|K) (P-q.c.). Per quanto riguarda invece l'altra
uguaglianza, basta osservare che la v.a. E(X|K) & H-Borel misurabile (in quanto K-Borel

misurabile) e usare (iv). [ |

Concludiamo la sezione con un risultato (al quale premettiamo un lemma
inerente le funzioni convesse) che fornisce alcune celebri e importanti disugua-
glianze riguardanti le speranze matematiche (condizionate o no) di trasfor-
mate convesse di variabili aleatorie.

Lemma B.2.4 Siano J un intervallo (limitato o no) della retta reale e g :
J — R una funzione convessa. Sussistono allora le sequenti proposizioni:

(i) Qualunque siano xy,xq,x3 € J tali che v1 < x5 < x3 si ha

g(w2) — g(x1) < g(w3) — g(x1) < g(w3) — g(xa)

(i1) Per ogni punto interno a di J esiste un numero reale b tale che g(x) >
b(z —a) + g(a) per ogni x € J.

Inoltre, se J e un intervallo aperto, sono valide anche le proposizioni:
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(111) Indicato con Q l'insieme dei numeri razionali e, per ogni ¢ € J N Q,
con by un numero reale tale che g(x) > b,(x — q) + g(q) per ogni x € J
(esistente per (ii)), risulta g(x) = sup [b,(x—q)+g(q)] per ognix € J;

qeJNQ

(iv) La funzione g ¢ BN J-Borel misurabile.

DIMOSTRAZIONE (i) Siano xy,x2, 23 € J tali che 21 < 29 < x3. Essendo le dimostrazioni
della prima e della seconda disuguaglianza del tutto simili, proviamo solamente la prima.
Per la convessita di g si ha

Tr3 — T2 X9 — I r3 — T2 Xo — I
x3)< x1) +

g(x2) = 9( 1 + < g(x1
I3 — T Irs — T Trs — T1 Trs — T1

g(x3)

da cui otteniamo

T3 — X2 T2 — 1
_ < 74)
o(e2) —g(w) < (T2 = 1)glan) + 2= gles)
_r— Ty — 1 _ xy— 1 B
= 73019(331) + pe—— (z3) = pe— [9(x3) — g(21)]
e quindi
9(x2) —g(z1) _ g(ws) — g(z1)
T2 — X1 - xzg—ax

(ii) Considerati due elementi qualsiasi ¢/, 2" € J tali che 2’ < a < 2”, da (i) si ha

gla) —g(') _ g(=") —g(a)
a—z = a2 —-a
Ne segue, per arbitrarieta di 2,
@)= 9@) _, _ (o)~ g(0) _ (a”) - gla)
a—xz' eca a—x — a2 —a

zeJ

e quindi b & un numero reale. Riesce inoltre, per larbitrarieta di ',z in J, g(x) >
b(x — a) 4+ g(a) per ogni x € J.
(ili) Osservato che la disuguaglianza g(z) > sup [by(z—q)+g(q)] sussiste banalmente
qeJNQ
per ogni x € J, proviamo la disuguaglianza opposta. Sia dunque = € J. Per (ii) (posto
a = z), esiste un numero reale b tale che g(t) > b(t — x) + g(z) per ogni t € J. Cid

osservato, sia o’ € J tale che z < x’. Dato allora un arbitrario numero razionale ¢’ tale

che z < ¢’ < &', riesce g(z') > by (2’ — ¢') + g(¢'), cioe by < %:Z,(q/) e quindi
by (z —q')+9(q") = 9(q) = bg(q — )
g9(@') —g(q) -z -z
>9(q) P (@ —2) = — (@) = 7 (@)
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Dunque
by~ 0) + 9(0) = 25 (bl ~ @) + ()] - L2 g
sup r—q 94)| =z —7—— [V\g —Z g\xr)|— gz
q€ JNQ I ¥ —q ¥ —q
per ogni numero razionale ¢’ tale che x < ¢’ < 2’. Risulta pertanto
) ' —x qd—z ,
gx:hm[—bq’—x—i—g:r— gx}g sup |bg(x —q) + 9(q)|.
)= Jim [ 00 =)o) 5= 0] g [ =) - ot0)
q

(iv) Per ogni numero razionale ¢ € J, la funzione z — by(x — ¢) + g(g) di dominio J
¢, per il Teorema A.2.3(i), BN J-Borel misurabile. Allora, per (iii) e il Teorema A.2.5(ii),
lo & pure g. |

Teorema B.2.5 (di Jensen) Dato un intervallo aperto J (limitato o no)
della retta reale, siano g : J — R una funzione convessa e X : Q — J una
v.a. con speranza matematica finita. Allora, E(X|H) € J (P-q.c.). Inoltre,
la v.a. trasformata g(X) ammette speranza matematica e risulta g(E(X)) <

?]PEQ(X;) Infine, nel caso che E(g(X)) sia finita, g(E(X|H)) < E(g9(X)|H)
-q.c.).

DiMOSTRAZIONE Dalla disuguaglianza inf J < X < supJ otteniamo, tramite il Teo-
rema B.2.3(viii), E(X|H) € J (P-q.c.). Proviamo ora che g(X) ¢ una v.a. con speranza
matematica. Che sia una v.a. ¢ conseguenza immediata del Lemma B.2.4(iv). Per quanto
riguarda la sommabilitd, osserviamo che, per il Teorema B.1.5(vi), E(X) € J. Esiste
quindi, per il Lemma B.2.4(ii), un numero reale b tale che g(z) > bz — E(X)] + g(E(X))
per ogni x € J. Considerata allora la v.a. Y =b[X —E(X)] 4+ g(E(X)),sihag(X)>Y e

E(Y) = b[E(X) — B(X)] + E(g(E(X)) o) = g(B(X)) € R.

Ne segue, per il Teorema B.1.5 (ponendo Z = ¢g(X) e X =Y), la sommabilita di g(X).
A questo punto la disuguaglianza g(E(X)) < E(g(X)) discende immediatamente dalla
g(X) > Y e dalla monotonia della speranza matematica.

Sia ora E(g(X)) finita. Dato un numero razionale ¢ € J, dal Lemma B.2.4(iii) ottenia-
mo g(X) > by(X — q) + g(g). Allora, posto X’ = E(X|H), dal Teorema B.2.3(iv),(v),(ix)
risulta E(g(X)|H) > by(X" — q) + g(¢) (P-q.c.). Dunque, posto H, = {E(g(X)|H) >
bg(X" —q) +9(q)}, si ha P(H,) = 1. Posto infine H = {X" € J} N, jnq Hy, otteniamo
P(H) =1 e, per il Lemma B.2.4(iii),

9(X'(w)) = q:gg@[bq(X’(w) —q) +9(q)] <E(9(X)|H)(w)

per ogni w € H, ciot g(E(X|H))< E(9(X)|H) (P-q.c.). [ |
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B.2.2 Funzione di regressione

In moltissime situazioni pratiche I'informazione ottenibile consiste nell’osser-
vare il valore di un dato ente aleatorio. Al fine di inquadrare questa situa-
zione nell’ambito del condizionamento a c-algebre assumiamo, con riferi-
mento all’ente aleatorio X, che la o-algebra N contenga i singoletti. Sup-
posto che l'informazione ottenibile sia 'osservazione di X, viene naturale
identificare la o-algebra degli eventi osservabili H con la o-algebra indotta
X71(R) € A da X su Q (Esempio A.1.1(iii))?!; inoltre, per ogni v.a. Y con
speranza matematica finita, considerare la speranza matematica condiziona-
ta E(Y|X) = E(Y| X 1(R)) come la speranza matematica condizionata di ¥
all’osservazione di X.

Il seguente notevole risultato assicura che la speranza matematica con-
dizionata alla o-algebra indotta puo sempre ottenersi come trasformata certa
dell’osservabile X tramite una opportuna funzione Borel misurabile.

Teorema B.2.6 Siano Y wuna v.a. con speranza matematica finita e Z una
versione di E(Y|X). Esiste allora una funzione X-Borel misurabile g : X —
R* tale che Z = g(X).

DIMOSTRAZIONE Posto H = X ~1(R) e ricordato che Z & H-Borel misurabile, supponiamo
intanto che Z sia una funzione H-semplice a valori finiti, cioe Z = Z?:l o lg, con H; € He
a; €ER (i =1,...,n). Esistono allora Aj,... A, € Rtaliche H; ={X € A;} (i=1,...,n).
Conseguentemente, g = > ; I, & R-Borel misurabile e

9(X(w)) = ZaﬂAi (X(w)) = Z ailixen}(w) = Zaz‘fm (W) =Z(w)

per ogni w € , cioe Z = ¢g(X). Assumiamo infine che Z sia una funzione H-Borel
misurabile non necessariamente semplice. Per il lemma fondamentale A.2.4, esiste una
successione (Z,,),>1 di funzioni H-semplici a valori finiti tale che Z, — Z. Per quanto ap-
pena provato, esiste inoltre una successione (g, )n>1 di funzioni X-Borel misurabili tale che
Zn = gn(X) per ogni n. Allora, Ny, = {m €X: Elngrfoogn(x)}e N e quindi 'applicazione

g : X — R* cosi definita:

lim g,(x) sex € Ny,
gla) = { nioe
0 se x ¢ Ny
e, per I’Osservazione A.2.6, X-Borel misurabile. Risulta inoltre Z(w) = lir_‘r_l Zn(w) =
lirf gn(X(w)) = g(X (w)) per ogni w € Q, cioe Z = g(X). [ |

24Tn quanto, da un punto di vista interpretativo, la conoscenza dei valori di verita di
tutti gli eventi di tale o-algebra equivale alla conoscenza del “vero” valore di X.
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Considerata allora una v.a. Y con speranza matematica finita, possiamo
trovare funzioni P x-integrabili g tali che f{XeA} YdP = ngdPX per ogni
A € X; infatti, scelta una versione Z di E(Y|X), esiste (per il teorema prece-
dente) una funzione R-Borel misurabile ¢ tale che Z = g(X) e quindi, per il
teorema fondamentale del calcolo delle probabilita,

/ YdP:/ ZdP:/ g(X)dP:/gdPX
{XeA} {XeA} {XeA} A

per ogni A € N. Cio constatato, chiamiamo funzione di regressione di Y
su X ogni funzione E(Y|X =) : X — R* tale che:

1. sia Px-integrabile;
2. risulti [iy p, Y dP = [LE(Y|X = 2)Px(dz) per ogni A € X.

Conseguentemente, per i teoremi A.3.6(vii) e A.4.4, E(X|T = -) ¢ finita Px-
quasi certamente ed ¢ definita a meno di insiemi P x-trascurabili. Inoltre,
E(Y|X = X(-)) & una versione di E(Y|X). Infatti, sempre per il teorema
fondamentale del calcolo delle probabilita,

/{XeA}YdP = /AE<Y\X = ) Px(dr) = /{XGA} E(Y[X = X(w)) P(dw)

per ogni A € R; inoltre, la X ~!(X)-Borel misurabilita segue banalmente osser-
vando che E(Y|X = X(-)) si ottiene componendo I'applicazione (X ~!(R), R)-
misurabile X con una funzione R-Borel misurabile?®. Infine, il prossimo risul-
tato rileva che la funzione di regressione assume come valore 1'usuale speranza
matematica condizionata sugli eventi osservabili {X = z,} di probabilita
positiva.

25Una funzione di regressione consente quindi di legare funzionalmente (con pratica
certezza) la media di Y condizionata all’informazione ottenibile con ’osservabile X. Viene
cosl giustificato 1'uso del termine “regressione” che nel linguaggio probabilistico-statistico
e sinonimo di “relazione funzionale tra due enti aleatori”. Ricordiamo che il termine deriva
da un famoso lavoro di Francis Galton (pubblicato nel 1885) relativo al confronto delle
altezze di 928 adulti con le altezze medie dei loro genitori. Avendo constatato che le altezze
medie dei figli tendevano ad allinearsi con ’altezza media (se i genitori erano piu bassi
(pitt alti) della media generale, le altezze medie dei figli salivano (calavano) in modo da
“recuperare” il divario), scrisse che cid costituiva una “regression towards mediocrity”.
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Teorema B.2.7 Sia xy € X tale che P(X = xy) > 0. Allora,

Y dP
E(Y|X = x0) = f{ljz?—}:m = E(Y|{X = z}).

DIMOSTRAZIONE Proviamo intanto che 'unico sottoinsieme proprio di Hy = {X = x¢}
che appartenga alla o-algebra indotta H = X ~1(R) & I'insieme vuoto. Dato {X € A} C Hy,
si ha 2o ¢ A (in caso contrario, si avrebbe la contraddizione Hy C {X € A} C Hy) e quindi
{XeA}=Hyn{X eA} =10.

Dunque, Hy € un atomo di H. Allora, per il Teorema B.2.2, esiste un sottoinsieme
H, € H di Hy tale che P(H;) = P(Hp) > 0 e sul quale E(Y|X) & la costante di valo-
re a = E(Y|Hp). Inoltre, poiche E(Y|X) = E(Y|X = X(-)) (P-q.c.), esiste Hy € H
tale che P(Hz) = 1 e E(Y|X)(w) = E(Y|X = X(w)) per ogni w € Hy. Posto allora
H = HyNHy C Hy, si ha P(H) = P(Hy) +P(Hsy) — P(H, U Hs) = P(H,) > 0 da cui otte-
niamo H # () e quindi H = Hy. Scelto infine wy € Hy, risulta E(Y|X = xy) = E(Y|X =
X (wo)) = E(Y|X)(wo) = . L’altra uguaglianza si ottiene invece da (B.4) |

Nell’esempio seguente individuiamo (in alcuni casi semplici) una versione
della funzione di regressione E(Y|X = )2 partendo da una versione Z
della speranza matematica condizionata E(Y'|X) e trovando il legame fun-
zionale sussistente tra Z e l'osservabile X. Viene cosl messa concretamente
in evidenza la profonda differenza concettuale delle due nozioni: funzione
dipendente dai valori osservabili la prima; dai casi elementari la seconda.

Esempio B.2.8 Posto Q =[0,1], siano A =BNQeP = )\‘A. Supposto inoltre X =R e
N = B, consideriamo una funzione continua Y di dominio 2 e andiamo a determinare sia
la speranza matematica condizionata di Y a H = X ~(B) che la funzione di regressione
di Y su X, relativamente a quattro diverse ipotesi sulla forma funzionale dell’osservabile.

(i) Sia X una funzione continua strettamente monotona (crescente o decrescente).
Allora, dato un qualsiasi intervallo chiuso [a,b] di Q si ha [a,b] € H; infatti, [a,b] =
X~Y([X(a), X(b)]), se X & crescente, e [a,b] = X~ 1([X(b), X(a)]), se X & decrescente.
Ne segue, {[a,b] N Q : a,b € R} C H e quindi H = A (ricordato che B & generata dagli
intervalli chiusi)?”. La v.a. Y risulta dunque H-Borel misurabile e quindi, per il Teorema

26 Analogamente al caso del condizionamento a o-algebre, usiamo la locuzione “g ¢ una
versione di E(Y|X = -)” per indicare che g & una funzione di regressione di Y su X.

27Con riferimento al caso generale, sussiste infatti il risultato seguente: Data una fami-
glia F C 29 tale che A = o(F), la traccia AN S & generata dalla famiglia F N S =
{FNS:F e F}. Infatti, sia G C AN S la o-algebra su S generata da F NS e A =
{A: AnS e G} C A Allora, Q € A, notato che S =QNSeg; A A se Ae A,
osservato che A°NS =S5\ (ANS)eG; U,>; An € A" se A, € A’ per ogni n, in quanto
(Ups14n)NS =U,,(4,NS) € G. Pertanto, A’ & una o-algebra su Q includente F. Ne
segue A’ = Aequindi G =ANS.
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B.2.3(iv), Y & una versione di E(Y|X). Conseguentemente, notato che la funzione:

) Y(X T 2) sexe X(Q)
9lw) = {o se x ¢ X(Q)

& Borel misurabile®® e Y = g(X), possiamo concludere che g & una versione di E(Y|X = -).

(ii) Sia X tale che X(w) = —1, se w < %7 e X(w) =1, se w > % Allora, posto
H, =0, %[ e Hy = [3,1], otteniamo H = {0,Q, Hy, Hy} e P(Hy) = MN(H:) = &, P(Hs) =
A(Hjz) = 5. Conseguentemente, per il Teorema B.2.2 e (B.4),

1
E(Y|H,) = 3/3Y(x) dr sew <
0

W=

E(Y|X)(w) = 1
E(Y|Hs) = %/; Y(z)dr sew >

W=

e quindi la funzione:

1
5
3/ Y(z)de sex=-1
0
(@) =33 [
g §[Y(m)dx sex =1
3
0 altrimenti

¢ Borel misurabile e riesce E(Y|X) = g(X). Pertanto, g ¢ una versione di E(Y|X = ).

(iii) Con riferimento agli intervalli Hy, Ho considerati in (ii), sia X tale che X (w) = —1,
se w € Hi, e X(w) = 13w — 1), se w € H. Allora, posto B/ = BN Ha, otteniamo
H =B U{B' UH; : B' € B'} e quindi H; & 'unico atomo di H. Ne segue che la v.a.
‘H-Borel misurabile:

Z(w) = E(Y|Hy) = 3/ Y(z)dx sew <

W= Wl

(Y|H2)(w) ’ se w >

¢ una versione di E(Y'|X). Infatti, dato H € H, 'uguaglianza [, Y dP = [, ZdP ¢ ovvia
sia per H = H; che per H € B’; inoltre, per 'additivita dell’integrale,

[, Y dP
/ Y dP = YdP+/ YdP:/ Zdp+ 2 P(H;)
B'UH; B’ H; ’ P(Hl)

:/ ZdP+E(Y|H1)P(H1):/ ZdP+/ ZdP:/ Z dP
! B’ H, B'UH,

Z8Essendo, per il teorema di connessione delle funzioni continue, J = X (2) un intervallo
chiuso della retta reale, la funzione inversa X1 : J + & continua (in quanto inversa
di una funzione strettamente monotona definita su un intervallo) e quindi, per il Teorema
A.2.3(ii), Yo X1 : J — R & BN J-Borel misurabile. Ne segue, per il Lemma A.2.1(ii), la
Borel misurabilita di g.
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per ogni H = B’ U Hy con B’ € B'. Conseguentemente, la funzione:

1
B/SY(x)dm se x =—1
_ 0
9(®) =\ ¥ (x-1(2)) = Y(2H) se0<z<1
0 altrimenti

¢ Borel misurabile e riesce Z = g(X). Pertanto, g ¢ una versione di E(Y|X = ).

(iv) Sia X (w) = (w — 3)? per ogni w. Allora, H={AU(1-A): Ac ANHy} C A%,
avendo posto Hy = [O,%]. Infatti, dato B € B e posto A = X~ Y(B)N Hy € AN Hy,
otteniamo X ~1(B) = AU(1— A); viceversa, dato A € AN Hy e posto B = (X’HO)_l(A) €
B, si ha X~ 1(B) = AU (1 — A). Per individuare una versione di E(Y|X), fissiamo un
arbitrario elemento A € AN Hy e valutiamo 'integrale fAU(lfA) Y dP. Ora, considerata

la trasformazione 7 : ¢t +— 1 — t della retta reale, dal Corollario A.4.2 risulta [ LY d\ =
Ji YA —x)dze [, ,Yd\=[,Y(1—x)dr. Nesegue, per additivita dell’integrale,

/ YdP:/Yd/H—/ Y dA
AU(1—A) A 1-A

_ fAY(x)dx—i—fAY(l—x)dx+f17AY(1—x)dx+f17AY(x)dx
2 2
:/ Y()+Y(1 —2) der/ Y(z)+Y(1—2x) s
A 1-A

2
_/ Y()+Y(1 —2) da
AU(1—A) .

2
Allora, la v.a. H-Borel misurabile:

Yw)+Y(1—-w)
2

Z(w) =
¢ una versione di E(Y|X). Pertanto, la funzione:

_JsYGHVE) +Y (5 - VE)] se0<z< g
g(z) = 0

altrimenti

¢ Borel misurabile e riesce Z = g(X). Dunque, ¢ & una versione di E(Y|X = ). A

Nel teorema successivo vengono elencate proprieta della funzione di re-
gressione analoghe (eccetto le ultime due) a quelle considerate nel Teorema
B.2.3 per la speranza matematica condizionata a o-algebre.

Essendo 1 — A un boreliano in quanto B & chiusa per trasformazioni affini (Esempio
A1.1(@iv)).
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Teorema B.2.9 Siano Y,Y1,Ys ete. v.a. con speranza matematica finita.
Riesce allora:

(i) B(Y) = [LE(Y|X = ) Px(dx).

Valgono inoltre le proposizioni sequenti nelle quali le relazioni riguardanti
funzioni di regressione devono intendersi sussistere P x-quasi certamente.

(i1) Se X = x9 € X (P-q.c.), allora E(Y|X =) = E(Y). Inoltre, se X ¢
Uapplicazione identica, allora E(Y|X =) =Y

(iii) E(alo|X =) = «a;
(iv) MONOTONIA: E(Y1|X =) < E(Ys|X =), se Y1 <Y (P-q.c.);
(v) EM[X =) = E(Yz|X =), se Y1 = Y3 (P-q.c.);
(vi) INTERNALITA: a <E(Y|X =:) <b, sea <Y <b (P-q.c.);
(vii) INTERNALITA STRETTA: a < E(Y|X =) <), sea<Y <b (P-q.c.);

(viii) LINEARITA: E(}7, oYX = )= 30 EYi|X = ) qualunque
stano © numert reali oo, ..., Qu;

(iz) |B(Y|X =)|<E(Y]|X =),
(z) E(Y, [ X=)TEY|X="),s5Y,TY eY) >0 (P-q.c.),

(xi) E(EnZl Y, |X =)= Y st E(Ya|X =), se (a)nz1 € una suc-
cessione di numeri reali non negativi, Y, > 0 per ogni n e la speranza
matematica della serie ) -, oY, € finita;

(zii) E(Y,|X =) — E(Y|X =), se |Y,| < Z (P-q.c.) per ogni n, E(Z)
finita e Y, = Y;

(ziii) Sia g : X — R* una funzione R-Borel misurabile tale che la v.a. g(X)Y
ammetta speranza matematica finita. Allora,

E(g(X)Y|X =) = g() EY[X = ).
In particolare, E(g(X)|X =) = g(-);
(ziv) E(Y|X =) =E(Y), se X eY sono indipendenti.
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DIMOSTRAZIONE Le proposizioni (i), (iii) sono conseguenza immediata della definizione.
Le dimostrazioni di (iv) + (xii) si ottengono, con ovvie modifiche, da quelle delle propo-
sizioni (v) + (xiii) del Teorema B.2.3.

(ii) Sia X = z¢ (P-q.c). Dato A € R, sia intanto zy € A. Allora, Px(A) =P(X € A) =
1 e quindi, per il Teorema A.3.4(iv), f{XeA} YdP = [,YdP =E(Y) = [,E(Y)dPx. Sia
ora xg ¢ A. Ne segue Px(A) = 0 e quindi f{XeA} YdP = [,YdP =0= [, E(Y)dPx.

Sia X D’applicazione identica di Q2. Allora, X = A, H = A e Px = P. Conseguentemen-
te, Y & Px-integrabile e f{XeA} Y dP = [, Y dPx per ogni A € A.

(xiii) Sia intanto g = Ias con A’ € R. Riesce allora

/ g(X)Y dP :/ IixeanY dP :/ Y dp
{XeA} {XeA} {XeAnA’}

:/ EY|X =z)Px(dx) = / g(2)E(Y|X = 2)Px(dz).
ANA/ A

Conseguentemente, la tesi sussiste per g funzione indicatrice. Le dimostrazioni per g
semplice e g arbitraria sono del tutto analoghe a quelle sviluppate nella dimostrazione della
proposizione (xiv) del Teorema B.2.3. L’ultima parte della tesi segue immediatamente da
quanto appena provato e da (iii) (prendendo come Y la costante unitaria).

(xiv) Dato A € R, per il Teorema B.1.14, le v.a. Y e I;x¢a} sono indipendenti e quindi

(Y Ixeny) = E(V)E(Ixeay) = E(Y)P(X € A) = /{ o, B,

tenuto conto del Teorema B.1.15. |

Concludiamo la sezione mettendo in luce 'importanza fondamentale della
funzione di regressione nella soluzione del problema (centrale nella proble-
matica statistica e di grande interesse applicativo) di stimare, a partire
dall’osservabile X, il non osservabile Y commettendo un “errore piut piccolo
possibile”. Ovviamente occorre precisare, prima di procedere, cosa dobbiamo
intendere per “errore piu piccolo possibile”. A tal fine, consideriamo una
stima ¢g(X) di Y. Notato che, data una funzione continua e crescente ¢ tale
che p(0) =0e xl_lgloogp(x) = 400, la speranza matematica E(¢(]Y — g(X)]))

¢ una quantita che tende ad essere grande, se g(X) assume valori distanti
da Y, e piccola, se g(X) assume valori vicini a Y, viene naturale usarla per
misurare la bonta dell’approssimazione di Y con ¢g(X). Tra le varie scelte
possibili di ¢, adottiamo quella relativa al metodo dei minimi quadrati, cioe
poniamo ¢(z) = x?. Giungiamo cosi ad intendere la frase “errore pil pic-
colo possibile” nel senso di “errore quadratico medio piu piccolo possibile” e

quindi a cercare una funzione g* tale che

E((Y —g"(X))") < B((Y - 9(X))")
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per ogni funzione g a quadrato P x-integrabile3’. II prossimo risultato collega
la funzione di regressione con il metodo dei minimi quadrati assicurando che
ogni versione della funzione di regressione di Y su X fornisce un esempio di
stima dei minimi quadrati di Y.

Teorema B.2.10 Sia Y una v.a. a quadrato integrabile. Allora,
E((Y —E(Y|X))?*)= min{E((Y — g(X))?): / g*dPx < +oo}.
x
DIMOSTRAZIONE  Per il teorema di Jensen B.2.5, E(Y|X)? < E(Y?|X) (P-q.c.) e quindi

og/xE(Y\szﬁPX(dx):/QE(Y|X)2dP§/

E(Y?X)dP = / Y2dP < +oo,
Q Q

ciot E(Y|X =) ¢ a quadrato Px-integrabile. Inoltre, per il Teorema B.2.9(i), E(Y?) =
JxE(Y?|X = z)Px(dx) > 0 e quindi anche E(Y?|X =) & a quadrato P x-integrabile.
Cio osservato, sia g una qualsiasi funzione a quadrato P x-integrabile. Allora, 0 <
Jo9(X)?dP = [, g*dPx < +oo e quindi, per il Teorema A.3.5(iv), la v.a. ¢(X)Y ha
speranza matematica finita.
Considerato ora l'insieme X' = {z € X : [E(Y?|X = z)|, |[E(Y|X = 2)|, |¢9(z)| € R},
dai teoremi A.3.5(v) e A.5.6(vii) otteniamo P x (X’) = 1. Ne segue, per il Teorema B.2.9(i),

B((Y = 9(X)?) = [ B(Y - glX)PIX = 2) Px(do)
= [ B = 901X = ) Px (o)
= / E(Y? - 29(X)Y + g(X)?|X = 2) Px(dz)
e quindi, tramite il Teorema B.2.9(viii), (xiii),

E((Y — g(X))?)= / [BO21X = 2) - 20(0)BY|X = 2) + g(@)*|Px(de).  (B6)

’

In particolare, ponendo g(-) = E(Y|X = -), si ha dunque

E((Y — B(Y|X))?)= / {E(Y2|X —2)—E(Y|X = x)Q}PX(dx).

’

3071 metodo dei minimi quadrati risale a lavori di Adrien-Marie Legendre (che lo in-
trodusse nel 1805 senza alcuna giustificazione) e di Carl F. Gauss (che invece ne forni
una giustificazione nel 1809). In particolare, Gauss ne studio le proprieta statistiche pro-
ponendo anche algoritmi iterativi per la sua soluzione numerica; lo applico a problemi
geodetici, astronomici e al problema della compensazione degli errori casuali (teoria degli
errori).
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Notato infine che, per ogni z € X, il polinonio t? — 2t E(Y|X = z) + E(Y?|X = x) assume
valore minimo nel punto t = E(Y|X = z), da (B.6) e dalla monotonia dell’integrale segue
allora

E((Y - g(X))?) > /

= / [E(Y2|X =12) — E(Y|X =2)*|Px(dz) = E((Y — E(Y]X))?).

[E(Y2|X = 2) — 2E(Y|X = 2)® + E(Y]X = x)Q}PX(dx)

’

La dimostrazione ¢ cosi conclusa. | |

Il corollario seguente si ottiene immediatamente dal teorema appena prova-
to assumendo che l'osservabile X sia la costante di valore E(Y').

Corollario B.2.11 Sia Y wuna v.a. a quadrato integrabile. Allora,

Var(Y) = E((Y — E(Y))?)=min{E((Y — ¢)*): t € R}.

B.2.3 Legge e densita condizionali

In questa sezione, accanto all’osservabile X, consideriamo una o-algebra 7°
su un insieme non vuoto © e un ente aleatorio Z a valori in ©. Osservato
che, per la legge P, di Z, riesce Py(T) = fQ Iizery dP = E(I{zery) per
ogni T' € T, viene naturale considerare la famiglia di funzioni di regressione
parametrizzata sugli elementi di 7 :

Qzix(T| ) = E(l{zery| X =) (T'eT).

Ora, nel caso particolare che xy € X sia tale che P(X = z) > 0, dal Teorema
B.2.7 otteniamo

Qzix(T|xo) = f{X:xO} lizery dP _ Jo Iizerynix=ao} AP
| 0 P(X = 1’0) P(X — x())

_ Pz GP?)}é ﬂ:{;j): 201 _ p(z e THX = 20)).

Pertanto, Qz|x (-|z) assume necessariamente il significato di legge di Z “sapen-
do che X ha preso il valore x” ogniqualvolta la probabilita dell’evento “X =
&” risulti positiva. D’altra parte, al di fuori di questo caso, Qzx(:|) non
presenta un particolare significato intuitivo in quanto non ¢ possibile assicu-

rare, nel contesto generale dato, che sia una probabilita su 7 o almeno lo
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sia a meno di un insieme P x-trascurabile. Tuttavia, questa situazione e, per
molti versi, “patologica” essendo presente in contesti alquanto artificiosi e di
scarsa (se non addirittura nulla) importanza per le applicazioni usuali della
probabilita.

Motivati da quest’ultima osservazione, abbandoniamo il caso generale
considerando solo le leggi condizionali di Z rispetto X, cioe quelle par-
ticolari famiglie di funzioni di regressione (Qzx (7)), ., barametrizzate su
T che verificano le seguenti proprieta:

1. esiste X’ € N tale che Px(X') = 1 e Qzx(:|z) ¢ una probabilita su 7
per ogni x € X';

2. Qzx(T|-) & Px-integrabile per ogni T' € T;
3. risulta
A ANX

perogni AeReT 7.

Prima di constatarne l’esistenza in un caso particolare (ma di indubbia
importanza applicativa), proviamo un teorema che le collega alla funzione di
regressione di trasformate certe di Z su X.

Teorema B.2.12 Sia (Qzx(T|-))rer una legge condizionale di Z rispetto
X. Inoltre, sia g : © — R una funzione Qz x (-|x)-sommabile per ogni v € X'
e tale che la speranza matematica B(g(Z)) risulti finita. Allora, la funzione:

f@g ) Qzix(df|z) sex e X
sex & X
¢ una versione della funzione di regressione E(g(Z)|X = -).
DiMOSTRAZIONE Indicata con f tale funzione, sia intanto g = I7. Dato A, si ha
E(9(Z2)I{xen}) = E(Ir(Z) I;xea}) = P({Z € T} N{X € A})
= Qzx (Tz) Px (dz) = / (/ IT(G)QZ\X(Cw'x)) Px(dz)
Az Mo

ANX’

~ [ (| s0axt@)pxtan = [ apx = [ apx.
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Ne segue, per larbitrarieta di A, che f & una versione di E(¢(Z)|X = ).
Sia ora g = Y., y;I7, > 0 una funzione semplice. Posto:
filx) = {f@ I7,(0) Qzx(df|z) sex e X

0 sex ¢ X/ (i=1...,n),

dalla linearitd dell’integrale otteniamo f = >"" ; y;f;. Ne segue, poiche f; & una versione
di E(f;(Z2)|X =) (: = 1,...,n), dalla linearita della funzione di regressione (Teorema
B.2.9(viii)) che f & una versione di E(31, y; fi(Z)|X =) = E(9(Z)|X = ).

Sia ora g > 0. Considerata una successione (gn)n>1 di funzioni semplici non negative tale
che g, T g, poniamo:

fn(z) = {f@) 9n(0) Qz)x (df|z) se x € X

0 sex &X' (n=1).

Allora, per il teorema della convergenza monotona, 0 < f,, T f. Conseguentemente, poiche
fn € una versione di E(g,(Z)|X =) (n > 1), dal Teorema B.2.9(x) otteniamo che f & una
versione di E( lirf an(Z2)| X =) =E(@2)|X =-).

Sia infine ¢ qualsiasi. Osservato che g(Z)* = g™ (Z) e g(Z)~ = g~ (Z), si ha la finitezza
delle speranze matematiche E(g%(Z)) e E(g~(Z)); inoltre, dall'ipotesi di Q7| x (-|z)-somma-
bilita risulta

[ 9® Qzx(asla) = [ 5*©) Qzx(asia) - [ 46 Qzix(dtlo)
e e e
per ogni z € X'. Posto allora

filz) = Jo gt (0)Qzx(dfz) sexeX
' 0 sex &X'

folz) = {({e 97 (0) Qzx(dflz) sex e X’

sex g X'’

otteniamo f = f; — fa. Ne segue, poiche f;, fo sono, rispettivamente, una versione di
E(gt(Z)|X =) e E(¢g7(Z)|X = ), dalla linearita della funzione di regressione che f &
una versione di E(g7(Z) — g~ (Z)|X =) = E(g(2)|X = ). [ ]

Per quanto riguarda l’esistenza delle leggi condizionali, consideriamo due
misure o-finite u, v di riferimento definite, rispettivamente, su X, 7 e assumia-
mo (fino alla fine della sezione) che f : © x X — R* sia una (v, u)-densita
congiunta della coppia aleatoria (Z, X). Posto allora Xq = {0 < fxy < +o0},
introduciamo, per ogni x € X, la funzione 7-Borel misurabile fzx(-|z) su ©
cosl definita:

02 e reX
fZ\X(9|$) — ) fx(z) 0 (B.?)
fz(0) sex & X,
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per ogni § € © (Lemma A.5.1(ii)). II risultato successivo mette il luce la
possibilita di ottenere, mediante la famiglia (fzx(-|7))zcx, sia una densita
congiunta della coppia aleatoria che una marginale di Z.

Teorema B.2.13 Sussistono le sequenti proposizioni:

(i) Px(Xo) =1;

(ii) (0,x) — fzx(0]x)fx(x) é una (v, p)-densita congiunta di (Z,X);
(iit) fz(-) = [x fzx(|2)Px(dz) (v-q.0.).

DIMOSTRAZIONE (i) Risulta

Px(fx € {0,+o0}) :/ fx dp :/ Ix du+/ fx dp
{fx=0}U{fx=+oc0} {fx=0} {fx=+oc}

-/ fx dp = oo p({ fx = +o0}).
{fx=+o0}

Allora, 400 u({fx = +o0}) < 1 da cui otteniamo u({fx = +oo}) =0 e quindi Px (X)) =

Px(fx & {0, +00}) = 1.
(ii) Osservato che, per il Lemma A.5.1(iii), la funzione (0,z) — fzx(0]x) fx(z) &

T ® N-Borel misurabile e che, per (i) e il Teorema B.1.12, Pz x)(© x Xo) = Px(Xo) = 1,
dal Teorema A.3.4(iv) otteniamo

Pz.x)(5) = / fdvxp= / fz1x 0)z) fx () v x p(df x dx)
SN(OxX0) SN(OxX0)

- /S Fax(012) Fx () v x p(df x dz)

per ogni S € T ® N,

(iii) Conseguenza immediata di (ii) e del Teorema B.1.12. [ |

Tramite le funzioni fx(-|z) possiamo introdurre la famiglia:

Pox(T|z) = fz1x(|z) x v(T) = / fzx(0lzx)v(dd)  (xeX) (BS)
T
di misure sulla g-algebra 7. Ora, per la linearita dell’integrale,

f(@,l’) _ f@ f((g,l') V(dg) _ fX(x)
o fx(x) fx(x) fx ()

Pz x(Ofx) =

v(do) =1,
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se v € Xo, e Pzx(Olz) = Pz(©) = 1, se x € Xo; inoltre, per i teoremi
B.2.13(ii) e di Tonelli,

P(Z,X)eT xA)= fzix(0)x) fx (x) v x p(df x dx)

TxA

= [( [ szxtia) av) @) nta)

_ / P (T]z) Py (dz)
A

per ogni A € N e T € 7. Conseguentemente, (Pz x(-|7))zcx ¢ una famiglia
di probabilita su 7 che fornisce una versione della legge condizionale di
Z rispetto X. Tenuto conto della sua costruzione, viene allora naturale
chiamare v-densita condizionale (in breve densita condizionale) di Z
rispetto X la famiglia (fzx(:|2))zex®

Il prossimo esempio mette in evidenza che, in generale, interpretare la
probabilita Pz x(-|z) come la legge di Z “sapendo che X ha preso il valore
2”7 anche quando l'evento “X = z” e trascurabile, oltre a non avere alcun
fondamento, puo essere fuorviante se non addirittura pericoloso.

Esempio B.2.14 (Paradosso di Borel-Kolmogorov) Sia (Z,Y') una coppia aleatoria
distribuita in ]0, 1]* con densita congiunta f (6, y) = 4yf. Posto J = Ijg 1), otteniamo allora
f(6,y) = 4y8J(y)J(0) per ogni y,z € R. Considerate le va. X =Y —Z e X' = %,
determiniamo dapprima la densita fz|x(-|0) e poi la densita fz|x/(-[1).

Dati i numeri reali a, b e posto B = {(,y) € R? : § < a Ay — 60 < b}, dal teorema di
Tonelli risulta

F(Z7X)(a,b) =P((Z,Y)eB) = /}34y9J(y)J(9) dfdy = /]Rz 4y0J(y)J(0)Ip(y,0) dody
= [ AT IO ety = O)T (0 iyl

= [ 4] 9= 0)) 076)1 e (0) 06
_ /a 4 (/R YT (W)} —oo s (y — 0) dy) 6.(6) d.

— 00

310sserviamo che nella definizione (B.7) avremmo potuto considerare al posto della
densita marginale f; una qualsiasi altra funzione 7-Borel misurabile, senza pregiudicare
ne la validita del Teorema B.2.13(ii) ne che la famiglia (Pz|x(:|7))zecx sia una versione
della legge condizionale di Z rispetto X.
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Considerata la traslazione 7 : y — y + 6 della retta reale, dal Corollario A.4.2 otteniamo
b

fR YJ (W) —oo)(y — 0) dy = fR(m +0)J(x 4+ 0) ) oo p)(z) dz = f_oo(x +0)J(xz + 0)dx. Ne

segue, per il teorema di Tonelli,

Flz.x)(a,b) = / 4(/b (x+0)J(x+ H)d:z) 6.(0)d0 = / 40(z + 0)J (x + 0).J (0)dOdx.

— o — o0 Sab
La coppia aleatoria (Z, X') ha dunque densita congiunta fz x (0, z) = 46(x+0)J (z+6)J(6).
Ne segue fx(0) = 4f01 0%d0 = % e quindi f7x(0]0) = 362.J(0) per ogni 6.
Passando alla seconda densita, dati i numeri reali a e b, poniamo B = {(,y) € R? :
0 <aAn§ <b}. Risulta allora

Foeola.) = [ 49030701560, abdy = | 490700701y (§)1-c.(8) i
= [4( [ 9701 (§) ) 030111 -c0) 0
:/ 4(/RyJ(y)I]_OO7b](%)dy) 0.J(6) d.

Dato € > 0 e considerata la trasformazione 7 : y — 6y della retta reale, dal Corollario A.4.2
si ha [o yJ (Y)[—cop) (%) dy = [ 202 T(20)])_ o p)(z) da = f_boo 202 J(x0) dx. Ne segue

Fiz xn(a,b) = /

—0o0

4 ( / ' 20T (20) dx) 6.7(0)do = / 420° 7 (26)J(0) dfdz.
o s

ab
La coppia aleatoria (Z, X’) ha quindi densitd congiunta fz x/(x,0) = 4x63J(x6).J(0).
Allora, fx/(1) =4 [, 63d0 =1 e quindi fzx-(6]1) = 46%.J(8) per ogni 6.
Riesce dunque Pz x (+|0) # Pz x(:|1). Se orasi osserva che le proposizioni “X ha preso
il valore 07 e “X’ ha preso il valore 1” descrivono il medesimo evento (precisamente I’evento
trascurabile {Y = Z}), quanto provato mostra che & piuttosto paradossale interpretare
Pzx(-|0) e Pz x/(:]1), rispettivamente, come le leggi di Z “sapendo che X ha preso il
valore 0” e “sapendo che X’ ha preso il valore 1”. A
Le probabilita Pz x(:|x) sono di particolare importanza in quanto con-
sentono di ottenere anche versioni della funzione di regressione di trasformate
certe della coppia aleatoria su X come pure una formula di disintegrazione
per la legge congiunta.

Teorema B.2.15 Sussistono le sequenti proposizioni:

(1) Sia g : © X X +— [0. + 00| una funzione T & N-Borel misurabile tale
che la funzione composta g(Z, X) ammetta speranza matematica finita.
Allora, la funzione x — [, g(0,2) Py x(df|z) & una versione della fun-
zione di regressione E(g(Z, X)|X =-);

(i1) Pzx)(S) = [ Pzx(S(x)|z) Px(dx) per ogni S € T @ N2,

32Ricordiamo che S(z) ={# € ©: (0,2) € S} e S(0) = {x € X : (0,2) € S}.
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DIMOSTRAZIONE (i) Dato A € X, dai teoremi B.1.10, B.2.13(ii) e di Tonelli otteniamo
/ 9(Z,X)dP = / 9(0,2)1a(x) f21x (0]x) fx(x) v x p(do x dx)
{XeA} OxX
= [ ([ 0. fz1x(012) 1(d9)) 1a(2) i (0) ()
x
- / (/ 9(0,2) P x(d6]x) ) Px(da).
arJe
(ii) Dato S € T ®@ N, ponendo g = I in (i) risulta
Po() = [ 1s2.X)ap = [ ([ 16(60.0)Prix(@0]o)) P (o)
Q x Ve
— [ ([ Is6(®)Paxdbla)) Px(ds) = [ Prx(S(a)le) P (ao).
x e x
La dimostrazione ¢ cosl conclusa. |

Per la definizione (B.7), la densita fzx(-|z) coincide con la densita margi-
nale di Z qualora = ¢ X,. Facciamo ora vedere come si possa instaurare un
legame tra tali densita anche al di fuori di questo caso. A tal fine, posto
Oy = {0 < fz < +o0}, consideriamo, per ogni € O, la funzione R-Borel
misurabile fx|z(-|#) cosi definita:

10z) o pecO
Fxiz(x]6) = § 12©@ ’ (B.9)
fx(z) sef ¢ 0O

per ogni x € X, e la corrispondente probabilita sulla o-algebra N:

Pxiz(Al) = Fxiz(16) + p(A) = [ Frizlel6) u(d)

per ogni A € N. Allora, con ragionamenti analoghi a quelli fatti in prece-
denza, otteniamo sia che la famiglia (Pxz(:|0))sce € una versione della legge
condizionale di X rispetto Z che la validita del prossimo risultato.

Teorema B.2.16 Sussistono le sequenti proposizionsi:

(i) P2(60) = 1;

(ii) (0,x) — fxz(x|0)fz(0) é una (v, p)-densita congiunta di (Z, X);
(iit) fx(-) = Jo Fxiz(-[0)Pz(d0) (n-q.0.);
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(iv) Sia g : © x X +— [0. + 00| una funzione T @ N-Borel misurabile tale
che la funzione composta g(Z, X) ammetta speranza matematica finita.
Allora, la funzione 0 — [, g(0,x) Px z(dz|f) é una versione della fun-
zione di regressione E(g(Z, X)|Z = +);

(v) Pizx)(S) = Jo Px|z(S(0)|0) P£(d) per ogni S € T @ XN.

Sussiste inoltre, come facilmente si constata, il seguente teorema di Bayes
che fornisce il collegamento di fz con (fzx(:|%))sex, tramite la famiglia
(fx1z(:]0))sco chiamata, per analogia al caso precedente, y-densita con-
dizionale di X rispetto Z33.

Teorema B.2.17 (di Bayes) Risulta:
fx12(x10)

fzx(0|z) =
/fX|Za:|e £(6) v(do)

fz(0)

a meno di un insieme v X j-trascurabile.

B.2.4 Densita iniziale, finale e predittiva

Gran parte delle applicazioni della statistica (sia inferenziale che decisionale)
fanno riferimento alla struttura seguente (detta esperimento statistico):
considerato un ente aleatorio osservabile X a valori nell'insieme X (spazio
campionario), si suppone che non sia possibile individuarne con precisione
(per mancanza d’informazione) la legge ma solo ritenerla appartenente ad
una data collezione di probabilita P = {Py : § € ©} su N parametrizzata
su un insieme © (spazio parametrico). Inoltre, interpretati (in accordo
con il paradigma bayesiano) gli elementi dell’insieme © come possibili de-
terminazioni di un ente aleatorio (parametro) 7, si considera, accanto alla
famiglia P, la legge di Z.

33La denominazione del teorema deriva da un celebre manoscritto del rev. Thomas Bayes
(pubblicato postumo nel 1764 a tre anni dalla morte) nel quale si fornisce la probabilita
condizionata di un evento E al numero di volte che si verifica in n osservazioni, nel caso
che la probabilita Pr(E) sia distribuita uniformemente nell’intervallo [0, 1]. Osserviamo, a
tale proposito, che Pierre S. de Laplace fu il primo a comprendere I'importanza cruciale
del risultato di Bayes e ad applicarlo sistematicamente (a partire dal 1774) allo studio di
numerosi problemi, sia delle scienze fisiche che morali (come, ad esempio, all’eccentricita
delle orbite dei pianeti e alla validita delle testimonianze).
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In questa situazione, viene naturale chiedersi se sia possibile costruire un
contesto che consenta di interpretare P come una versione della legge con-
dizionale di X rispetto Z. Non affronteremo il problema nella sua generalita,
ma ci limiteremo a descrivere il procedimento (noto come schema di Bayes)
che risolve positivamente il problema nel caso particolare che le probabilita
considerate ammettano densita.

Date dunque, come nella sezione precedente, due misure di riferimento o-
finite p e v, rispettivamente su X e 7, assumiamo che 7 : © +— [0, +-00] sia una
v-densita (densita iniziale) di Z e, per ogni 6 € O, che fy sia una p-densita
di X relativa alla legge Py (detta densita di campionamento relativa
a ). Supponiamo inoltre che la funzione (0,z) — fy(x) sia 7 ® N-Borel
misurabile. Allora, per il Lemma A.5.1(iii), la funzione (0, z) — fy(x)m(0) ¢
T ®N-Borel misurabile e quindi possiamo considerare sulla o-algebra prodotto
la probabilita cosi definita:

P (A) = / folz)m(0) v x u(dl x da)
A

per ogni Ae T @N* Seora supponiamo che P sia la legge congiunta
P(zx) della coppia aleatoria (Z,X), la funzione f' : (6,z) — fo(x)m(6)
diviene una v X p-densita congiunta di (Z, X). Allora, tenuto conto della
definizione (B.9), fo(-) = f(:|0) per ogni§ € ©g = {0 < 7 < 400} e quindi
Py(A) = [, fodp = Pxz(A|) per ogni A € R e # € ©y. Conseguentemente,
l'identificazione P*” = Pz x) consente di interpretare la famiglia P come
una versione della legge condizionale di X rispetto Z3°.

Assumiamo dunque P*” = P xy. Allora, la densita predittiva p di X
cosi definita:

plz) = / fola)(0) v(d6)

per ogni x € X, ¢ una densita marginale di X mentre la densita finale

34Per constatare che P®") & una probabilita basta osservare che, per il teorema di Tonelli,
PEO(O x X) = [, ([ Jfolw) plde))m(8) v(d8) = 1.

35D altra parte, questo & I'unico modo per ottenere tale interpretazione, nel senso che,
assunta l'esistenza della densita congiunta f e supposto fo(-) = fx|z(:|f) per ogni 6 €
©g, dal Teorema B.2.16(ii) otteniamo che anche f’ & una densita congiunta della coppia
aleatoria e quindi deve essere P*? =P .
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mz1x(-]x) di Z relativa a x cosi definita:

fo@) (g sex eX
rapx (0la) = { 10 ") :

7(0) sex ¢ X

per ogni 6 € O, fornisce, al variare di x € X, la densita condizionale di Z
rispetto X.

Il calcolo della densita finale non sempre ¢ agevole in quanto, in un
contesto generale, la densita predittiva puo essere individuata solamente ri-
correndo ai metodi dell’integrazione numerica. Una considerevole semplifi-
cazione avviene quando si considerino densita appartenenti ad una famiglia
coniugata per (fy)sco, cioe ad una famiglia D di densita iniziali tale che,
qualunque siano x € X e m € D, la densita finale 77 x(-|x) appartenga a
D36, Nell’esempio seguente forniamo famiglie coniugate relative a tre model-
li statistico-probabilistici di particolare importanza per le applicazioni; ve-
dremo cosi che le corrispondenti densita finali si ottengono semplicemente
“aggiornando” i parametri delle densita iniziali.

Esempio B.2.18 Supponiamo che 'osservabile X sia una n-pla X = (X1,...,X,) di v.a.
equidistribuite e indipendenti in corrispondenza ad ogni valore del parametro; cioe, tali
che la densita congiunta relativa a 6 sia del tipo fp(x) = gg(x1) - - - go(x,) per ogni 6 € O.
Inoltre, poniamo, come d’uso, X = %(ml + .-+ 4 x,) per ogni n-pla reale x.

(i) Per ogni 6 € © = [0, 1], sia gy la distribuzione di Bernoulli Ber (). Allora, fg(x) =

0 (1— 9)“17@ per ogni x € X = {0,1}". Supposto che la densita iniziale sia quella della
distribuzione Beta(«, 3), poniamo

_ T(a+p)
I(a)T(B)

ove I' denota, come d’uso, la funzione gamma: I'(t) = f0+oo 0'=te=%df (t > 0). Riesce
allora

ea—l(l _ 9)6—1’

fo(x)m(0) = K@an(x)*l(l _ e)ﬁn(x)fl

avendo posto:

au) =t fu() =B nll-x). K= OO
Passando alla densita predittiva, otteniamo
' - - (o (%)L (Bn (%))
= an(x)=1 (1 _ g)Bn(x)—1 g9 _
P = K [0 1 00 = K e T >0

36Per maggiori ragguagli si veda, ad esempio, il capitolo nono del testo di DeGroot.
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e quindi Xy = X. Ne segue

D(an (%) 4+ Bn(X)) pan(x)=1 (1 _ g18n(x)—1
Nan GG 0 O

Tzx (0]x) =

La densita finale di Z relativa a x & dunque quella della distribuzione Beta(ay,(x), Bn(xX)).
(ii) Per ogni § € © = R, sia gy la densita della distribuzione normale N(6,02). Allora

n " i —0)2
fo(x) = (270%) "% exp [_Zzzﬂ#}
202
per ogni x € X = R". Conseguentemente, osservato che

n

> (xi—0)

i=1

n

(= %)+ (K= O = [(s = %) + 2% — 0) (s — %) + (x— )’

1 i=1

I
M=

o
Il

(z; —%)2 +2(x—0)
- ;

(i — %)% +2(% — 9)(

1 i

(z; — X) +n(x — 0)?

[
W'M:
M=

I
M-
- L

x; — nf{) +n(x —6)?
1

.
Il

(2 — %)* +n(x - 0)%,

M=

1

o
Il

otteniamo

fo(x) = (2702) "% exp [—M} exp [—”(X—W} (B.10)

202 202

Ne segue, supposto che la densita iniziale 7 sia quella della distribuzione normale N(«, 3?),

Fo(x)m(8) = Ko (30) eXp{_%{(e—ap . n(:‘c—e)z]}

62 o2

con

Posto allora:

2 2 2

plia

= () = [+ B K - 2

risulta

Jo(x)m(0) = Ky (x) exp{K;’Q(X)] exp {_W}’
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osservato che
2

G M g ) e [

& o & &
=g e -2m+ P [G 7] o)
[Era e [m )
_ [ —20471(6)%%%( x)? {oznﬂ(;:)2 _ {g_z n_fc?]}
:W—%?@P_KHQ.

Passando alla densita predittiva, si ha allora

/

p(x) = K, (x) exp [@] /;OO exp [—%} df = K, (x) eXp{K";X)] \/ﬂ >0

e quindi Xy = X. Ne segue

1 0 — a, (x)]?
Tz1x(0]x) = W exp [—%]

La densita finale di Z relativa a x ¢ dunque quella della distribuzione normale N (v, (x), 52).
(iii) Per ogni 8 = (01,02) € ©® = Rx]0,+o0], sia gg la densita della distribuzione
normale N(f1,62). Da (B.10) otteniamo allora

[_ i (@i —%)* +n(x — 91)2}

fo(x) = (2m)7 20, 2 exp 20,

per ogni x € X = R™. Supposto che la densita iniziale sia quella della distribuzione
normale-gamma inversa N-T'"!(a, 3,7, §), poniamo

_ 1 VB 6,0 B0 —a)® +26
™0) = = T0) P [ 20, ]
Ne segue, posto:
~ nX+af B B n
Cvn(X)— ﬁ—f—?’l 9 5n_ﬁ+n7 ’)/n—’7+2

=1

la seguente espressione della densita congiunta:

> [_ Bn(01 — an(x))? + 26, (x)

fo(x)m(0) = K, 92_(7”+%) ex ,
205
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osservato che

<2 2
B, — a)?* +n(x —60,)* = B, [9% — 20, (x)0; + "X;—O‘ﬂ}
nx? + a?
=B [(0% — 20, (x)01 + Oén(X)Q)—an(x)2 + Tﬁ}
= B (61 — an(x))Q—ﬂnan(x)2 +nx%+a?3
= 2
= ﬂn(91 — an(x))Q—m)(/;»%ﬂ) + ni2 + OéZﬂ
o )2
= B (61 — an(x))ﬁ_”ﬁ(x—o‘).
Bn
Passando alla densita predittiva, si ha allora
_ 2
p(x) = K, 92_(7”+%) exp [— P (b1 — an(x))” + 20, (x) 6, d0
Rx ]0.+00] 20,
e, VETO
6n(X)%\/6_n

e quindi Xy = X. Ne segue

Tzx(0]x) = \/12_7T 5n(3;)(:;\)/5_n 92—(%+%) exp [_ Br (61 — an(;;i) + 25n(x)]

La densita finale di Z relativa a x € dunque quella della distribuzione normale-gamma
inversa N-T' =1 (v, (x), Bn, Y, On (X)). A
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