SOLUZIONI PERIODICHE
DELL’ EQUAZIONE DI LIENARD:
BIFORCAZIONE DALL' INFINITO

E NON UNICITA’ (*)

di Luisa MaLAGUTI (a Modena) (**)

SOMMARIO. - Si dimostrano risultati di non esistenza e di non unicita
per le soluzioni periodiche dell’equazione di Liénard.

SuMMARY. - Non-existence and non-uniqueness results for periodic
solutions of the Liénard equation are given.

§ 1. Introduzione.

Consideriamo l'equazione di «Liénard»:

(1.1) x+f(x)x+x=0.

Molti autori (si veda per es. [1-7]) hanno studiato la (1.1)
dando condizioni sufficienti, e talvolta anche necessarie, per l'esi-
stenza e per l'unicita di soluzioni periodiche non triviali (cfr. il §6).

L'intento di questo lavoro ¢, invece, di presentare teoremi di
non esistenza e/o di non unicita per le soluzioni periodiche di (1.1).

I1 lavoro si articola in due parti.

Nella Parte I (§2, 3, 4 e 5) si dimostra un teorema di non esi-

(*) Pervenuto in Redazione il 31 ottobre 1986.
(**) Indirizzo dell’Autore: Dipartimento di Economia Politica - Universita - Via
Giardini, 454 - 41100 Modena.
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stenza, mentre nella Parte II (§6, 7, 8) un teorema di non uniciti,
per le soluzioni periodiche di (1.1).

Segue (§9) una breve conclusione.

Per quanto riguarda i metodi usati nelle dimostrazioni abbiamo
impiegato, nella Parte I, soprattutto tecniche classiche (lavorando
nel piano «di Liénard»).

Nella Parte II, invece, abbiamo utilizzato, cosa che ci sembra
essere non usuale in questo tipo di problemi, metodi pilt generali
di analisi funzionale (biforcazione dallinfinito, indice di Fuller per
soluzioni periodiche). Tali metodi forse non sono indispensabili nel-
lo studio della (1.1) ma, oltre a rendere le dimostrazioni piu sem-
plici, hanno il vantaggio di non essere legati alla uni-dimensionalita
del problema e potrebbero essere usati con profitto anche nello
studio di equazioni di ordine superiore (o di sistemi in R",n > 2).

PARTE I: NON ESISTENZA

§ 2. Enunciato del Teorema.
Esponiamo un teorema di non esistenza per le soluzioni perio-
diche di (1.1).

Per comodita introduciamo un parametro reale s > 0 e conside-
riamo una famiglia di equazioni di Liénard:

@1 x+f(x)x+x=0

con fs(x) continua in x € R, per ogni s > 0.
Posto F(s,x)= Fs(x) = J'xfs(t) dt
0
I'equazione (2.1) risulta equivalente al seguente sistema:

T

y=—x.

Nel seguito scriveremo semplicemente (2.2) quando non ¢ indi-
spensabile sottolineare la dipendenza dal parametro.

Supponiamo che esistano « >0 e a = a(s) tali che valgano le
seguenti ipotesi (vedi Fig. 1):

(F1) F(s,x) di classe C! in (s,x)e R+* X R
(F2.1) Fs(x) funzione dispari, ¥s >0
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a(s)—> + o per s—> + o, ord. (a(s))=1¢e
Fi(x) <0 per 0<x<a(s) ¥s>0

detto — A(s)=min F,(x), si abbia:
O<x<af(s)

A(s)=> + o per s— + = e ord. (A(s))=1

af(s)
J —xFs(x)dx—> 4+ o per s— + = e
0

af(s)
ord. .(g' —xFs(x) dx) > 2

- Fs(x)>0 per a(s)<x<a(s)+a, ¥s>0

posto b(s) = max Fs(x), si abbia:
a(s) <x<a(s) +a

b(s)> + o per s—>+ = e ord. (b(s))< V2
Fs(x) <0 per x>a(s)+a, ¥s>0

Fs(x) non crescente per x > a(s)+a, ¥s>0
Mx>a(s)+ o

lim —F(s,x)=+ o eord. (—F(-,x))>

S=> + oo

ove, qui e nel seguito, se I(s) : (0, + «)—R & tale che I(s)—> + «
per s—> + oo, indichiamo con ord. (I(s)) l'ordine di infinito di I(s).

Fs(x) &
550

b(s)

acs) é(‘S).}oL

b

-AG) - -

Fig. 1

Le ipotesi (F2.2-4) riguardano il comportamento di Fs(x) quan-
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do x€(0,a(s)); le ipotesi (F2.5-6) quello per x € (a(s),a(s)+ a)
mentre (F2.7-9) il comportamento di Fs(x) per x > a(s)+ «.

Da (F1) segue che, fissato s > 0, esiste, unica la soluzione di
(2.2) s con condizione iniziale Py € R? data; indichiamo tale soluzione
con I's(t; Po) oppure, semplicemente, con I'(Py), identificandola con
la corrispondente orbita nel piano.

TeoREMA 2.1 - Dato il sistema (2.2); valgano per esso le ipotesi
(F1) e (F2.1-9); allora esiste s* > 0 tale che, per ogni s = s* (2.2);
non ha soluzioni periodiche.

Alla dimostrazione del teorema, che esibiamo nel §5, premet-
tiamo: nel § 3 delle considerazioni preliminari e, nel §4, alcuni lem-
mi preparatori.

§ 3. Considerazioni preliminari. Notazioni.

Vogliamo giungere ad una formulazione equivalente del Teore-
ma 2.1, che risulta utile nel seguito. Premettiamo, a tale scopo, al-
cune notazioni.

Detti:
vt={(0,y)/y>0} e vv={(0,y)/y <0}

identifichiamo i punti P € v* con le loro ordinate y,.
Fissato s > 0, sia:

D(s)={Psev+t /T (P)Nv- = ¢}.

Preso Ps; € D(s) indichiamo con #; = t1(Ps) il minimo istante tale
che T'(t;; P)e v- e sia j(Ps)=T(t;;Ps), con j(Ps)ev-.

Possiamo ora definire la funzione:
5:D(s)>R+ 8(P)= v (|j(P)|> — | Ps|?).

Per (F2.1), fissati s >0 e P € R?, se I's(P)=(x,(t), ys(t)) & una
soluzione di (2.2), allora lo ¢ anche ' '

—Ts(P)=Ts(— P) = (— x:(t), — ys(t))
e vale la seguente:
PropPos1ZIONE 3.1 - I] Teorema 2.1 ¢ vero se e solo se esiste s*> 0:
8(Ps)>0 VPseD(s), Vs =s".
Posto:

ulx,y)= v2(x* + »?)
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lungo una qualunque soluzione T's = (xs(t),ys(t)) di (2.2)s si ha:

%u(xs(t),ys(t)) = — xs(t) Fs(x5(1))

e, poiché, preso Ps € D(s) risulta:
8(Ps) = ulxs(t), ys(t1)) — u(xs(0), ys(0))

si ottiene:

B.1) 8(P) =" — x:(t) Falxs(t)) dt.

0

Definiamo ora, per ogni s > 0, i seguenti insiemi (vedi Fig. 2
alla fine del §5):

L(s) = {(a(s)+(i—1) a,y)/y >0}

i=1,2,3
L-(s) = {(a(s)+ (i — 1) «,5)/ y < 0}
Di(s) = {P.eD(s)/T(P)NLy(s)= ¢}.

E’ possibile provare che Di(s)= ¢,Vs>0; inoltre, preso
Ps e D(s)\ Di(s), per (F2.2) e (3.1) risulta §(P;)>0,Vs>0. Vale
quindi la seguente:

OsSERVAZIONE 3.2 - Nella Proposizione 3.1 l'insieme D(s) pud es-
sere sostituito dall’insieme D;(s).

Enunciamo, infine, la:

ProPOSIZIONE 3.3 - Sia Pse€ D(s); se I'(Ps) incontra L¥(s),
i=1,2,3, allora incontra, prima e nell'ordine, L*(s) con j=1...1
e dopo, in ordine inverso, L;(s) con k=1...i; infine, se T'(P;) in-
contra Li“ (s), i=1,2,3, incontra anche, prima di questo, L:r(s).

§ 4. Lemmi preparatori.

Preso Ps € v+, se T'(Ps) ﬂL;“(s) # ¢ indichiamo con =t > 0 il mi-
nimo istante tale che I'(t1; Ps) € L;f(s); sia inoltre:

81(P) = [ — x(t) Fa(x:(t)) dt

0

81 &, banalmente, definita in Di(s) e vale il seguente:

LEMMA 4.1 - 8 (Ps) risulta una funzione decrescente di Ps in
Di(s) per ogni s > 0, fissato.
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Dimostrazione. Siano P, P; € D;(s) con P, < P,

I'(Ps)= (xs(1), J’S(t)) (& r(-ps} = (Es{t); 5’5(1‘));
effettuando un cambiamento di variabile si ottiene:

_ %) — xFy(x)
=1 S m- R
8‘1 (ps) _ fa(S) — xF s (x) dx

0

ys(x) — Fy(x)

poiché P, < P;, per il teorema di unicitd della soluzione, si ha:
y(x)<y(x) Vxe€[0,a(s)], e cid implica la tesi.

Sia P € v+, se I'(Ps) incontra L (s) indichiamo con 7> 0 il mi-
nimo istante tale che I'(ts;Ps)€ L (s); inoltre se I'(Ps;) incontra
Li(s) siano T2, 75> 0 gli istanti m1n1m1 tali che I'(Tz,Ps)EL“"(S)
e F(Ts ; Ps) e L (s); indichiamo infine con y;(P;), y; (Ps) le ordlnate

dei suddetti punt1 di incontro di I'(Ps) rlspettlvamente con L}(s) e
L-(s), peri=1,2.

Sia ora Ps € Di(s); per la Proposizione 3.3 I'(P,) incontra L (s),
inoltre, se incontra L+(s) incontra anche L (s); possiamo qu1nd1
definire la seguente:

[ = x(t) Fu(xs(1)) dt se T(P)N L}(s)= ¢

B(P)= 1 f — x(t) Fs(xs(t)) dt +

T6

+ J — xs(t) Fs(xs(t)) dt se T'(P)N Lj(s)= ¢

Sia, infine, 135 € vt tale che I‘(t;I';s) =(a(s),0) per un certo t>0;

immediatamente si ha: 135 € Di(s), Vs> 0 e vale il seguente:

LEMMA 4.2 - &(Ps) Z — b(s) (y1(P) — y; (P.)) VP, e Di(s).

Dimostrazione. Preso P; € Di(s) supponiamo:

a) che I'(s) non incontri L; (s); allora P < f’s e, con un cambia-
mento di variabile, si ottiene:
y;(Ps)
82(P;) = f F.(x:(y)) dy >
(P
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per (F2.5-6)

> — b(s) (3(Ps) — y=(Ps)) > — b(s) (y1(P) — y7 (Ps))

b) che I'(Ps) incontri L2+ (s); effettuando un cambiamento di varia-
bile come nel Lemma 4.1 si ha:

(4.1)  5(Ps)> 8:(Ps)

procedendo, quindi, come nel punto a) si ottiene:

82(B) > — b(s) (yi(P) — ¥ (Ps))
disuguaglianza che, unita alla (4.1), completa la dimostrazione.

LEMMA 4.3 -
a) _yl_(ﬁs)_>+°° per S—>+voo e ord. (—y;(l';s))zl/z

b) se Psevt ed € Ps = f’s allora si ha:
y1(Ps)=> + o per s—> + o« e ord. (y1(Ps))="2.

Dimostrazione. Sia Ps€ D(s) con Ps = I;s, allora T'(Ps) incontra
L+(s) e, per la Proposizione 3.3, anche L*(s), inoltre, se t € [71,72]

ed anche se t € [1s, 7] I'ascissa x,(¢) di I‘(Ps) ¢ una funzione inver-
tibile, con inversa che indicheremo, rispettivamente, con ¢ = t(x) e

7 =1(x); definiamo ora le seguenti funzioni:

D(x) = ys(t(x)) con a(s)=x=a(s)+ a
e O;(x)=0

Ys(x) = ys(t(x)) con a(s)=x=a(s)+ a
e Ys(x)=0

Se a(s) = x=a(s)+ a, per le ipotesi (F2.5-6) si ha:
' 0=F:(x)=0b(s);
confrontando il sistema (2.2) con i seguenti sistemi lineari:
56 = " — J— b
4.2) { P=Y e {’.C y=b(s)
y=-—2Xx y=-—Xx

si ottengono le disuguaglianze:

(43)  V(92(P5))* +(a(s)+ a)? —x* =

= @ (x) = b(s)+ V(a(s)+ a)* +(b(s) — »2(P))* — %
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(44)  b(s)— V(a(s)+ )2+ (b(s)—y;(Ps))? — x* = Ys(x) =

= — V(y;(Ps))*+ (a(s) + a)? — x*

a) sia P, = P,; poiché y- (P)=s(a(s)) ed y;(P)=0, da (44) si

ha, immediatamente, a);
b) se P, =P, poiché y1(Ps) = s(a(s)) ed y(P.)=0, da (4.3) si ha

b); sia Pse v+t e Ps > ﬁs, allora continuano a valere le considerazio-
ni che hanno portato alla (4.3); inoltre, esistono 7 >0 e $ >0 tali

che I'(1;Py)=(x,0) con x=a(s)+ a+ B; confrontando, come in
precedenza, il sistema (2.2) coi sistemi_ (4.2) si ottiene:

(4.5)  y2(Ps) < VB> 4 28(a(s)+ o)

sia R € v+ tale che:

y2(Rs) = V2 + 2B (a(s) + a); applicando la (4.3) aT'(R;) con x = a(s),
si ha:
(4.6) yi(Ry)<b(s)+

+\/2aa(5) +a2+b*(s)+ 824+ 28(a(s) +a) —2b(s) VB2+2B(a(s) + o)

Se Ps>}~’s, risulta, banalmente, y:(Ps) > yl(ﬁs) e, da (4.5),
y1(Ps) < y1(Rs); vale quindi:

47)  y1(P) < y1(P) < y1(R) Vs>0.

Poiché si & gia visto che ord. (y (135)) =1, (4.6) e (4.7) completano
la dimostrazione.

Preso P; € vt supponiamo che I'(Ps) incontri L x (s); indichia-
mo con 73,T4>0 i minimi istanti tali che I‘(’r;;Ps)eL;(s) e
I‘(T4;Ps)€L3— (s); siano infine y3;(Ps) e vy (P;) le ordinate dei sud-
detti punti di incontro; vale allora il seguente:

LEMMA 4.4 - Sia Ps;€ Di(s); se T'(P;) incontra L;(s) allora:
y;(Ps) < Fs(a(s)+2a) Vs>0.

Dimostrazione. Sia Ps € Di(s), se T'(Ps) = (xs(t), ys(t)) incontra
Ls— (s), allora, per la Proposizione 3.3, incontra anche L3+ (s).
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Da (2.2) ed (F2.7) si ottiene:
Xs(t3) >0 Vs
e quindi
max  Xs(t) = xs(tm) > a(s)+ 2 a
TWEt=Te
per (F2.8) si ha:

Ys(tm) = Fs(xs(tm) ) = Fs(xs(73) ) = Fs(a(s) + 2 a); poiché, infine, y:(7) ¢
decrescente Vit e [t:,t] € T3 < tm < T4, risulta:

ys_(Ps) - ys(T4) < ys(tm) = Fs(a(S) + 2&.).

§ 5. Dimostrazione del Teorema.

Utilizzando le notazioni ed i risultati presentati nei § 3 e 4 dia-
mo ora la:

Dimostrazione del Teorema 2.1. Per la Proposizione 3.1 e 1'Osser-
vazione 3.2 & sufficiente provare che 35> 0:

8(Ps)>0 VPse Difs)
Vs=s".

Sia 1~’sev+ tale che I‘(t;1~’s)=(a(s)+ 2a,0) per un certo ¢t > 0.

(5.1)

~

Consideriamo F(f’s)s(xs(t), ys(t)); se t € [0,71] allora xs(¢) risulta
una funzione invertibile, con inversa t = t(x); possiamo quindi de-
finire:

Qs(x) = ys(t(x)) con 0=x=a(s).

Preso x€[0,a(s)] da (F2.2) si ha Fs(x) =0; confrontando il
sistema (2.2) con il seguente sistema lineare:

(2
j= -2

risulta:

Qs(x) = \/(yl(f’s))2 + a?(s) — x?

~

da cui si ottiene, poiché f’s = 0,(0),



SOLUZIONI PERIODICHE DELL’EQUAZIONE DI ecc. 21

(52) Ps< \/(y1 (P))2 + a(s) .

~ ~ ~

Da (2.2) si ha, banalmente, 135 > yi (ﬁs) e 135 > fs Vs>0; da (5.2),
(F2.2) e dal Lemma 4.3 risulta quindi:

~ ~

f’s-—>+ e per s— + o« e ord. (ﬁs)é 1
da cui si ottiene, applicando (F2.3-4):

(5.3) md<7~i~—4w—xamuu)>L

~ 0
P, — A(s)

~

Consideriamo P; € Di(s) con P; = f’s; da (3.1) si ha:®

3 (Ps) = 61(Ps) + 82(Ps) + ITS — xs(t) Fs(xs(t)) dt +

Ta

+ .rtl — xs(t) Fs(xs(t)) dt >

per (F2.2) e (F2.7)
> 81(Ps) + 82(Ps)

da cui si ha, per i Lemmi 4.1 e 4.2:

(5.4)  8(P)>81(P)— b(s) (y(P)— y ().

Nel semipiano positivo delle ascisse l'ordinata di una qualunque
soluzione di (2.2) ¢ sempre decrescente; da cio, usando (F2.3) ed
effettuando un cambiamento di variabile come nella dimostrazione
del Lemma 4.1, si ottiene:

~

~ a(s
81(Ps) > —;——l-—f g xFs(x) dx
~ 0
P — A(s)
e quindi, sostituendo in (5.4):
1 afs) ~ ~
8(P) > ———— [ — xFs(x) dx — b(s) (n(P) — y; (B.))
P, — A(s)

T

(1) Ove poniamo [ " — x:(t) F.(t) dt =0 se T(P,) NLy =¢.

Tq
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In virtu di (5.3), (F2.6) e del Lemma 4.3, esiste quindi s>0:

5(Ps) >0 _
(550 VP.eDi(s) con Ps=DP,

Vs=5s

fiv

~

Supponiamo esista §> 0 tale che ﬁs ¢ D(s) Vs g? ; posto

s = max{?,;}, il teorema segue da (5.1) e (5.5) poiché

D(s)S(0,P) Vs=s.

Sia, invece, Ps € D(s) con P; > 135, allora Ps; € Di(s) e I'(P;s) inconira
L;ﬁ(s); da (3.1) risulta:

8(Ps) = 81(Ps) + 82(Ps) + fTa—xs(t) Fy(t)) dt +

Ta

b xa(t) Falra(t)) di 4§ — 5(8) Fo(x(1)) dt +

T3 4

+f - xs(t) Fs(xs(t)) dt

Te

da (F22) e (F2.7) si ha:
8(Ps) > 82(Ps) + f — xs(t) Fs(xs(t)) dt =
effettuando un cambiamento di variabile,
y;(PY)

y3(Py)

per (F2.8) e per il Lemma 4.2
Z — b(s) (0(Ps) — y; (P)) — Fo(a(s) + 20) (ys(Ps) — y; (Ps) ) >

> —b(s) (31(P) — y; (P)) + Fu(a(s) + 2a) y; (P) >
per il Lemma 4.4

> = b(s) (y1(Ps) — y- (Py)) + F*(a(s) + 2a)

da cui, per (F2.6), (F2.9) e per il Lemma 4.3, 3s>0:
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5(P) >0 _
(56) VP;eDi(s) con Py> P

1\%
i

Vs

Da (5.1) e (5.6) il teorema risulta definitivamente provato, con

s*-—:max{;,?}.

wnuoR
>
-
"
-
~
-

@R

5)

v

a(s\ ($)+al aCS)-oZoL

“AG) |- =) v \

Fig. 2
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PARTE II: NON UNICITA’

§ 6. Esistenza e unicita: richiami.

Ricordiamo ora alcuni noti risultati sull’esistenza e l'unicita di

soluzioni periodiche per I'equazione di Liénard. Fissato s > 0 consi-
deriamo il sistema (2.2)< e tralasciamo, per comodita, di indicare la
dipendenza del parametro; (2.2)- diventa, allora:

e le ipotesi (F1) e (F2.1) si trasformano nelle:
(F1) F(x) diclasse C!'in xeR
(F2.1'") F(x) funzione dispari.
Sono veri i seguenti teoremi:

TEOREMA 6.1 (esistenza, [4]) - Supponiamo valgano (F1') e
(F2.1’); esistano inoltre k,c > 0:

(H11) F(x)Zzc>0 VxZk
(H12) £(0)<0.

Allora il sistema (6.1) ammette almeno una soluzione periodica.

TEOREMA 6.2 (unicita, [5]) - Valgano (F1’), (F2.1') ed esista
a>0:

(H13) F(a)=0ed F(x)<Oper 0<x<a
H14) f(x)=0 per x>a.

Allora il sistema (6.1) ammette, al pili, una soluzione periodica, che
risulta un ciclo limite stabile.

In effetti i teoremi precedenti sono casi particolari di risultati
piu generali validi per l'equazione:
X47f(x)x+g(x)=0

sotto opportune ipotesi per la g (cfr. [4] e [5]). Si noti inoltre che,
essendo f continua, da (H1.1) e (H1.2) segue l'esistenza di un a > 0
che verifica (H1.3).
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§ 7. Esistenza di soluzioni periodiche «grandi».
Vogliamo ora dare condizioni sotto le quali il sistema (6.1) am-
mette soluzioni periodiche di ampiezza «grande».

Allo scopo di usare tecniche di biforcazione (biforcazione di
Hopf), conviene introdurre ancora il parametro s € R e studiare
(2.2)s. E’ anche opportuno evidenziare il periodo delle soluzioni
cercate, considerando il sistema:

(7.1) wu=Gs(u) weR, seR

con u=(*) e Gs(u)=(7-F;»),
y —-Xx

Se u & una soluzione 2r-periodica di (7.1) allora u(w?) & una solu-

2
zione ——E-periodica di (2.2).
w

La biforcazione delle soluzioni periodiche di (7.1) si studia (cfr.,
ad es., [8]) considerando, nello spazio

X={ueC(R;RY : u(t+2n)=u(t)},
I'equazione funzionale:
(7.2) M(w,s,u)=wit — Gs(u)=20
in cui (w,s)e R? ¢ il parametro di biforcazione.

Poiché siamo interessati all’apparire di soluzioni «grandi» & op-
portuno introdurre:

u .
(73) z= con |[ulli=|lulle+||ttl]le.
raqr con lulli=llall- + 11|
Qui e nel seguito, per ue X :
| et]| = sup|u(t)]
0=t=2n

Sostituendo (7.3) in M si trova subito che (7.2) & equivalente
all’equazione:

(14) N(w,s,z)=wz—Gs(z)=0

dove

21
~ - 2Fs( )
&.(c) = 2 ”2”1 Il z]]? Z=(§1),
_...Zl 2

Cid premesso, vogliamo provare:
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TeoreMA 7.1 - Valga (F1); supponiamo inoltre che esistano
s>0,e>0e h(s):[s—e,s+e]=R, h(s) di classe C!, tali che:
F(s,x)=h(s) x+ Fo(s) Vsel[s—e,s+¢l

VxeR

(K1)
Fo(x)

| x|
his)=0e W (s)=0.

con

—0 per x— + oo

Allora esistono: s,—s, w,.—>1 e u, € X con:

(1.5) || ttn||=—> + o

tali che, posto wv.(t)= un,(w.t), v. € soluzione E-1—'t--periodica di
2.2)s,. N
Dimostrazione. Applichiamo il Teorema di biforcazione di Hopf
a (7.4). Risulta:
D:N(w,s,0) [pl=wp — D,G:(0), pe X.
Da (K1) segue:

p.G.= (") o).

Essendo inoltre %4(s)=0 e #’(s)=0 & immediato verificare che
valgono le ipotesi di trasversalita del Teorema di Hopf in corrisponden-

zadis=sew=1.Allora 3s,—>5, w.—>1 € z,€ X con ||z.]|1—0
tali che N(s.,wx,2,)=0. Per quanto osservato in precedenza si
avra:

M(sn,wn,u,)=0.

Infine, poiché ||u.||1—> + «, da (7.1) si deduce (7.5). Questo com-
pleta la dimostrazione del Teorema.

(OSSERVAZIONI :

1) Si dice che s = s & un punto di biforcazione dall'infinito per
il sistema (7.1) ([9]).

Il procedimento che consiste nel ricondurre la biforcazione dal-
I'infinito alla biforcazione da 0 ¢ ben noto (si veda, ad es.: [10])
anche se & stato di solito applicato a problemi ellittici e non alla
biforcazione di Hopf.
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2) La tesi del Teorema 7.1 pud essere rafforzata affermando che

da s =5, w=1 si biforca un ramo continuo di soluzioni periodiche

: : - : : . . 2m .
a cul corrisponde una famiglia continua vs di soluzioni — - periodi-
W

che di (2.2); con [| Vs ||« —> + o per s— 5.

3) Il metodo che abbiamo esposto puO presentare diversi van-
taggi: potrebbe estendersi allo studio di sistemi in R" con n > 2,
ma anche consentire 1'utilizzazione del Teorema di biforcazione glo-
bale ([11]) che, a sua volta, potrebbe fornire informazioni piu pre-
cise sul ramo di soluzioni periodiche che si biforca.

Dopo avere terminato il lavoro, il prof. Ambrosetti mi ha comu-
nicato di essere venuto a conoscenza che il dott. Sabatini [16] ha
ottenuto, indipendentemente, dei risultati di biforcazione dallinfi-
nito che sono forse simili a quelli su esposti.

§ 8. Teorema di non-uniciti.

Proviamo ora un teorema di non-unicith per le soluzioni perio-
diche del sistema (2.2).

TeoREMA 8.1 - Dato il sistema (2.2);, valgano, per esso le ipotesi
(F1) e (F2.1); supponiamo inoltre esistano s > 0 ,€>0,v>0e¢
h: [E—e,§+s]—>R, h di classe C!, tali che (K1) & vera e 2.2);

verifica (H1.1-4) per ogni se[s—v,s]. Esiste allora s >3 tale
che il sistema (2.2); ha almeno due soluzioni periodiche per- ogni

se(s,s).

Dimostrazione. Valgono, per le ipotesi fatte, i Teoremi 6.1, 6.2
e 1.1.

Il sistema (2.2); ha quindi, Vse[s — v, s], una unica soluzione
periodica: v(s), che risulta un ciclo limite stabile. Inoltre (2.2)s ha,
per s=s, una biforcazione dallinfinito di soluzioni periodiche.

Preso a > 0 come nelle ipotesi (H1.3-4), poniamo:
M={(a,y)/y >0}

facilmente si ottiene che y(s) incontra M in un punto di ordinata
y; inoltre, se SC M & un aperto contenente y, per (H1.3) S risul-

ta una sezione locale (nel senso di [12]) di v(s) nel punto (a,§).
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Detta u:S— S la mappa di Poincaré (vedi [12] pag. 281) di S in

sé, poiché ‘y(E) & un ciclo limite stabile, si ottiene:

u(y) = max u(y) e quindi
yeS

(8.1) Du(y)=0.

Sia U < R? un intorno compatto di v(s); da (8.1) si ha che esi-
ste neRcon 0 <n<v:
11 sistema (2.2)s ammette in U una soluzione periodica per
ogni se(s—mn,s+mn)
(vedi [12] Teorema 1 pag. 309 e [13] §6.4).

8.2)

Da (8.2) si ottiene, in particolare, che l'unica soluzione periodica
v(s) per S—v<s=75 risulta «vicina» a y(s) per s «vicino» a s.
Di conseguenza la biforcazione dall'infinito deve, necessariamente,

avvenire per valori del parametro maggiori di s e da origine a so-
luzioni che non sono contenute in U.

Da queste considerazioni e da (8.2) segue il teorema.

E’ possibile provare il teorema precedente anche facendo uso
dell'indice di Fuller per soluzioni periodiche. Rimandiamo a [14] e
[15] per la definizione di indice di Fuller; qui vogliamo soltanto
ricordare alcune importanti proprieta di cui gode.

Consideriamo un sistema differenziale:

x = f(x) x€R"

ed indichiamo con x(t,x) il flusso, ad esso associato, con condi-
zione iniziale xo.

Sia Q< (0, + )X R", con {0} X R"NQ = ¢, un insieme aper-
to e limitato e sia
I(f) = {(T,x0) € [0, + ) X R* [ x(T , x0) = %0} .

L’indice di Fuller, d(Q,f), ¢ un numero razionale definito per
quegli insiemi Q e quelle funzioni f che verificano:

8.3) WHO(f)nNsQ=¢
d(Q,f) gode, inoltre, delle seguenti proprieta:
(8.4) se QNII(f)= ¢ allora d(Q2,f)=0

(8.5) se ¥ € un ciclo limite stabile di periodo minimo
gelf)NQ={g} X, allora d(Q,f)=+1
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€ una omotopia di campi vettoriali tale che:

8.6) sef*,0=a=1,
= ¢ per 0=a =1 allora d(Q,f*) & indipendente

II(f*) N 6Q
da o.

Supponiamo valgano le ipotesi del Teorema 8.1 e consideriamo
il ramo y(s) di soluzioni periodiche introdotto nella dimostrazione
del suddetto teorema. Usando I'indice di Fuller vogliamo allora pro-
vare che y(s) «continua» per valori del parametro in un intorno

destro di s. Da cid, servendosi del Teorema 7.1, si ottiene una di-
mostrazione alternativa del Teorema 8.1. Riscriviamo (2.2) nella for-
ma u = Gs(u), riprendendo le notazioni introdotte nel § 7. Osservia-
mo, innanzitutto, che il periodo T'(s) di Y(s) € una funzione conti-

nua di s in [s—v,s] (si veda [13], §64, pag. 47). Da cid e da
(8.2) risulta quindi possibile costruire un insieme aperto e limitato

Q2<(0,+e)XR* con {0} XR2NQ=¢ tale che II(G,) N §Q = o
Vsels—o,s] con O<o<v e {kT(s)} X v(s)eQ se e solo se
k = 1. Ricordiamo, inoltre, che v(s) &, per ogni s€[s —o,s] , un
ciclo limite stabile. Da (8.5) si ha, quindi:

@87 (92,G)=+1 Vsel[s—o,5s].

Poiché G; ¢ un’omotopia di campi, col parametro di omotopia
dato da s, da (8.6) e (8.7) risulta d (,Gs) = 0 per s in un intorno

destro di s.

Da (8.4) segue, allora, che il ramo Y(s) di soluzioni periodiche

«continua» per s > s.

§ 9. Conclusioni.

Allo scopo di riassumere le considerazioni fatte nei paragrafi
precedenti, supponiamo valgano, per il sistema (2.2), tutte le ipotesi
formulate sino ad ora.

Pili precisamente siano verificate (F 1) ed anche:
(i) (F21) e (H1.1-4) per 0<s=3s

(i) (F2.1-9) per s> s
(i) (X1).

Possiamo allora applicare tutti i risultati trovati nei §2-8; vale
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a dire: esistono s, s,s* con 0 < s< s < s tali che (2.2); ha:
(i’) una sola soluzione periodica per 0 < s = s
(ii’) almeno due soluzioni periodiche per S<s=s

(iii") nessuna soluzione periodica per s > s*.

Consideriamo ora la seguente figura (Fig. 3) ove abbiamo po-
sto: sull’asse delle ascisse il parametro s e sull’asse delle ordinate
la norma delle eventuali soluzioni periodiche di (2.2)s.

~§~J’

\

v

wl!
wi

Fig. 3

Pur avendo un valore semplicemente indicativo, la Fig. 3 illu-
stra il comportamento dei rami di soluzioni di (2.2) s studiati in pre-
cedenza. Piu precisamente le regioni A, B e D presentano quei feno-
meni mostrati, rispettivamente, in (i'), (i) e (iii"). Nulla abbiamo,
sino ad ora, scritto su cido che accade in C.

Utilizzando l'indice di Fuller & perd possibile mostrare che un
ramo di soluzioni periodiche «continua», al variare del parametro,
sino a quando non incontra un punto, come P, nel quale (8.3) non
vale piut (cfr. il §8).

La possibile presenza di altre soluzioni periodiche del nostro

sistema per s < s < s* diverse da quelle indicate nella Fig. 3 non ci
consente, perd, di concludere che il ramo che si biforca dalla solu-
zione di equilibrio per s = 0 si congiunge con quello che si biforca
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dall’infinito per s =s. Ci proponiamo di studiare in seguito fenome-
ni di questo tipo.

Si ringraziano il prof. G. Villari ed il prof. F. Zanolin per le

utili discussioni sulle equazioni di Liénard. Un ringraziamento par-
ticolare va al prof. Ambrosetti che ha seguito con molta pazienza
I'evolversi del lavoro.
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