OSSERVAZIONI SU ALCUNI PROBLEMI
ELLITTICI NON LINEARI (*)

di ANTONIA DE CANDIA e DoNATO FORTUNATO (a Bari) (**)

SOMMARIO. - Si applica un teorema astratto di punti critici per fun-
zionali che presentano simmetrie allo studio di problemi ellittici
non lineari.

SUMMARY. - An abstract theorem concerning critical points for a class
of functionals with symmetries is applied to nonlinear elliptic
problems. :

0. - Introduzione

In [4] & stato dimostrato un teorema astratto di punti critici
per funzionali che presentano simmetrie, cioé¢ funzionali che siano
invarianti per l'azione di un gruppo di Lie compatto soddisfacente
opportune «proprieta di dimensionalita» (cfr. teorema 1.4). Tale
teorema € stato poi applicato alla ricerca di soluzioni periodiche
non costanti di sistemi Hamiltoniani di equazioni differenziali ordi-
narie (cfr. [4], [5]). In questa nota applicheremo tale teorema allo
studio di problemi ellittici non lineari.

Sia Q un sottoinsieme aperto e limitato di R” e g una funzione
da R in R® soddisfacente la proprieta:

(*) Pervenuto in Redazione il 4 maggio 1983. Lavoro eseguito nell’ambito della
ricerca finanziata dal M.P.I. e sotto gli auspici del C.N.R. (Gruppo G.N.A.
F.A).

(**) Indirizzo degli Autori: Dipartimento di Matematica dell'Universitd di Bari -
Via Nicolai, 2 . 70121 Bari.

(1) Le considerazioni che seguono valgeno, con ovvie modifiche, anche nel caso
in cui g dipende anche da x € Q.
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I;) g continua e dispari.
Vogliamo trovare soluzioni non banali del problema

ue Ht (ﬂ):
(1) { — Au +0>»'u+g(u)=0,

ove M €R,

Per non distinguere vari casi supporremo, per semplicita, che
n = 3 e che g soddisfi la condizione:

L) |gt)]<c+c|t|® VteR,

n+2 i .
> C1 € c2 sono costanti positive.

ove 1 <f<

Allora € ben noto che le soluzioni di (1) sono i punti critici del
funzionale:

0.1) f(u)= I/ZIIVu(x)Izdx + x/zfu(x)zdx + fG(u(x)) dx
(4] Q Q0

t
ue H} (), ove G(t) =fg(s) ds.
0

Se G soddisfa la seguente condizione di sopraquadraticita:
(i) g(t) -t=aG(t) per |t| grande, a > 2,

allora € noto (cfr. [11, [2], [9]) che esistono infinite soluzioni del
problema (1).

Osserviamo che la (i) implica che:
G(t) = |t|® per |t| grande,

quindi i risultati di [1] non permettono di trattare funzioni G che
«crescono» poco piu che quadraticamente all'infinito, come ad esem-
pio la funzione:

(*)G(t) =21g(1 + ).
Nel paragrafo 3 di questa nota dimostreremo il seguente teorema:

TEOREMA 0.1 - Se la funzione g soddisfa le ipotesi 1), 1,) e le
seguenti due condizioni:

L) lim  g(t)

[t]>+ e ¢

Is) esisteaeR,a>B e B/a<1/24 1/n tale che
G(t) —1/2g(t) - t=cs|t|*—cs VteR,

—

2
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ove c3,cs > 0, allora il problema (1) ha infinite soluzioni non banali,
qualunque sia A € R. '

Si osservi che la funzione (*) soddisfa l'ipotesi Ia).

Nel paragrafo 4 si studiera il problema (1) nell’ipotesi in cui
g & asintoticamente lineare. Si ottiene un risultato (cfr. teorema 4.9)
che permette di stabilire, anche in condizioni di risonanza, un limite
inferiore al numero di soluzioni non banali, che dipende dalle deri-
vate di g all'infinito e nell’origine.

1. - Il teorema astratto
In questo paragrafo enunceremo, nel caso particolare di funzio-
nali pari, il teorema astratto, dimostrato in [4].

TeoreMA 1.1 - Sia E uno spazio di Hilbert reale e sia f un fun-
zionale su E soddisfacente le seguenti ipotesi:

fi) f(u)=1/2(Lu|u) +V¥(u) VuekE,

dove

i) L é un operatore lineare e autoaggiunto su E,

ii) YeCY(E,R),¥(0) =0,0" é un operatore compatto e dispari;

f2) 0¢o.(L) (cioée 0 é un autovalore isolato di molteplicita finita
oppure é nel risolvente di L);

fi) dato ce€ 10,4+ o [,ogni successione
{us} c -1 (10, + o [) tale che:
{f(us)}—>c per n—> o,
| F (un)]] - || t4n || >0 per n— oo,

possiede una sottosuccessione limitata (in E);
fi) esistono due sottospazi vettoriali V e W di E chiusi, tali che:
i) dim(VNAW) < + o ,codim(V4+W) < 4+ o,

ii) esistono R,d > 0 tali che:
f(u) =8 VueV,||u||=R,

iii) esiste B € R tale che f(u) < per ogni ue W.

Allora, esistono almeno m coppie distinte di punti critici con
valore critico maggiore o uguale di & dove:

7 = dim (VAW) — codim (V +W).
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OsserVAZIONE 1.2 - Nel Teorema 1.1 le ipotesi f;) ed f3) sostitui-
scono le ben note condizioni di Palais-Smale (P — S), usate in teo-
remi analoghi da altri autori. Esse non implicano (P —S) ma una
condizione «pili debole», che & stata introdotta da G. Cerami (cfr.
[6]) ed utilizzata in [3] per studiare problemi in forte risonanza
all’infinito.

Le ipotesi fs;) sono invece condizioni geometriche che consen-
tono di dare un limite inferiore al numero di coppie d1 punti critici
del funzionale f.

OsserRVAZIONE 1.3 - Si osservi che V oppure W possono anche
avere dimensione e codimensione infinita, caso che si verifica nello
studio delle soluzioni periodiche dei sistemi Hamiltoniani (cfr.[4]).

Si osservi inoltre che non & richiesto alcun comportamento del
funzionale ¢ all'infinito. Pertanto il teorema 1.1 pud essere utiliz-
zato sia nel caso in cui ¢ sia sopraquadratico all’infinito (cioe

Y (u)
lull?
Y (u)
[lull?

—> + o per ||u||—> + o), che sottoquadratico all’infinito (cio¢

~>0 per ||ul|—> + o).

2. - Alcuni preliminari tecnici

Denotiamo con:
O<MmM<h<...<M<

gli autovalori della realizzazione autoaggiunta £ in L?(Q) dell'opera-
tore differenziale:

u—->—Au,
con la condizione di Dirichlet al bordo. Denotiamo poi con L l'iden-

tita in H 1(.Q) con r; l'isomorfismo canonico tra I?2(Q) ed il suo

duale (L? (Q))’ e con r l'isomorfismo di Riesz. che identifica H-1()
con H 1(Q).

L'operatore 1 definito dalla seguente catena di composizioni:

e d

H:(Q) f-l->L2(Q) -1‘_1) (LHQ))“—)H“(Q)-LH}) (),

ove i’ denota l'immersione aggiunta di i, € un operatore compatto
da H 1(Q2) in sé ed il suo spettro consiste dello zero e degli autova-
lori l/k, (cfr. 8).
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Nel seguito, se o € R, porremo:

Lo=L+al:;

evidentemente L. € un operatore autoaggiunto in H}(Q) ed il suo
spettro consiste di 1 e degli autovalori 1 + a/\;.

Inoltre 'autospazio M; dell’operatore £ (in L?(2)) corrisponden-
te all’autovalore A\; ¢ anche autospazio di L. corrispondente all’auto-
valore 1+ a/\;.

Con tali posizioni il funzionale (0.1) puo scriversi nella seguente
forma:

f(u) = 1/2(La(u)) u)Hox(J U(u),

ove U(u) = faG(u(x)) dx.

In questo paragrafo vogliamo esaminare in quali ipotesi su g €
possibile stabilire che il funzionale (0.1) soddisfa la condizione f3).

Sussiste la seguente proposizione:

ProPOSIZIONE 2.1 - Se esiste un numero reale a, con a>f e
B/a < 1/2 + 1/n, tale che valga l'ipotesi I,) ed inoltre:

L)' &(G(t)— Yag(t) -t)=c|t|*—cs VteR, ove 8=10 —1e

ove ci3,cs > 0, allora il funzionale (0.1), associato al problema (1),
soddisfa la condizione f3).

Dim. Fissato ¢ €] 0,4 [, sia {u.} una successione di elementi in
f~1(10,+ o [) tale che:
(2.1a) {f(u.)}—>c per n—> o,
2.1b) || f'(ua)|| - ||un||—>0 per n— oo,

In virtl della (2.1b) la successione
(2.2) 1/2fa| V un(x)|2dx + N2 faun(x)* dx +

+1/2 fag(un(x)) - tn(x) dx—0;

pertanto dalla (2.2) e dalla (2.1a) si deduce che la successione:

2.3) [aG(ua(x))dx —1/2 fag(un(x)) un(x) dx & limitata.

In virtu della I.)’:

G(un(x)) — 1/2 g(tn(x)) tin(x) = ¢3 |un(x)|* — c4 per q.0. x€Q,
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e in virtu della (2.3) si deduce che la successione:
(24) fa|ua(x)|*dx & limitata.

Designiamo con H+ (risp. H-) lo spazio generato dalle autofun-
zioni relative agli autovalori positivi (risp. strettamente negativi)
dell'operatore Ly e con H° il nucleo di L ; allora se u € H (1) (2):

u=ut+u +u,
ove ute H+*,u- € H- ed u’ € H°.

Dalla (2.1b) si deduce che per una sottosuccessione di {u.}, che
denotiamo ancora con {u,}, risulta:

| (ua)l| - |} || >0 per n—> e,
da cui la successione:
2.5) (Lvtun|u?) 4 fag(un(x)) u(x) dx—0 per n—> oo .
Osserviamo ora che:

(s ) = [l |20 o + Ml 0 122

H(@) )

ed inoltre, per ogni u € H+, risulta:
2, 2, +2‘.°° 2, +Z°° 2,
lullBda + 2wtz = 2 Mlla 0 + 2 =, o || 270 =

4+ oo
= kEi (M + M) ux || 22,
ove j & il pilt piccolo intero tale che:

e {ux} & la successione delle componenti di # lungo gli autospazi
corrispondenti agli autovalori di £.

E’ facile verificare che esiste M > 0, tale che, per ogni u € H+:

+ oo + oo
Z O M)k e = ME M| | 2P

pertanto:

(26)  (La(un)|un) = M| uy || ik
Se poniamo ora vy = a/f, in virtu dellipotesi I,) abbiamo che:
lg(t) <eca+c|t|”r VteR,
quindi l'operatore:

u(-)—>glu(-))
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€ un operatore continuo da L*(Q) in L¥(Q). Inoltre:

) Y o
Y—‘r—l—-a—ﬁ’
e risulta:
o 2n
a—B n-—-2’
dato che
2
Bla<1/2+1/n) & (— < =2,
a—f n-—2

pertanto, in virti dei teoremi di immersione di Sobolev (essendo
n=3):

(27) Hl(Q)=Lr(Q),
e per la disuguaglianza di Holder e l'ipotesi I;) abbiamo:
— Jag(un(x)) u}(x) dx < | fag(un(x)) ut(x) dx| <
= (Jalg (un(x))| ¥ dx)"r - (Ja|ut(x)| 7 dx)V" <
< (fa (c1 + 2| un(x)|®) Ydx)V7 - [Jut || 17 ) <
< a+b (fa|un(x)|*dx)Vr - ||ut | 170,

da cui, tenendo conto della (2.4) e della (2.7), deduciamo che:
(28) = fag(un(x)) un (x)dx <a+c|lun ||nia),
ove a, b e ¢ sono costanti positive.

Allora, dalla (2.8) e dalla (2.6), si ricava:
29)  (Lu(un)|u}) + fag(un(x)) ut(x) dx =
+ 4,2
= M| un ”Hé(ﬂ) —cl| ut [l Hé(n) —a.
Pertanto da (2.5) e da (2.9) si ricava che:
|t || 1) & limitata.
Allo stesso modo si ricava che anche la successione:

| n || 2l & limitata.

Pertanto:
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(2.10) | un +un |2 & limitata.
D’altra parte, per la (2.4), la successione:
(2.11) | tn || 2% ¢ limitata.

Da (2.10) e (2.11) e poiché dim(ker L) < 4+ o, si ottiene facil-
mente che:

2R & limitata.

3. - Dimostrazione del Teorema 0.1
In questo paragrafo dimostreremo il teorema 0.1. A tal fine pre-
metteremo alcuni lemmi.

Nelle ipotesi I,) ed L) il funzionale (0.1) soddisfa la condizione
f3), in virth della proposizione 2.1. Inoltre, in virtu dell’ipotesi I,),
il funzionale (0.1) & pari.

LEMMA 3.1 - Nelle ipotesi 1), 14) il funzionale (0.1) soddisfa la
seguente condizione:

3jeN\{0},3dR,8>0 tc. f(u) =35 VueVil,HuH:R,

ove Vi= @ Mr ed M é l'autospazio relativo all’autovalore A\ del-
k<j

l'operatore £ .
Dim. Osserviamo che dall’ipotesi Is) si deduce che:

G(t)—1/2g(t) - t=—a VteR,

ove a > 0 e dalla I,) si ha:
lg(t)|<b(1+|t]®) VteR,

ove b > 0; pertanto:

B1) G(t)z—a+1/2g(t) - t=Z—a—1/2b(14|t|f)-|t|=
= —c—d|t|H VteR.

Allora se j = 0 ¢ un intero sufficientemente grande ed

ueVi= @ M
7 k=i
(dove la chiusura € presa in H (’) (Q2)) dalla (3.1)) abbiamo che:

(3.2) f(u) =1/2(Li(u)|u) + faG(u(x)) dx =

=C||ul|ble — falc + d|u(x)|#+) dx =



38 ANTONIA DE CANDIA e DONATO FORTUNATO

B+1

”Lﬁ“(ﬂ) (c e=0).

- 2
=cllullajm —e—d|lu

Per i teoremi di immersione di Sobolev certamente esiste ¢ > 0
tale che:

(3.3)  [u||**Ye) < a1||u|| #}-%n), a1 costante positiva.

Inoltre, se u € Vil, risulta:

4 oo —
G4 Jullwm= = M|u|2w.
k=j+1
Evidentemente:

Mo <M per k=j+1,

da cui:
(1—¢) -t .
A =M-+Ajg perk=j+1,

e tenendo conto della (3.3) e della (3.4) abbiamo:
26+1 - t= 2, —t 2,
[l ) < a1 hjn . Z_H M| e || o) < a1 N || ullalo),
=j

da cui:

35 wl| B+l < hy A~ 2BHD |y | B4
G5) Jlulk,, = oo fullb

In definitiva dalla (3.5) e dalla (3.2) deduciamo che:

(36) f(u) ZC|lu|lulo — e — dihH20D . fluftl  VueV?:.

H(Q)

Scegliamo ora R > 0 tale che (cR?—e) > 0, allora se j € suffi-
cientemente grande:

cR:—¢
BT)  didjpem . Ren <SS g

pertanto:

() 2 (CR—e) — did;E2G+DRHI>5>0 VueV:,|lul|=R

i

ProOPOSIZIONE 3.2 - Nelle ipotesi 1)), 1), Is) il funzionale (0.1) &
limitato superiormente su ogni sottospazio vettoriale di H!(Q) di

dimensione finita.

Dim. Sia W, un sottospazio vettoriale di H }) (2) di dimensione
finita #; in virtu della Is), se k > 0, risulta:



OSSERVAZIONI SU ALCUNI PROBLEMI ELLITTICI ecc.

(3.8) 3IB>0>—g(t)=kt VteR,|t|>B.

Sia u € W,,, allora:

f(u) = 1/2 || u|| 2o + M2 || u|| P + oG (u(x)) dx,

quindi:

3.9) f(u) <c|lu|lidw + faG(u(x)) dx.
Poniamo:
B+ ={xeQ| |u(x)|>8},8—={xe] |u(x)] =8},
pertanto:
JaG(u(x) dx = fp+ G(u(x) dx + Js-G(u(x) dx < a +
+ for dx fi¥ g(s) ds,
ove a € una costante positiva. Inoltre

Jor dx fu=) g(s) ds = [pr dx fBg(s) ds +

+ Jor dx J2@ g(s) ds = MBmis(B+) + fp dx (49 g(s) ds,

ove M= sup Blg(t)].

In definitiva:
JaG(u(x))dx <a+ b+ o dx 3 g(s) ds.
Poniamo ora:
P ={xeB:|ulx)>p},8 ={rxed+|ux) < -8}
allora
(.10)  So+ dx f4¥ g(s) ds = [y dx f47 g(s) ds +
+ St dxfg(")g(s) ds < — [gi+ dxj'g(x) ksds +

+ Joe dx f49 g(s) ds = g4 [K/282 — k/2u(x)*] dx +
4 fipr dx fue) g(s) ds,

e, in virtu della I;), abbiamo che:
G11)  fpsdxfy@g(s)ds = fp+dx[4* g(s) ds =

= fe+dx[? g(s)ds + fg+ dx [ *" g(s)ds = c —

— [ dx [P ks ds = ¢ — [g+ [k[2u(x)? — &/20"] dx,
ove ¢ = [g; de'B_Bg(s) ds.

Pertanto, dalla (3.11) e dalla (3.10), si ottiene:

39
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Sa+ dxfgf")g(s) ds<c+d-—k/2 fpru(x)dx,
ove d = k/2 [aB?dx, percio:
(3.12) faG(u(x))dx <e—k/2 o u(x)?dx,
ovee=a+b+c+d.
Dalla (3.12) e dalla (3.9) deduciamo che:

(13)  f(u) <cl|lullile+ e — k/2||u ]| Pm +

+ k/2 fp-u(x)dx < ¢ ||u|| e — k/2 || u|| o) + @1,
ove e; = e + k/2 B2mis ().
Poiché dim W, < + o0, dalla (3.13) si ottiene:

fu) <cllullajo — k- daflu)| il + e,

ove d; ¢ una costante positiva; se scegliamo k sufficientemente gran-
de abbiamo che:

flu)<er YueWw,.

In virth delle considerazioni premesse ¢ facile verificare che per
il funzionale (0.1) sono soddisfatte le ipotesi del «teorema astratto»
relativamente a V jeda Wy,= @ Miin (n intero).
k<j
Allora, fissato un intero n > 1, in virtl del suddetto teorema,
esistono almeno m coppie di punti critici distinti per il funzionale
(0.1), ove:

m = dim(le NWa) — codim(V* + W,) = (n— 1),
dato che:
dim(VNW,) = (n— 1), codim(V * + Wa) = 0.

Allora, per ogni intero n > 1, esistono almeno (n — 1) coppie
di soluzioni non banali del problema (1), dunque esistono infinite
soluzioni non banali di (1).

4. - Problemi ellittici asintoticamente lineari

In questo paragrafo vogliamo stabilire un risultato di moltepli-
cita nel caso in cui g ¢ asintoticamente lineare. A tale scopo ponia-
mo per ogni u € H(l)(ﬂ):
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4.1) L.(u)=L(u)+ f(u) = L)(u) (linearizzato di L all’infinito),
42) Lo (u)=L(u)+ « T(u) = L.(u) (linearizzato di L nell’origine),

ove a = A+ g'(0) e gli operatori L ed 1 sono quelli introdotti nel
paragrafo 2.

Sussiste il seguente teorema:

TEOREMA 4.1 - Se la funzione g é derivabile e soddisfa le ipotesi
I), I) e valgono le seguenti condizioni:

L) 1m £ —o,

Jt|»>e 1

L) (=M ¢a(),

allora il problema (1) possiede almeno m coppie di soluzioni non
banali, dove:

{dlmH— — dlm(H @ kerL,) se dlmH— = dlm(H—@kerLo),

dimH- — dlmH~ se dlmH* = dlmH—
ed H- = @ M:’ con M°° autospazio relativo all’autovalore v di L.
o v<0
ed H-= @ Mz con M° autospazio relativo all’autovalore v di Lo.
<0

OSSERVAZIONE 4.2 - Dal teorema 4.1 discende che se non vi & nean-
che risonanza a zero (cio¢ ker L, = {0}), allora il problema (1) pos-
siede almeno

m = |dimH- — dimH; |
coppie di soluzioni non banali.

In termini meno precisi, possiamo dire che (1) possiede almeno
tante coppie di soluzioni non banali quanti sono gli autovalori (con-
tati con la loro molteplicitd) di L, «attraversati» dal termine non
lineare (—g).

DEFINIZIONE 4.3 - Sia E uno spazio di Hilbert ed f un funzionale
reale su E tale che:

f(u) = 1/2(L(u){u) + Y(u) VuekE,

ove L & un operatore lineare e autoaggiunto in E e ¢ & un funzio-
nale su E di classe C!, tale che {’ & un operatore compatto.

Diremo che il funzionale f & asintoticamente quadratico (o che
f' & asintoticamente lineare) se esiste un operatore L.. su E, auto-
aggiunto e tale che:

a) lim L) —L-(u) _,
[ull>co [ ul]
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L'operatore L. prende il nome di linearizzato di f’ all'infinito.
Inoltre se 0 € o(L..), diremo che l'operatore
ueE->f(u) e E
¢ risonante all’infinito.

Per i funzionali asintoticamente quadratici sussiste il seguente
teorema:

TEOREMA 4.4 - Sia f un funzionale asintoticamente quadratico su
E, tale che 0 ¢ g.(L) (ove f'=L +{’). Allora se l'operatore

ueE->f(u)eE

e non risonante all’infinito (cioé 0 ¢ ¢(L..)), il funzzonale f soddisfa
la condizione f3) (cfr. § 1, Teor. 1.1).

Tale risultato ¢ noto in varie forme in letteratura, comunque
una sua dimostrazione si trova in [6].

PROPOSIZIONE 4.5 - Nelle ipotesi 1), 13) il funzionale (0.1), asso-
ciato al problema (1), é asintoticamente quadratico; precisamente
loperatore L., definito dalla (4.1), é il linearizzato di ' all'infinito.

Dim. Proviamo la a) della definizione 4.3. A tale scopo osservia-

mo che, se ue H }] (©2), risulta:
f'(u) — L.(u) = g(u) ;
percio bastera dimostrare che:

lim g(u)

il oo ]~

4.3)
Sia € > 0, in virtu dell’ipotesi I3)

4.4) 351>03|g(t)[$-2—£-a—2-|t] VieR,|[t]> &,

1
ove a; > 0 & la costante di immersione di H li) (Q) in L*(Q2).

Osserviamo ora che, fissato arbitrariamente ue H {1] (L) e
Q€ H; (Q),|lo]|| =1 risulta:

Jag(u(x)) o(x) dx = fs+ g(u(x)) o(x) dx + fp- g(u(x)) o(x) dx
ove B+ ={xeQ| |u(x)|>8},8—={xeQ| |u(x)| <&} pertan-
to, tenendo conto della (4.4), abbiamo che:

fag(u(x)) o(x) dx < =— fa|u(x)| - |o(x)| dx + M fa|o(x)| dx,

1
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ove M = sup |g(t)|
te[— 8;1,81]
Posto ¢ = (mis(Q))'?, dalla disuguaglianza precedente abbiamo
che:

Jag(u(x))o(x)dx < -257 |ull 2 o]l 2oy + Mcl|o]| tka) <
1

<e/2||ullale+Mc (aa=ac),
percio
(4.5) |lg(u)||a~' = sup | fag(u(x)) o(x)dx| <

lellagm =1
<g/2||ul| i + Mci.

Dalla (4.5) segue evidentemente la conclusione.

OssErRVAZIONE 4.6 - Il funzionale (0.1) soddisfa la condizione f3),
in quanto per esso sono soddisfatte le ipotesi del teorema 4.4. In-
fatti, in virtu della proposizione 4.5, il funzionale (0.1) & asintotica-
mente quadratico e 0 ¢ g.(Ly) = {1}. Inoltre, da come & stato defi-

nito loperatore L., i suoi autovalori sono dati dalla seguente suc-
cessione: '

I W0 W R W RN [ S W b W
pertanto, per l'ipotesi 1), 0 ¢ o(L..).
Dimostriamo ora la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 4.7 - Nelle ipotesi 1), I,), I5) esistono R,8 > 0 tali
che

f(u)z8& VueH?,|u]|=R,

ove HY = -(-T-)_M—: Y €{vea(L,)|p >0}

Dim. Sia ue H (1) (2) ed osserviamo che:

f(u) =f(o) + f'(0) (u) + 1/2f"(0) (u,u) + o(||u|?) =
=1/2f"(0) (u,u) + of||u|P),
dato che f(o) = f'(o) = 0. Allora:
f(u) = 1/2(Lo(u){u) + of]| ul|?).

Pertanto:

(4.6) f(u) =ho/2||ul|}1  +o(Julf) YueH?,

H(0)
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ove A, = min{\ € ¢ (Lo)| M > 0} e, tenendo conto che Hl(Q) = 1*(Q),
dalla (4.6) si deduce banalmente la tesi.

ProPOSIZIONE 4.8 - Nell'ipotesi 13) il funzionale (0.1) e limitato
superiormente su H- .

Dim. Poniamo: p(t) = g(t) + M,
P(t) = f*p(s) ds,

ed osserviamo che:
47) Vue H; f(u) =1/2fa|Vu(x)|?dx + faP(u(x)) dx =
=1/2(L.(u)|u) — M2 fau(x)*dx + faP(u(x)) dx <

<wi/2 || u“z(’,(m + fa(P(u(x)) — M 2u(x)?) dx,

dove pi = max{p € ¢(L..)| 1 < 0}.
Inoltre osserviamo che:

(48) |P(t) —N/2¢2| = ]j'ig(st) tds| <| t|_ff)|g(st)| ds.
In virtu della I3), fissato € > 0 arbitrariamente

(49) 3IM>00>5|g(s)|<¢e|s| VseR,|s|=M, allora, se teR
tale che |t|> M, posto:

vyt ={se[0,1]| |st|>M}, vy ={se[0,1]]||st| =< M},
risulta:
f(‘)l g(st)|ds = fyi | g(st)|ds + [y- | g(st)|ds <
<a+tef|st|ds<a+¢/2]|t],
ove a = sup | g(t)|
te[—-M,M]
Pertanto, tenendo conto della (4.8), abbiamo che:
(4.10) |P(t) —\/22| <a|t|+¢/2|t|? per |t|>M, e dalla (4.10)
(4.7) ricaviamo:
(411) VueH-f(u) =wm/2]|| ”Hzf,m) + f(a|u(x)| +
+¢/2|u(x)|?)dx+ b,

ove l'integrale ¢ esteso all'insieme {xe€ Q| |u(x)|> M}, e ove
b={(P(u(x)) — (M2)u(x)?) dx, quest'ultimo integrale essendo este-
so all'insieme {x € Q| |u(x)| < M}.

Indicando come al solito con a; la costante di immersione di
H}] () in L?*(92), si ottiene:
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412) VueHof(u) <w/2 ||u| o+ allu| o +

+e/2|| || By + b < 1720w + ate)|| u || 5w +
t+cllullalm + b (c>0).
Scelto € > 0 tale che (m + ais) < 0, dalla (4.12) deduciamo che:

lim f(u) = — oo, ue Ho .

Hull-eo

In virth delle considerazioni premesse & facile verificare che il
funzionale (0.1), associato al problema (1), soddisfa alle ipotesi del
«teorema astratto» (cf. § 1, teorema 1.1) relativamente ad H - ed H A

Pertanto esistono almeno m coppie di punti critici distinti del
funzionale (0.1), ove:

m=dim (H*NH~) — codim (H} + H-).
Se supponiamo che dim H - = dim (H - @ ker L), poiché:

Ho(Q) =Hi®H:® H; @ H.,
ove Hy = Hy NH., Hi + Hy = Hy , H, + Hs = HZ,
risulta dim Hs = codim (Hq + H-), da cui:
m = dim H; — dim H; = dim H, — (codim H, — dim H) =
= dim H; + dim H; — codim Hy = dim H — codim HY =
= dimH- — dim (H, @ ker Lo).

Supponiamo ora dim H, = dim H.., ragionando come nella dimo-
strazione della proposizione 4.7, abbiamo che:

3R,8>05—f(u) =8 VueH-,||u||=R,

e che (—f) ¢ limitato superiormente su H! = @M.
x>0

Pertanto, applicando il «teorema astratto» al funzionale (—f)
si ha che esistono almeno

m = dim(H, NH%) — codim (H; + HY) = dim H — dim H-
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coppie di punti critici del funzionale (—f).

Se la condizione di non risonanza all’infinito (cioé la I;)) non &
verificata, sussiste il seguente teorema:

TEOREMA 4.9 - Se wvalgono 1)), I,), Is) (cfr. Teor. 4.1) ed inoltre
vale 1)’ (cfr. Prop. 2.1), allora il problema (1) ha almeno un nume-
ro m di coppie di soluzioni non banali, dove:

dim H.. — dim(H, @ Ker L,) se dim H.. = dim(H, @ Ker L),

dim H, — dim(H.. ® KerL..) se dim H, = dim(H.. ® Ker L..)

La dimostrazione del teorema 4.9 ¢ del tutto analoga alla dimo-
strazione del teorema 4.1; 1'unica variante ¢ costituita dal fatto che,
in tal caso, il funzionale (0.1) soddisfa la condizione f;) in virtu
della proposizione 2.1.
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