TEOREMI DI ESISTENZA E DI REGOLARITA’
PER UNA CLASSE DI DISEQUAZIONI VARIAZIONALI
DI EVOLUZIONE DEL PRIMO ORDINE (*)

di RAFFAELE ToscaNo (a Napoli) (**)

SOMMARIO. - Si considerano due problemi unilaterali di evoluzione
del 1° ordine, uno di Cauchy e l'altro periodico, e si stabiliscono
alcuni teoremi di esistenza e di regolarita.

SuMMARY. - We consider two evolution unilateral first order pro-
blems, one Cauchy problem and the either periodic problem.
We prove some existence and regularity theorems.

Siano O e Q; aperti di R” con N =0 = ¢, W(¢ =1,2) uno
spazio di Hilbert reale immerso con continuita in L2(€,), V., un sot-
tospazio chiuso di W,, e si abbia:

Ve=12(0),
sicché risulta:

I*(0,T;V,) < L*(0,T; L*(Q)) < L?(0,T; V') (T >0),
le immersioni essendo continue e dense.

Siano inoltre ¢ un elemento di I?(0,T; L*(Q2)), f. un elemento di
L*(0,T; V'), e Ae(t), per ogni t € [0,T], un operatore lineare e conti-
nuo di V, nel suo duale V’,.
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Indicheremo con:
(-,+), (-,-)e i prodotti scalari in L?(Q) e L*(Qu),
L1, |-les || - ||le le norme in L*(Q), L?(Q) € We,
< -+, >¢la dualitd tra V, e V',
e supporremo, senza ledere la generalita, che sia:
lzle<|lz]le VzeW.. .
Supporremo poi che la famiglia di forme bilineari su V,
ar(t,w,z) = < Ae(t) W, 2 >
abbia le seguenti proprieta:
a( - ,w,z) €eC([0,T]) Vw,zeV,,
a(t,z,z) Zc’'||z||2 Vtel[0,T] e VzeV, (c’=cost.>0),
lar(t,w,z)| + |’ e(t,w,2)| < c”||wlle- ||z]le Vtel[0,T] e
V(w,z)e Vi (c” = cost. > 0), ‘ |

d
dove a'i(t,w,z) = -c-i-; ar(t,w, z).
Supposto ¢ tale che il convesso:

K={(vi,v)e€ H L2(0,T; Vi) | vi(t) + U(t) = n(t)
suﬂ qgo.su ]0,T[}

non sia vuoto, consideriamo i seguenti problemi:

2
PROBLEMA (P). - Assegnato(uw, ux) € II L2(Q), ricercare
=1

2
(uy, wz) € IIl [L*(0,T; V,)NH'(0,T; V)] tale che
=
(us, u2) €K, ue(0) = uw ed inoltre:
2 T
1) %({ [<te(t),ve(t) — ue(t) >e+ ar(t,ue(t), ve(t) — uit)) +

— < fet),ve(t) — ue(t) > 1dt =0 V (vi,v2) €eK.

2
ProBLEMA (Q). - Ricercare (ui1,u;) € I [L2(0,T;V,)NHY(0,T; V)]
=1

tale che (u1,u;) €K, u,(O) = u(T), e soddisfacente alla (1).

Nella bibliografia riportiamo alcuni lavorx su problemi del gene-
re (cfr. [13],...,[19]).
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Seguendo un procedimento classico del calcolo delle variazioni,
¢ facile constatare che dalla (1) si ottiene la relazione:

2) %l [<te(t),ve(t) — ue(t) >e+ ae(t, ue(t), ve(t) — ue(t)) +

— < fe(t),ve(t) — ui(t)>e1 20 go. su 10,T[ V (vi,v2) €K,

e pertanto i problemi (P) e (Q) si possono porre equivalentemente
sostituendo la (1) con la (2). Siano infatti (vi,v2) €K, e t€]10,T[
un punto di Lebesgue della funzione:

1—9%1[< Wel(t), ve(t) — te(t)>e 4 ar(t, ue(t), ve(t) — ue(t)) +

— < felt),ve(t) — ue(t)>c].
Scelto €>0 in modo che ]t—¢,t+e[<]0,T [, e posto q.0. su 10,7 [:

~ o [ve(s), sese€lt—e,t+e[ .
1"'(S)“{L;z(S). ses¢lt—e,t+el,

poiché (171,172) € K, per la (1) si ha:

é: ftfs< we(s),ve(s) — ue(s) >e+ ae(s, ue(s), ve(s) — ue(s)) +

1 t—g
— < fe(s),ve(s) — te(s) >e1ds 20,
da cui, per e=0, segue la (2).

E’ immediato poi constatare l'unicita della soluzione dei due
problemi, in quanto, se (ui,u2) e (é1,#2) sono soluzioni del proble-
ma (P) [risp. (Q)], risultando:

T

%rﬁf [<ue(t), ue(t) — die(t) >e+ ae(t,de(t), ue(t) — tie(t)) +

— < fe(t), ue(t) — iie(t) >1dt <0,

‘:ZzﬂfT[< We(t), ue(t) — tte(t) >0+ ae(t, de(t), ue(t) — die(t)) +

— < fe(t), ue(t) — the(t) >1dt 20,

si ha:

3o 0% | ae(T) = an(T)|2+ ¢ || e — | 1=0

2
I3(0,T;V,)

2
[risp.c’ ?. [| te — e || 0].

2 —_—
L3(0,T;V,)
Nella presente nota ci proponiamo di stabilire dei teoremi di
esistenza, nel n. 1 per il problema (P) (teoremi 1, 2, 3) e nel n. 2
per il problema (Q) (teoremi 4, 5). Nel n. 3, sulla base dei risultati
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acquisiti, dimostreremo in un caso particolare due teoremi di rego-
laritad «rispetto a x» della soluzione dei problemi in questione (teo-
remi 6, 7).

I procedimenti dimostrativi dei teoremi 1 e 4 si ispirano ai me-
todi esposti in [3] (cap. II), quelli dei teoremi 2, 3 e 5 si basano
essenzialmente sui metodi di penalizzazione e di Faedo-Galerkin [7],
[8]. Per la dimostrazione dei teoremi 6 e 7 si utilizzano, ma solo in
parte, alcune tecniche seguite in [6], [12].

1. Con riferimento al problema (P), dimostreremo tre teoremi
di esistenza: nei primi due supporremo che:

(3) a(t,w,z) =ar(t,z,w) Vtel[0,T] e Vw,zeV,,
4) fe=fan+ fr con fun€ L*(0,T; L2(Q)) e fn€ H'(0,T; V'),

nel terzo sara eliminata l'ipotesi (3), supponendo perd che i dati
¢ ,uwn ed f. abbiano opportune proprieta di regolarita.

TEOREMA 1. - Nelle ipotesi (3) e (4), se:
i) YeH!(0,T;12(Q)) ed’(t) =20 su @ Vtel[0,T],
i) uweVee uw+ Y(0) 2 un su Q,
il problema (P) ammette una (e una sola) soluzione (u1,u:), e si ha:

us e L°(0,T;V,) NHY(0,T; L*>(S)).

Dim. La dimostrazione si fonda sostanzialmente sulla possibilita,
derivante dalle ipotesi i1) e i;), di approssimare gli elementi di K
mediante opportune funzioni regolari, e su un noto teorema di esi-

stenza delle soluzioni forti di una disequazione variazionale associata
ad un operatore di evoluzione: Cominciamo dunque col provare che:

o1) Qualunque sia (vi,12) € K, esiste una famiglia { (vie, v2) }eso di

2
elementi di KN[IIH!(0,T;V,)] tale che v« (0)= uwn e, per ¢—>0:
=1

(5) ve=—->vein L2(0,T;V,).

Per ogni € > 0 sia v.. € H'(0,T; V,) la soluzione del problema [4]
(teorema 1.4, pag. 10):

6) EV'ee(t) + Vee(t) = ve(t) qo.su ]0,T[,
ve(0) = un,

sicché:
t
(7) Vte[0,T] ve(t) =eeun+ -i— Jets-tley,(s) ds.
0

Per le i), i2), (7) si ha, per ogni ¢t € [0,T] e per ogni 9 € C:(Q)
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cong=0:

‘ ,
(Vie(t) — vae(t),0) 2 (—U(t),0) + '{e"—"’t(lll’(S),rp) ds 2 (—V(t), o),
ossia (vi,v) € K. Utilizzando poi le (6), ¢ facile verificare che per
e=>0:
vee—>ve in L2(0,T; V,) debolmente,

19l 307, = 11

BTV’
da cui la (5). v

Acquisita la @), rileviamo che per la (3), qualunque sia
ve€ H(0,T; V,) con v¢(0) = un:

() 0fT[a:(t,ve(t), V'e(t)) — < fal(t),ve(t)>d dt = — V2 ar(0,un,un)+

1 1 T,
+ < le(O): U >t — —2-—0-;—”flz(T)”§'l - W{ If(l(t)"‘z,,’ dt +

— o flw))2ar.
0

La a1), la (4) e la (8) assicurano l'esistenza di un elemento
(unico) (w1, us) € I?I [L*(0,T; V,)NH'(0,T; 12(Q))] che & soluzione
del problema (P) l[=2l] (teorema 4, pag. 255) O,

Resta da stabilire che:

(9) weL”(0,T;V.).
Intanto si ha:

(10) %’6’![ (e(s),ve(s) — te(s))e + ae(s, ue(s), ve(s) — ue(s))lds =

>*15:,0f'< fe(s), ve(s) —te(s)>eds Vte[0,T] e ¥V (vi,v) €K.

Sia ora, per ogni € > 0, u,. 'elemento di H!(0,T; V,) soluzione del
problema: :

EWe(t) + te(t) = u(t) q0. su 10,7,
Ue(0) = up.

Assumendo nella (10) v, = u. si ottiene la disuguaglianza:

E ST tls)|2 + aels, un(s), wa(s))] ds <
10

sgof! fo(s), wWe(s)>eds Vie[0,T].

[ 3]

(1) L'ipotesi che l'origine appartenga al convesso, fatta nel paragrafo I del cita-
to lavoro, € qui inessenziale.
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A partire da essa si desume in modo ovvio che:

’

c

2 2
Vtel[0,T] T ?t”uu(t)H%S ?l[‘/z ar(0,un, un) +

1

T ,
—< fa(0),un >+ V2 f | fu(t)|2dt + = || fer chv([o,n,v") +
0

+ ¥ S| Fa(l|3, el + 5 max{c”, 1} T2 || un(s)]|21 ds,
0 0 1

e di qui, per il lemma di Gronwall:
Vitel0,T] |[uw(t)]|? + || ux(2)]|2 < ¢, conc = c(fu,fo,fe,un,c’,c”).
Vale quindi la (9) se si osserva che per e—>0:
Ue—> ue in L2(0,T; V,).

TEOREMA 2. - Se V, é separabile, il teorema 1 sussiste anche sosti-
tuendo Uipotesi i1) con la seguente:

i3) Ve H(0,T;W1) con {'(t) e Vy
[rispb € H'(0,T; W3) con ¥'(t) € V2].

Dim. Con riferimento al caso:

Y e H'(0,T; W1), Y'(t) eV,
dimostriamo dapprima che:
a2) Per ogni € > 0 esiste un unico

2
(tre , Th2e) € IHI[L (0,T;V.)NH'(0,T; L*(Q))]
soluzione del problema:
(11) #%e(0) = un,
(the(t), )1 + ai(t, fi(t), 21) +

12y e (L) +¥(t) = ()] m) = < filt) u >,
(@'2(1), 22)2 + a2(t, tie (1), 22) +

— L (Ld(t) + V(1) = in(8)], 22) = < flt), >

qo. su J0,T[ V(zu,z) eV XV,.
Inoltre risulta:

2
(13)  Z¢ [ diee e 1<c,
1

=0, 7;v0) T 1%l 120,75 12000
con ¢ =c(fa,fe,fe,V,un,c’,c”’).

L'unicita ¢ di facile verifica. Per l'esistenza seguiremo il metodo di
Faedo-Galerkin.
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Sia {zs} una successione di elementi di V, linearmente indipen-
denti tale che, detto V, lo spazio generato da {za,..., 2}, Si abbia:

un€Vu, U V,=V,.
reN

Indichiamo con P;, il proiettore su Vi, in Vi, e poniamo:
t
Vte[0,T] ¢u(t) =ofP1r¢’(S) ds 4+ ¢(0),
sicché per r—> 4 o :

Y=Y in C([0,T], Wi),
V=4 in L2(0,T; Vy).

Un noto risultato sui sistemi di equazioni differenziali ordinarie
assicura, per ogni 7 € N, l'esistenza di un unico

(14)

(s, ) € TUHI(0,T; Vi)
=
tale che:
(15) ue(0) = un,
(W (1), z1i)1 + a1 (t, s (1), Z1:) +
+ %— (Taar (t) + Yir(t) — uae ()1, 20) = < filt), 21 >1,

(16)
(U2 (1), 22i)2 + aa(t, Uz (t), 221) +

— = (e (1) + V(1) = s ()], ) = < falt), 22>
qo.su ]0,T[ Vie{l,...,r}.
Le (16) implicano che, q.0. su ]J0,7T[:
(Wie(t), e (t) + Ve (t) 1 + ar(t, war(t), U'sr(t) + V'1e(2)) +
F o (1) + Y1) = un (1)1, wie(t) + V(1) =

=(fu(t), 'i-(t) + V1, (t) )1 + < fr2(t), W1, (t) + V'1,(t) >1,
(W (t), Wa(t))2 + ar(t, v (t), 2 (t)) +

— = (L (1) + Y (t) — ()], (1)) =
= (fu(t), Wz (t) )2 + < fu(t), W (t) >2.

Sommando membro a membro tali uguaglianze, tenendo presen-
te la (3), la (15) e l'ipotesi uw + $(0) = un su Q, si perviene alla
relazione:

2 2
VEe[0,T] (1—n)Zef |tn(s)|2ds + (¢’ —n) Ze || ter())]2 +
10 1

+ % |Letrr (1) + $ur(t) — vazr(2)1-]2 < (-51— + "+ TVl +
n o
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{1 fa(Oll3. 1dt + 2o | + | ol rypey + £ T (0] +
1 0

+ I fa®)l3. 1de1) + " +1) of’[:x,u ()| 21 ds

qualunque sia 1 > 0,

da cui, utilizzando il lemma di Gronwall e portando in conto la se-
conda delle (14), si deduce che:

2
Zellluerl oo, 71, v T 14 20,7 12000)) 1S €

con ¢ =c(fu,fe,fe,V,un,c’,c”).
2
Pertanto esiste un (#e,é) € II [L™(0,T; V,) 0 HY(0,T; L2(Q))]
=1
tale che, a meno di estratte, per r— + oo :

Ugp—>le in L (0,T;V,) debolmente *.
Wey—> i in 12(0,T; L?(Q:)) debolmente.

Evidentemente i € iz verificano la (13), e la (11) in virtu della
(15). Sfruttando poi la prima delle (14) e le (11), (15), (16), & facile
stabilire che:

lim” fT([uu(t) + Yir (1) — v (2) 17, [asr(t) + e (2) — w2 (2)] +

r->+oe0

— [dise(t) + (1) —dir(t)])dt <0,

da cui, seguendo un noto procedimento basato sulla monotonia e
I’emicontinuita del termine non lineare, si deduce che:

Luyr + Gty — uze )= = [dige + Y — di2e]- in L*=(0,T; L2(Q))) debolmente *.
Sussistono quindi anche le (12).
Osserviamo ora che, per la (13), esistono
(i, ) € TLIL (0,75 Ve) NHI(0,T; (%))
ed uia successione infinitesima {e.} di numeri positivi tali che, per
N—> 4 oo :

an Ue,—>u, in L= (0,T;V,) debolmente *,
We,—> e in L2(0,T; L2(%)) debolmente;

ci0o, unitamente alla (11), comporta che:
Ue ( 0 ) =Uw.
Rimane dunque da far vedere che:
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(18) (w,w) ek,
(19) f;: OIT[(u’z(t), ve(t) — we(t))e +

+ae(t,ue(t), ve(t) — ue(t)) — (fu(t), ve(t) — ue(t))s +
— < fo(t),ve(t) —u(t) > 1dt >0 V¥V (v1,v2) eK.
A tale scopo sia (wvi,v; € K. Risultando q.0. su ]0,T[:
([ (t) + $(1) — tna()]-,01() + W(2) = wa(t)) <O
(Lilten (t) + (1) — Bh2e, ()17, [dtea (t) — v1(1)] — [dh2e,(2) — v2(t)]) 20,
si ha per le (11), (12):

20) El ﬁ[amm +U(t) — e (t)]- |2t <
< E0 ST (Fa(), dinnlt) — ve(t))e +

10
+ < fa(t), drt)— ve(t) > — ai(t, e, (1), Tiee, (t) — ve(t)) +
—(ﬁ,lin(t)’ a’!n(t) - VI(t))l] dt}

(21) %eofr[(ﬂ'nn(t),w(t))e+ae(t,fm,.(t), ve(t)) — (fa(t),ve(t) +
— Upe,(t))e— < fer(t), ve(t) — e, (t) >e] dt =
2 }23, [Y2 | diee (T)|2 — Y2 | un |2 + fTae(t,ﬁu,.(t), de, (1)) dt].
1 0

Passando al limite per n—> 4 <, e tenendo conto delle (17), dalla
(20) si ricava che:

T
Sl (t) +4(2) — ()]~ |2 dt =
cio¢ la (18), e dalla (21) la (19).
La dimostrazione relativa al caso:
YeH(0,T; W2), - {'(t)eV,,

¢ del tutto analoga.

TEOREMA 3. - Si supponga che:

is) Ve H*0,T;, W1) [risp. € H?(0,T; W2)] con ¢’ (t),\l:"(t) eV

[risp. ¥’ (t), V" (t) € V21, 4(0) =41 +
con eV [risp. \1eV2] e 4,20 su Q,

is) un€ Ve, A(0) un € L2(Qe), uro + $(0) = uyp su Q.

Se V, & separabile, e se fo€ H-1(0,T; L*(%)), allora il problema (P)
ammette una (e una sola) soluzione (ui,us), e si ha:
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wee L20,T; V)N L"(0,T; L2 (S)).

Dim. Ci limiteremo a dimostrare una proposizione preliminare
analoga alla ¢,) del teorema 2, in quanto da essa si perviene all'as-
serto con lo stesso procedimento seguito nel suddetto teorema.

Esaminando come nel teorema 2 uno solo dei due casi, precisa-
mente il caso:

e HY0,T; W1), ¥(t),4"(t)eVi, dreVi,

dimostriamo che:

2
a3) Per ogni £ >0 esiste un (unico) (d,d2.) € II H'(0,T;V,), con
=1

'€ L7(0,T; L?(£)), tale da verificare le (11), (12), e si ha:

2
(22) ?l [” als + ” a,lc

201,09 F
I<ec,

I c°(10,T1,V.)

el = 0,75 12000

con ¢ = c(fe,fe, ¥, ¥, 9", ¢1,42,4:(0), un, c’, c”).

Proveremo l'esistenza di (7, #iz) seguendo il metodo di Faedo-
Galerkin. Conserveremo le notazioni introdotte nel teorema 2, sceglien-
do {zi} in modo che anche {; appartenga a Vi2, e precisiamo che
ora, per r—> -+ oo :

“plr -)l,[} in C”([O )T]: Wl)l
(23) Y =Y in C([0,T], V),
$"1r—=> " in L2(0,T; V,),
\ «
che (w,,us) € II1 H>1(0,T; V), e che le (16) sussistono per ogni
= ’

t € [0,T] essendo i loro membri assolutamente continui in [0,T].

Cio premesso, mostriamo che:
2 T
(24) )l:eg’ |uer(2)||2dt < ¢, con ¢ =c(fe,¥,V,d1,¥:,un,c’,c”).

Poiché i,(t) — Y2 € Vi, con r = 2, per la prima delle (16) si ha,
per ogni t € [0,T]:

(u'lf(t), ulr(t) + ‘-lllr(t) -_ ‘1‘2)1 + al(t) ulr(t): ulr(t) + ‘l‘lr(t) - ¢2) +
2 (L () + (1) — e (8) 17, e (1) + e (1) — ) =

= (fi(t), wsr(t) + W1 (t) — d2)1;
per la seconda delle (16) si ha poi, per ogni t € [0,T]:
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(2 (1), U (t) )2 + ar(t, ux (), ux(t)) +
— = (Te(1) + V() — un (D)1, war (1)) = (fa(t), ().
Pertanto, tenendo presente la (15) e I'ipotesi ¢, = 0 su Q, risulta:
(¢’ — 2nmax{c”,1}) 0fT[u wir(t) + Uu(t) — a2 +
+lur()]|31dt < V2 [ + |24 |un 2] +
o of’n A2+ | B0]2+ | Wi ()] +

+c”|| b (t) —42]|2]1dt Vn>0,
da cui la (24) in virtu della prima e della seconda delle (23).

Mostriamo ancora che:

2
@5) Zellluerll cogpo, 79, v TNl 2o, 73w, +

) < ,
el = 0,7 200)) 1 S €

con ¢ = C(fl P f’l ) q’ ) lIJ’, q’") q"l ’ 4’2 h) Al (0)) U, C,’ C”)'
Ponendo t = 0 nelle (16), e sfruttando l'ipotesi is), intanto si ha:
(26) |er(0)] e < |fe(0)] 2+ | Ae(0) tiro ] e .

D’altra parte dalle (16), derivate rispetto a ¢, si ottengono le re-
lazioni valide q.0. su ]0,T[:

(U"1r(t) + V"1 (2), W1 (8) + Ve ()1 + ar(t, 41 (2) 4 V1 (2), Wse(t) +
+ q/’lr(t)) + a'l(t: ulr(t): u'lr(t) + q)’lr(t)) + '% (% [ulr(t) +

+ Yir(2) — tar (t)]-, Wi (t) + Vi (t)) = (F1(2), Wi (t) + Vir(t) )1 +
+ (Y"1 (1), ' (1) + Ui () 1 + a1 (2, U'1r (1), Win(t) + V'ir(t)),
(U2 (1), W2(1) )2 + ar(t, U’y (1), U2 (t)) + a’2(t, uzr(t), W2 (t)) +

1 d
-— (zi-t-[ulr(t) + Gir(t) — w0 (1)1, (1)) = (f2(t), W2 (t) ).

Quindi rilevato che:

(2 L) + Var(0) = ()1, Wi (t) + Wirlt) — w(2)) >0
g.o.su ]JO,T[, si ha:
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(Y2 —m) sup [|a'i(t) + Ve (t)]i+ |02 (2)|3] +
tef0,T]

+[c’—m(2¢” +1)] t{T[ll Wi (t) + V(1) 2+ || w2 (t)]|3]1dt <
< [’ (0) + 41, (0)]2 + [u'2(0)]2] +

2 T 2 T
+-1-]- max {c”, 1} [?l(ﬁﬂf':(t)lcdt)z + ?'bf || uer(2)]| 7 dt +

+ fTH Vi (t)]|2dt + IT[ U (1))3dt ] per 0 <n<c’/(2c” +1).
0 0

Ne segue la (25) in virtu della (15), della seconda e terza delle (23),
e delle (24), (26).

La (25) implica l'esistenza di un elemento

2
(ﬁls, az:) € H HI(O, T; Vl),
=1

con @' € L”(0,T; I*(Q)), tale che, a meno di estratte, per r—> + oo :
Uy—>Tie in L7(0,T;V,) debolmente *,
We—>t'y in L2(0,T; V) debolmente,
We—> il in L™(0,T; L2(Q:)) debolmente *.

Vale allora la (22) a causa della (25). Inoltre, sussistendo le
(15), (16) e la prima delle (23), si ha che (dq., i) verifica le (11),
(12).

OsserRVAZIONE. Nelle ipotesi del teorema 1 [risp. 2] la compo-
nente u, della soluzione del problema (P), eventualmente modificata
su un insieme di misura nulla, € debolmente continua da [0,7] in
Ve [9] (Lemma 8.1, pag. 297). '

2. In questo numero dimostreremo due teoremi di esistenza
per il problema (Q). Per entrambi supporremo verificate le (3), (4)
e la disuguaglianza:

(27) a(T,z,z) — a(0,2,z) Z v||z||2 VzeV, con y=cost. 20,
e che si abbia:

(28) fa(T) — fo(0) € L2() se y=0.

Mentre il teorema 1 relativo al problema (P) si stabilisce, come
si & visto, utilizzando un noto teorema di esistenza delle soluzioni
forti, I'analogo teorema di questo numero (teorema 4) si fonda su
un teorema di esistenza delle soluzioni deboli. I1 successivo teorema
5 si consegue utilizzando, come nel teorema 2, i metodi di penalizza-
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zione e di Faedo-Galerkin, e riconducendo la questione ad un pro-
blema di punto fisso.

Nella esposizione dei procedimenti dimostrativi sorvoleremo sul-
le considerazioni che sono analoghe a quelle dei teoremi del n. 1,
soffermandoci invece sulle varianti introdotte, ovviamente necessarie
per la diversa natura dei problemi (P) e (Q).

TEOREMA 4. - Nelle ipotesi (3), (4), (27) e (28), se:

i) YeHY(0,T;1*Q)),¥'(t) 20 su QVte[0,T1,4(0) = Y(T),

il problema (Q) ammette una (e una sola) soluzione (u1,u), e si ha:
u, € H(0,T; L* () ).

Dim. Anzitutto argomentazioni analoghe a quelle addotte per la
a1) del teorema 1 ci consentono di asserire che:

a4) Se (vi,v2) €K, detto vi(e >0) l'elemento di HY(0,T;V,)
soluzione del problema [4] (corollario 1.2, pag. 14):

eV'ee(t) + ve(t) =wi(t) qo.su ]0,T[,
Vee(0) = ve(T),

risulta:

(Vie, v2e) €K,

Vee—>ve in [2(0,T;V,) per e—0.

- Pertanto, se la (27) sussiste con ¥ > 0, I'asserto discende da un
teorema dimostrato in [2] (teorema 4, pag. 255), in quanto si ha,
per ogni v, € H'(0,T;V,) con v/(0) = ve(T):

Jr[a'(l‘,vc(t);v’:('t)) — <fa(t),v'(t) >eldt >

> f] vi(t)]|2 dt —--}—an(T) — fe(0)]|3, +
0 Y ‘

— = Aifam)z, ar
2c, ety 4t

Passando a considerare l'eventualita che sia ¥ = 0, in primo luo-
go rileviamo che esiste un unico elemento (u;,u;) € K tale che:

(29) %lbfr[< Ve(t), ve(t) — te(t) >e 4 ae(t, ue(t), ve(t) — ue(t)) +
— < fe(t), ve(t) — ue(t) >e1dt 20
V (vi,v2) €K con v: € HY(0,T; V') e v¢(0) = vo(T).

L'esistenza di (u1,u;) ¢ assicurata dalla coercivith uniforme rispetto
a t di ai(t,w,z) [3] (teorema II.1, pag. 63); I'unicithd & conseguenza
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della a4) e della suddetta uniforme coercivita [1] (teorema 38, pag.
146).

Evidentemente, stante la o4), resta da stabilire che:
(30) u.€ H'Y(0,T; L?(2)), ue(0) =ue(T).
Alle (30) si perviene utilizzando la as) con riferimento a (m, w), e
ponendo poi nella (29) v, = us . Infatti, cosi facendo, si riesce a mag-
giorare la norma:
Vel 120, 7; £2(00))

con una costante indipendente da e, e ci0 basta per l'acquisizione
delle (30). Operando in tal senso, l'unica difficolta ¢ rappresentata
dal prodotto scalare:

(fe(T) — fa(0), ue(0))..
Poiché:
T

uh(O) = " els-Tle ul(s) ds’

1
(1 — e-—T/E)
0

I'ostacolo si supera dimostrando preliminarmente che:
(31) u € C([0,T], L*()).

A tal fine sia {g/} una successione di elementi di L?(0,T; L?*(Q))
convergente verso f. in L?(0,T; V’). La ou) € la disuguaglianza:

T c" T
Far(t, ve(t),v'e(1)) dt > — == [||ve(t)]|}dt
0 0

Vvee HY(Q,T; V,) con v.(0) = v(T),

implicano [2] (teorema 4, pag. 255) che esiste un (unico) elemento
(Ui, U2n) € K, con ume H(0,T; L2(k)) € tm(0) = uw(T), tale che:

f., [(Wen(t), ve(t) — ten(t))e + ae(t, uen(t), ve(t) — ten(t)) +

—(gen(t), ve(t) — tn(t))e] 20 go. su 10, T[ V (vi,n) ek
Risultando ovviamente:

fz, [(Wim(t) — Wen(t), tem(t) — tea(t) )t +
+ ae(t, Umm(t) — Um(t), Uem(t) — um(t))] <
< >::¢ (gem(t) — gen(t), Uem(t) — uea(t))e q.0.su 10,TT,

si ha, qo.su ]0,T[:
2
G2) [ L\ ten(t) = uen(t)]2 4+ € || tom(t) — en(1)]|21 <
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1
<=
c

!-iMN

t|| gem(t) — gm(t)llf,,l.

nonché, conseguentemente:

(33) %, [ .c%; tem(t) — ten(1)]2 + € | them() — wen(t)]2] <

¢|| gem(t) — gln(t)”2

HMN

<=
c’
La (32) implica che:

(4) &0 [ tm(t) — wen()l|3dt < L Z1 §' [l gon(t) — gualt)][3, at
(35) V1€[0,T1 Ze|tm(t) — tien(t)]2 < T [| thom(0) — ten(0)]2 +
1 1

+ _01_ l)ITII gm(t) — g(t)||3, dt].

Moltiplicando ambo i membri della (33) per e’ e integrando su
[0,T], si ha anche:

(36) (e<T—1) %,1 en(0) = sen (0)[ <

ecT
Z: f”g:m(t) - gln(t)Hz dt.

Dalle (34), (35), (36) si trae l'esistenza di un
iie € I(0,T; Vo) N Co(10, T1, L2())
tale che, per n— 4 o :
Um—>te in 12(0,T;V,),
Um—=> 1l in Co([0,T1, L2 ()).

E’ immediato verificare che #i, = u,, onde la (31).

TEOREMA 5. - Se V. é separabile, il teorema 4 sussiste anche so-
stituendo l'ipotesi is) con la seguente:

Ve H(0,T; W) [risp. e HY(0,T; W,)]
con Y'(t) € Vy [risp.Y'(t) € V2],
Y(0) = Y1+ 4» con Yy € Vi [risp. 41 € V3]

ey =0 su Q,¢(0) =(T).

Dim. Limitandoci al caso:
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YeH' (0, T; W), V'(t) e Vi, b1 €V,
basta dimostrare che:

as) Per ogni £ > 0 esiste un unico
2
(fie, tize) € I [L?(0,T;V.) NHY(0,T; L*())]
=

tale da verificare le (12) e la condizione:
(37) Uee (0) = ale(T):

e si ha:

2
(38) ?l [|| fiee 1<c,

20, 7; vy + V2l 1200, 7; 120600 )
con ¢ = c(fe,¥,¥1,%,¥,c,c”).

Tralasciando l'unicitd, che & ovvia, proveremo l'esistenza di (%, i)
servendoci del metodo di Faedo-Galerkin e di un noto teorema di
punto fisso.

Scegliamo una base {z:} di V. in modo che, denotato con V. lo
spazio generato da {za,...,2:}, si abbia:

\h € Vu.

Introduciamo quindi la funzione ¢i, considerata nel teorema 2, ed
osserviamo che ora, oltre alle (14), si ha anche:

(39) W (0) = 4 (T),
avendo supposto ¢ (0) = ¢(T).
Fissato (uw,u») in Vi, X Vi, e indicato con (ui,, us) 1’elemento

2
di IT H'(0,T; V) soluzione del problema (15), (16), mostriamo che:

=1
(40) Esiste un 8§ > 0, con & = &(f., 41,V ¢, c”), tale che:
| o + Gt |2+ |1 |2 < 8= |un(T) 4+ Ui |2 + | uar(T)|2 < 8,

La prima delle (16), con ui,(t) + $ir(t) — ¢, al posto di zi;, € la se-
conda, con t(t) in luogo di 7, sommate membro a membro danno
luogo, unitamente all'ipotesi ¢, = 0 su Q, alla disuguaglianza:
(D) e (t) +duelt) — a2+ ()] 2] +

+ c’ [H ulr(t) + l<I>’lr(t) - q}Z ”i + ” u2r(t)”§] <

1 ’ ” T ’ »n
S (RO v, +[V @l i+e” SV ()] 1 dt+e || [ 11% +
+ Hfz(t)llf,.z) q.o. su ]10,T[.
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Indicato con g(t) il secondo membro della (41), si ha ovviamente:
L (et [ at(t) + e () — a2 + | ()] 21) < T g (1)

qgo.su ]0,T[,
e di qui, integrando su [0,T]:
eT[|ur(T) + |2+ |ar(T)|2] < Juaro + Y |2 + lun|2+c.
con ¢ =c (fe, 41,V ¢, c”),

in virth della (15) e del fatto che $1(T) — §2 = $1,(0) — §, = §;. Ne
segue la (40), assumendo:

82 =

»

ecT —1

Denotiamo con S la sfera chiusa di L*(Q) X I2(€:) di centro
(—41,0) e raggio 8, e, per ogni (uw,uxn)€ SN (Vi X V), con
(w1, u2r) la corrispondente soluzione del problema (15), (16). Con-
sideriamo quindi l'operatore F :

(ulo ’ uzo) -> (u.lr (T): Uzr (T))°

In base alla (40) F applica SN (Vi X V) in sé. Aggiungiamo che F
¢ non espansivo.

Infatti se (uw,un), (fo,dn) sono elementi di SN (Vi, X Va), e
(wir, tzr), (isr,#2r) sono le corrispondenti soluzioni del problema
(15), (16), ¢ facile constatare che:

d
E[lulr(t)*ﬂlr(t)|f+|uzr(t)—-iizr(t)lzz]<0 qgo. su 10,7,
da cui:
Iulr(T) - l_llr(T)lf <+ |u2r(T) - aZr(T)lg <
< w0 — a0 |3 + |z — i | 2.

Quanto ora stabilito comporta che F ammette almeno un punto uni-
to [5] (teorema 2, pag. 24).

Resta cosl acquisita l'esistenza di un (unico) elemento

2
(ulr;qu) eIl HI(O:T; Vlr)
=1

soddisfacente alle (16) e tale che:
(42) ulr(O) = ulr(T) .

Dalla (41), sussistendo la prima delle (14) e la (40), si desume che:
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2
@) Frllwll oo, 11, 120y <

2
<
(44) ?'H uh‘” LZ(O, T; Vl) ~ c’

dove ¢ = c(fe, ¥, 41, ¥z, ¥, ¢, c”). Sfruttando poi le (16) con u'i.(t) +
+ Yi-(t) e u'2(t) in luogo rispettivamente di zu e 221, e tenendo pre-
sente le (3), (4), (27), (39), (42), si ottiene la disuguaglianza:

(1 — 1) e ) we(t)|2dt + /250 || e (0)]|2 <
10 1
(" + 1+ 1/20) (Eef 1| (]2 + [ far(8)|2 +
10
+lIfa(Oll, Tde+ (U012 + || fallZ, Jde) +
¢ 0

2
+ flle <fa(T) — fa(0),ur(0) >, V>0,
da cui:
2 T
(45) El.rlu'lr(t)lidt < c, con ¢ = C(f’)“pﬁll’ll‘pz’q)” C’,C")
10

in virtu della seconda delle (14) e della (44) se ¥ > 0, ed inoltre
delle (28), (43) se vy =0.

Le (44), (45) implicano l'esistenza di un elemento
2
(th1e , tize) € II1 [L*0,T; V,)NH'(0,T; L?(f)]
=

tale che, a meno di estratte, per r=>+ oo
U=t in 12(0,T;V,) debolmente,
We—>i'ee in L2(0,T; L2(Q4)) debolmente.
Ovviamente (7, #i2c) soddisfa alla (38), ed alla (37) a causa della

(42). Le (12) sono conseguenza delle (16).

3. Vogliamo ora studiare, limitatamente ad un caso particolare,
la regolarita «rispetto a x» della soluzione dei problemi (P) e (Q).

Siano =M% =0, con Q aperto di R" limitato e connesso di
classe Cl!,

Vi=V2=HI(Q), fee [2(0,T; [¥(Q)), ¥ € L*(0,T; H} (Q) NH2(Q)).

Siano dati gli operatori:
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2

Ai(t) = — %ii T
j

(@t (t,%) =) + ct(t,x),
4 axi

con af,- = afi e ¢’ soddisfacenti alle condizioni seguenti:
(46) af € C([0,T]x 8,

47) cteCo([0,T]1xQ),

#8) X eco (10,71 D),

(49) Zyjal(t,x) MM S|P V(t,x)€[0,T]x{
1
e VA= (M,..., M) € R" (co=cost. >0),
(50) ae(t,z,2) = %q {1“3‘”"‘) Zx; Zx, dx +

’ 2 > H 2
+{1c (t,x)z*dx =2 c ”Z”Hé(n)

Vte[0,T] e VzeH})(ﬂ) (¢’ = cost.>0).

Per la funzione Y, supponiamo inoltre che sia verificata una delle
condizioni seguenti:

Y e H(0,T; I*(Q))  con U'(1) >0 su Q,
Y e H'(0,T; H(Q)).

TEOREMA 6. - Nelle ipotesi poste, se uw e uxn sono elementi di
Hl(Q) tali che uwn+Y(0) Zun su Q [risp. se Y(0)=Y(T) e
a(T,z,z) —a:(0,2,2) =0 VzeHé (Q)], per la soluzione (ui,u) del
problema (P) [risp. (Q)] si ha:

ue € L2(0,T; H*(Q))NL"(0,T; HL(Q)) NHY(0,T; L*(Q))
[risp. ue € L2(0,T; H(Q)) NL*(0,T; HL(Q)) NH'(0,T; 12(Q))] .

Dim. In virtu dei teoremi 1 e 2 [risp. 4 e 5] risulta:

u € L”(0,T; H}(Q))NHY(0,T; L*(Q2))
[risp. u. € L2(0,T; H} () NH'(0,T; L*(Q))],
in particolare:
(51) '€ L*(0,T;12(Q2)).
Si tratta quindi di stabilire che:
(52) u,€e I2(0,T; H}(Q)).
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Stante la (51), con la stessa tecnica adoperata in [6] (teorema II)
si dimostra che:

(53) u, € L?(0,T; H?2(QY’)) per ogni aperto ' a chiusura contenuta
in Q.

Pertanto la (52) resta acquisita non appena si ¢ mostrato che:
(54) Per ogni X € dQ esiste un intorno aperto I di X tale che:
u € 12(0,T; H*(INQ)) .

Siano U un intorno aperto di ¥ e U+ = UNK . Ammettiamo, sen-
za venir meno alla generalita, che X sia 1'origine di R*, che U coinci-
da con la sfera S, di R" di centro l'origine e raggio r, € U* con la
semisfera Z, intersezione di S; col semispazio x, >0. Fissati " €]0,r[

e xe€Cl(S,),con0<x<ley=1su S, , indicato con F, l'elemen-
to di I?(0,T; L*(X,)) :

n n
fl X — zij a:’. Upx; Axj — Eii(a:i Ue Xxi) xj»
1 1

e posto:
K'={ve0,T; H (Z))|v(t) 2 — x¥(t) + xua(1)
su X, qo.su ]0,T[},
procedendo come in [12] (teorema 3), si vede che:
(55) [Ai(xu2)]1* € L*(0,T; [*(%,)),

(56) fz [xie(t) + Ae(t) (xue(t)) — Fe(t)] = 0

nel senso di 9'(%,) q.0. su 10, T[,
e che, oltre alle ovvie relazioni:
(57) xw € K, xu1(0) = xuo [risp. xu1(0) = xuu(T)],

risulta:

(58) 0f’[ (xt's(t), v () — (1)) + as(t, yuu(t) , (1) — xus(t)) +

— (Fi(t) ,v(t) — yui(t))]1dt =0 VvekK,
dove (+,.) denota il prodotto scalare in L?(Z%,).
Proviamo che:

(59) yw € L2(0,T; H¥(Z,)).
Siano {e.} una successione infinitesima di numeri positivi e,

VneN,idn€e L2(0,T; H} (Z,)) N\H'(0,T; [*(Z,))
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la soluzione del problema [2] (teorema 4, pag. 255):
(60) . (0) = yuo [risp. 61.(0) = 4i(T)],

61) of"[m'n(t),v(t)) +ai(t, dn(t),v(t)) +
+ = (Un(t) + xU(t) — ga(0)]-, v(1))] dit =

= ofT(F,(t) () dt  Yvel?0,T; HI(%,)).

Poiché per le (53), (55):
([A1(2) (xu2(t) )1+, [dn(t) + xY(2) — xu2(2)]1-) +
—a1(t,xua(t), Liin(t) + x¥(t) — xu2(t)1-) <0
qo.su ]0,T[,

ponendo nella (61) v(t) = [@i.(t) + x*ll(t) — xuz2(t)]1-, e tenendo conto
della (60), si ha:

gjofl [din(t) + xU(t) — xua()1- | 2dt <

< f(m (1) + x W' (t) — xt'a(t) + Au(t) (X b(t)) +
_LA(t) (xua(2))1* , Liin(t) + x (1) — xua(t)1-) dit,

da cui:

€ .81_ Lt + % = 363" 1200 7 1203,)) S €

con ¢ =c(F1,A1,%,¥,9,u2,u).

Maggiorazioni analoghe si ottengono allora per le norme:

ol 20,7, 13 2.0) V¥ W 200, 7 115,

1o+ &8all 20,7, 1205,

Esiste dunque un
ueL?0,T; H) (X)) NH'(0,T; H-'(Z,))
tale che, a meno di estratte, per n—> + oo :
(63) @,—u in 12(0,T; Hé (X,)) debolmente,
(64) d@'n—u' in 12(0,T; H-'(Z,)) debolmente,
(65) d@n+ A1itipn—>u' + Atu in 12(0,T;12(Z,)) debolmente.
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A partire dalle (60), (61), (62), e sfruttando le (63), (64), ¢ facile
verificare che u & soluzione del problema:

uelL*0,T;H} (%)) NHY(0,T; H-Y(Z,)),
ueK’,u(0) = yuw [risp.u(0) = u(T)],

of’[< W(t),v(t) —u(t) > + a(t,u(t), v(t) — u(t) +
— (Fi(t) ,v(t) —u(t))1dt=0 VvekK,

avendo indicato con < -, - > la dualita tra Hé (X,) e H-1(Z,).

Pertanto, sussistendo le (57), (58), e I'unicita della soluzione del
suddetto problema, deve essere u = yui, ¢ quindi per le (51), (65)
risulta q.0. su ]0,7T[:

Ai(t) (xui(t)) € L*(Z,) nel senso di 9'(%,),

da cui la (59) [11], [10] (Lemma 2.1, pag. 106). La (56), unitamente
alle (51), (59), assicura che anche yu; appartiene a L?(0,T; H*(Z,)).
La (54) e cosi dimostrata, e con essa l'asserto.

Assumiamo ora:
fee HY1(0,T; 1*(22)), Y€ HXO0,T; H (Q))NL*0,T; H (2)),

e, piu in generale:
A(t) = -—Ei;—a—(a' (t x)—a—) +§db'(t x)i-+c‘(t x).
10 8x; i T B 1T B ’

Ammettiamo ancora valide la (46), l1a (47) e la (48) con riferimento
anche a blf, la (49), e la (50) con:

n
ar(t,z,z) = ?ii{lafi(t,x) Zei Z5j A% +

+ bt %) zmzdx + [ cl(t,x) 2 dx
1 Q [}

Vte[0,T] e VzeHé(n).
TEOREMA 7. - Nelle condizioni sopra precisate, se
un € H(Q2) NH2(Q) e uw+ Y(0) = uxn su Q,

allora per la soluzione (u1,uz) del problema (P) si ha:

ur€ I2(0,T; H*(Q))NH'(0,T; H;(2)), u'e€ L™(0,T; L2(Q)).

La dimostrazione del teorema 7, che si basa sul teorema 3, & sostan-
zialmente simile a quella del teorema 6. L'unica variante risiede nel-
I'acquisire l'esistenza della soluzione del problema (60), (61): cio si
consegue utilizzando il metodo di Faedo-Galerkin.
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