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SOMMARIO. - Si stabiliscono alcune proprieta legate alla nozione di sommabilitd
delle famiglie di elementi di un £-gruppo munito d’una topologia filtrante
separata. Particolarmente si mette in evidenza Pinterdipendenza che si
manifesta tra la teoria delle serie e la teoria delle somme definite nelle
algebre universali fopologiche.

SUMMARY. - Given an 9-group, vith a separated filtering topology, we establish
some properties about the summability of elements of a such Q-group.
Particullary we show the interdependence between the theory of series and
the theory of sums defined in universal topological algebras.

Nous établissons quelques propriétés liées & la notion de som-
mabilité des familles d’éléments d’un 2-groupe, muni d’une topolo-
gie filtrée. En particulier nous mettons en évidence 'interdépendence
qui existe entre la théorie des séries et la théorie des sommes dé-
finies dans les algdébres universelles mentionnées.

Observons toutefois qu’une algébre universelle (@, £2) est un en-
semble G muni d’un ensemble 2 d’opérations n-aires, o n a des
valeurs entidres non négatives. Si w € 2, alors I’6lément de G qui
correspond dans ’opération w & un systéme ordonné (a,,a,, ..., an)
d’éléments a, , a, , ... , a, € 8, sera noté par a, a, ... a, w. Une algebre
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universelle est dénommée Q- groupe s'il existe dans £ une opération
binaire (qui sera désignée par -+) telle que (@, +) est un groupe
et si nous avons aussi la propriét€ 0o...0w = o pour tout w€ Q,
ou o représente ’élément nul du groupe (@, +).

On dit qu’un Q-groupe G est un Q-groupe topologique si G est
un espace topologique (@, ) et si toutes les opérations w€ 2 sont
continues par rapport a la topologie 7. Observons que, 8i on désigne
par V, un voisinage quelconque de I’élément g€ @G, alors la conti-
nuité d’une opération n-aire w€Q peut étre formulée de la maniére
suivante : si (a,,a,,...,a,) est un systéme quelconque d’éléments
Ay, 0py0n, 0, €EG 6 Vo, a,» €8t un voisinage arbitrairement choisi
de a, a, ... a, », alors il existe des voisinage V,,i, Va,y ey Vo, des
éléments a, , a,, ..., a, € G, tels que

(1) Va, Vayore Vo, © € Vala, . arar -

Soit @ un Q-groupe topologique séparé. Considérons une suite
Yaninen quelconque d’éléments a, € G (n€N), oi N désigne ’ensem-
ble des nombres entiers non négatifs, ordonné par la relation d’ordre
naturel « << ».

Faisons correspondre & }a,l,.x la suite $8,¢ne v des sommes par-
tielles S, =a,+ a, 4 ... +a,_; W€ N). Cette suite — notée par
& a, — sera dénommee séries définie par le systéme }a,!,.x. Nous
dirons que & a, est une série fondamentale respectivement une série
convergente, si la suite }S,{,.x est fondamentale respectivement
convergente. Si 8, — a€ @, 1’6lément a € G sera dénommé la valeur
de la série % a, et on écrira par abus de langage % a,=a. Nous
dirons que % a, est une série commutativement JSfondamentale respec-
tivement commutativement convergente si pour toute permutation
a:N—N, la série & a,m — attachée au systéme }a,giney — est
fondamentale respectivement convergente. Si méme la valeur de la
gérie convergente % a, ne dépende pas de 'ordre des a,, alors $Sa,
sera dénommée série inconditionnellement convergente.

D’autre part, considérons ’ensemble 93 (V) de toutes les parties
finies de N. Pour tout » € 93 (N), soit o, la somme — dans Pordre
naturel des indices — de tous les a; tels que i€» IL’ensemble
B(N) dirigé par la relation d’inclusion «C» sera noté par .
Nous faisons correspondre au systéme Ya.4ne v 18 suite Moore-Smith
$0,4,e5 . Cette suite, désignée par Ea,., sera dénommée somme dé-

finie par le systéme }a,{,cx. Nous dirons que Ea,. est une somme
Jondamentale respectivement une somme convergente si la suite
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Moore Smith }o,{,cs est fondamentale respectivement _convergente.
Les notions de la fondamentalité commutative respectivement de la
convergence commutative et de la convergence inconditionnelle d’une

somme Ea,. gont définies d’une manidre analogue aux notions in-
troduites dans le cas des séries. Observons encore que nous écrirons
par abus de langage 2a,.= a si la suite Moore-Smith }o,{,es con-
verge vers a € G.

REMARQUE 1. La terminologie utilisée ci-dessus correspond
généralement A la terminologie de N. BOURBAKI [1], utilisée dans
le cas des groupes topologiques commutatifs. Mais au lieu de dire

que «la somme Ean est convergente », on dit dans [1] que «le
systéme }anl, .y est sommable ». Les notions concernantes les som-
mes — mentionnées ci-dessus — se trouvent dans [4] au cas des

systémes }a,{,es, ol 4 est un ensemble quelconque totalement
ordonné.

REMARQUE 2. G étant un espace uniforme, toutes les séries et
les sommes convergentes dans G sont fondamentales.

REMARQUE 3. L’ensemble dirigé (méme bienordonné) P, =
= (B, (N), €), ot B, (N)=1}ra=10,1,..,n— 1}{|n€N{, est un
sous-ensemble cofinal de @ = (B (N), €). Nous avons ensuite

o; = 8, pour tout n€N. Il en résulte que $Sptiev=130 laen=
n n

= ;a;nz;nml est une sous-suite Moore-Smith de } o, {,¢s. Il en résulte

que za,, = a entraine Végalité & a, = a. Des affirmations analogues
sont vraies comcernantes toutes les autres notions, lies a la motion de
convergence des sommes et des séries. Les réciproques de ces affirma-
tions sont généralement inexactes (voir par ex. [1]).

Remarquons qu’un sous-ensemble J d’un £Q-groupe (@, £) est
dénommé idéal de (@, Q) si (I, }) est un sous-groupe normal de
(G, +) et si pour tout i €I et pour tous les a,,a,,..,a,€G les
relations

— 0y Qg e Oy @ F @y e @1 (8 @) Bjpr e Q0 E g

subsistent pour tout w€ 2 (j=1,2,...,n).
Désignons par }Geleer uue famille didéavx de G, ow

1. T est un systéme d'indices dirigé par une relation « << »;
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2. 81§, =8, (§,,8,€1), alors G, € Gy, .

Si on considére une telle famille d’idéaux de @ comme un
systéme complet de voisinages de 1’élément nul o € G, alors G de-
vient un £-groupe topologique [3]. La topologie % introduite sur G
de cette manitre sera dénommée topologie filtrée. On démontre
aisément que @, muni de la topologie filtrée introduite par rapport
3 la famille }Ggl;c; d’idéaux de @, est un espace séparé si et
seulement si

) N G = }ol.

el
Si G est un Q-groupe ;topologiqne séparé par rapport & une
topologie filtrée 7, alors les affirmations suivantes, concernantes les

suites, les séries et les sommes définies dans G sont vraies:

(@) La suite jauduen eonverge vers a € G <=—> pour tout €1
il existe un n, €N, tel qne

3) an — a € G; pour tout n >n,.

(@,) La suite Moore-Smith }a,!,.s converge vers a€ G <=—>
pour tout ¢ €I il existe un », € @, tel que

(4) a, — a € G; pour tout » D,.

(b) La série & a, est fondamentale <=—> pour tout Ze€I il
existe un n €N, tel que

(5) 85, — 8y, € G¢ pour tout =, , Ny =1y .

(b,) La somme Ean est fondamentale <=—> pour tout &€rI
il existe un »,€ @, tel que

(6) 0,,— 0,, € G¢ pour tout », ,v,D¥,.
(¢) B a,=a <=> pour tout £€1I il existe un n, € N, tel que
(7) 8, — a € G; pour tout n >n,.
E dn = @ <==> pour tout {¢€ I il existe un »,€ P, tel que

(8) 0, — a € G¢ pour tout » D w,.
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TaLEOREME 1. Soit G un Q-groupe topologique séparé par rapport
& une topologie filtrée F. Alors les affirmations suivantes sont équi-
valentes :

(«) La série & a, est commutativement fondamentale.

(B) La série & ay est fondamentale.

(y) La suite Yanlnex converge vers 0, c’est-a-dire an—>0.
(0) La somme Ean est fondamentale.

(¢) La somme Ea,, est commutativement fondamentale.
Si (@, F) est un espace complet, alors on peut remplacer dans
ces affirmations le mot « fondamental» par le mot « convergent ».

DEMONSTRATION. Nous démontrons :la- chaine d’implications
(@) => (B) ==> (y) => (8) => (¢} => (a).

L’implication («)==>(f) est vraie en vertu de la Remarque 3.

Supposons la validité de V’affirmation (3), donc de la condition
(b). La relation 8, — 8, € G; signifie que 8, — 8,, =g € @&, d’ou il
résulte que 8, =g 4+ S,,€ G¢ et par conséquent — 8,, + Sp, =
= — 8, + 9+ S €G:, parce que (G;,-+) est un sous-groupe
normal de (@, 4). Nous avons donc ‘

(9) — Sy, + S, € G; pour tout n,,n, =0, .

Désignons le nombre n, par n et soit n, =n,+41=n+ 1. Puisque

— Sy Spgr = — (@ 4 Oy e )+ ag @+ e Ou gt Oa=
=gy — e — @ — Qg+ 0y F Ay F i A Ang - Oy =

il s’ensuit en vertu de (9) que a,€ G; pour tout » >n,. Il en ré-
sulte en vertu de (a) que a,—> 0 et par conséquent qne I’affirmation
(y) est vraie.

Supposons la validité de D’affirmation (y), donc de la condition
(a) pour a = 0. Soit v, = ¥p41 = 3}0, 1,..., no} € P et considérons deux
éléments quelconques », », € @ tels que » ; ¥, D»,. On peut écrire
v, =7, U %i, ’ ‘52 g oeey ik% et vy =%, U *]1 ,j2 g oo ,jg%, ou ii Sizg...Sik
et j, <j, << ..<ji. Puisque i, =>n, (1 <p<ketjj=n,(1<<qg<l),
il s’ensuite que a;,€ G:l<p<k et a;, € G: 1<q<l) et par
conséquent @ = a; + @i, + ... + a; € G et b=ugay, + aj, 4+ ... + @, € G¢.
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I1 en résulte que

01'1—'0*"4‘:0"0+a’—(0"o+b)=oi'o+c_6m?

ol c=a— b€ G;. En tenant compte du fait que (Gg, +) est un
sous-groupe normal de (@, +4), il s’ensuit que o, 4 ¢ — oy =d +
+ 0y — 05, =d, ot d€ @G et par conséquent o, — 0,, € G; pour tout
1,72 %,. Donc, en vertu de (b,), Paffirmation (8) est vraie.

Supposons la validité de ’affirmation (8), donc de la condition
(b,)- En vertu de la Remarque 3, (0)=>(p) et puisque (B)=—> (9,
il s’ensuit que a,— 0, donc que la condition (a) est vraie pour
@=0. Soit n: N— N une permutation arbitraire et soit ny =
= max (7 (0), 7 (1), ... , @ (ny — 1)). En tenant compte de la propriété
(a), nous avons a- € G; pour tout n=> 170, d’ott il résulte que la suite
ot v = gam) {nc converge vers o. Il s’ensuit en vertu de Iim-
plication (y)=—>(4) que, la somme Ea,,(,.) attachée au systéme
Y@amyine v est fondamentale, Cela signifie que la somme Ea,. est
commutativement fondamentale, donc que Paffirmation (¢) est vraie.

I’implication (¢)=—=> (x) est vraie en vertn de la Remarque 3.

La seconde affirmation du théordme est une conséquence &vi-
dente de la prémidére proposition démontrée.

THEOREME 2. Soit G un Q-groupe topologique séparé par rapport
& une topologie filtrée F. Alors les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(i) Sa,=a (a€@);
(i) St,=a (acq).

DEMONSTRATION. Supposons que Daffirmation (i) est vraie, done
qu’il existe pour tout £€I un ny€ N, tel que S, — a€ G pour tout
n =ny. D’autre part, il s’ensuit de (i) — conformément & la Remar-
que 2 — que $a, est une série fondamentale, d’olt il résulte
— en vertu du Théoréme 1 — que a, — 0, c’est-a-dire que pour
tout £ €1 il exisie un ny'€ N, tel que a,€ G: pour tout »n>n{'. Si
donc n, = max (ny, ny'), alors nous avons simultanément les relations

(10) 8, —a€@; et a,€ @ pour tous les n =n,.
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Soit vy = ¥pp41 = }0, 1,... , mo} et considérons un élément quelconque
v€ d, tel que » D »,. Puisque » peut étre écrit sous la forme » =
=y Uiy, ig, e, ity O 4 << e <t 6 iy =m (1 <p<kh)),
it s’ensuit — en tenant compte aussi de la seconde relation (10) —
que o, = oy, + b = Spet1+ b, OU b=ay+ a;,+ ... + a;, € G;. Il en
résulte conformément 3 la premiére relation (10) et conformément
au fait que (G¢,-+) est un sous-groupe normale de (@, +), que
0y — @ = Spyp1 + b — a = Spp1 — a 4 (a + b — a) € G, pour tous les
» D »,. Nous avons donc démontré Vimplication (i)==> (ii).
L’implication (ii) ==> (i) est évidement vraie conformément ala
Remarque 3. ’

THEOREME 3. Soit G un Q-groupe topologique séparé par rapport

a une topologie filtrée f. Alors Ea,l est une somme inconditionnelle-
ment convergente si et seulement 8i elle est convergente et les éléménts
de la snite Yandnex commutent deux a deuw.

DEMONSTRATION. Le Théoréme 2 implique que Ea,. est une
somme inconditionnellement convergente si et seulement si & a, est
une série inconditionnellement convergente. Mais conformément au
Théoreme 3.2 de [2], % an converge inconditionnellement si et seu-
lement si % a, converge et a; a; = a;a; pour tous les i,j€N (i ==j)
En appliquant encore une fois le Théoréme 2, on arrive aux con-
ditions nécessaires et suffisantes formulées dans I’énoncé du théo-
réme.

Soit maintenat o € 2 une opération n-aire quelconque, avec
n = m et considérons m sommes Eaﬁ) (t=1,2,..,m). Nous allons
désigner par 2 al ol
fad) a® ... al™ o}

e d™ o la - somme attachée au systéme

neN*

THEOREME 4. Soit G un Q-grompe topologique séparé par rap-
port & une topologie filtrée F. Si les sommes Eaﬁ) (t=1,2,..,m)
sont fondamentales et w € L est une opération m-aire avec n==m, alors

la somme \‘ a(,,l) aﬁf). (m)w est fondamentale. Dans le cas o G est

un espace complet, la convergence des sommes E al) t=1,2,..,m)

implique la convergence de la somme Zaf,‘l) aﬁf ... a(n"') w.

DEMONSTRATION. Soit & un élément quelcouque de I. I’élément
arbitrairement choisi £ € I détermine un voisinage quelconque G de
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0€ G. Puisque 00..0w =0, il en résulte de la continuité de Io-
pération w, Dexistence de cértains 6léments E158&s, 0y Em €T, tels que

(11) G‘El‘ sz ves G§m o C G; .

Puisque — conformément au Théoréme 1 — la fondamentalité
des sommes Eaﬁf) (i=1,2, ., m) est équivalente avec les propriétés
a)—0(i=1,2,..,m), il gensuit de (a) Vexistence de certains

nombres #() € N (i =1,2,...,m), tels que
(12) a)€ G; pour tous les n > nl)(i=1,2,..,m)

Pour tous les # > n, = max ({0, a@, ..., n{™), les relations (11) sont

simultanément vraies, d’olt il résulte — en tenant compte aussi de
la relation (11) — que

(13) all)a ... a!™ » pour tous n = mn, .

Cela signifie que al) a® ...a™ o — 0, d’ott il résulte conformément

au Théoréme 1 que Zaf}) aﬁf) v al” » est une somme fondamentale.
La seconde affirmation du théordme est une conséquence évi-
dente de la premisére proposition démontrée.
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