ZUR DARSTELLUNG VON LOSUNGEN
EINER KLASSE LINEARER
PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (*)

von JURGEN PUNGEL (in Graz) (**)

SOMMARIO. - Questa nota riguarda la costruzione di operatori diffe-
renziali lineari

n m ai+k
R ,M‘T = Eg kEO aix (2, %) W ’

(z,¢) e D c C, che trasformano tutte le soluzioni u (z,§) di

equazioni uy + a (z,%) ug + b(z,€) u, = o in soluzioni i = Tu di

equazioni fix + @ (2,¢) iy + b (z,¢) éi. = o.

SUMMARY. - This paper deals with the construction of linear diffe-
rential operators
_ m gi+k
=55 ®Y e

(z,€) e D c C?, which map all solutions u (z,{) of equations
uzr +a(z,%) ur + b (z,¢) u, = o into solutions it = Tu of equa-
tions iy + @ (z,%) dix + b (2, %) i, = o.

1. Einleitung, Voraussetzungen

Betrachtet wird eine Klasse ¢ von linearen partiellen Diffe-
rentialoperatoren zweiter Ordnung in zwei komplexen Variablen. Je-
dem Operator L € 8¢ wird eine Schar von Operatoren der selben
Klasse zugeordnet. Zu jedem Operator L dieser Schar gibt es einen

(*) Pervenuto in Redazione il 7 gennaio 1981.
(**) Indirizzo dell’Autore: Institut fiir Mathematik - Technische Universitit Graz
- Steyrergasse 17 - A 8010 Graz (Austria).
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linearen Differentialoperator (Darstellungsoperator) 7T derart, da
fir alle Losungen u von Lu = o die Funktionen # = Tu Losungen
von Lii = o sind (T[kern L] c kern L).

Die Koeffizienten der Differentialoperatoren aus 8 sowie der
Darstellungsoperatoren T werden dabei als (in einem gemeinsamen
Gebiet des C?) holomorphe Funktionen vorausgesetzt. Dazu bezeichne

H: = {f|f:D—->!Ch0:lomorph} (1.1)

den (kommutativen) Ring der in einem Gebiet D < C? holomorphen
Funktionen von zwei komplexen Variablen,

E:={et|ge H} (1.2)

die Einheitengruppe und 1: =id |, die Eins im Ring H.
Die Menge

£:={L|L:H- H linear} (1.3)

aller linearen Abbildungen von H in sich ist in natiirlicher Weise
H-Linksmodul sowie (nichtkommutativer) Ring mit Eins 9 : = id | .
Wie iiblich sei mit kern L: ={u|u e H A Lu = 0} das Urbild der
Nullfunktion o € H unter L € £ und mit L[G]: = {Lu |ue G} das
Bild von G ¢ H unter L € £ notiert. Die Potenzen von L € £ seien
durch L°: =48, und L*+!:=LoL" fiir alle neN:=1{0,1,2,...}
erklirt. '

Fir je{1,2} bezeichne 9; € £ die Operatoren der komplexen
partiellen Ableitungen beziiglich der j-ten Komponente in D und es
sei abkiirzend f;: = 9;f fiir f € H vereinbart. Fiir alle Operatoren
M:=0,0:4+ a;0; + b20; + €129, mit a,b,c € H, und fiir alle w € E
sind die Koeffizienten von

L: =(é-M)o(wao]=-‘3132+ (@a+1nw)d:+ (b+ ’"‘”)za'+%93"

holomorph. Ist zudem w € kernM, dann ist L ein Operator der
Klasse

Q:={6132+a82+b81|a,beH} (1.4)

und es gilt w - kern L = kern M. Wie z.B. in [7] ausgefiihrt, stehen die
hier betrachteten Differentialgleichungen u;; + au; + bu;+ cu=o
mit holomorphen Koeffizienten a,b,c € H in enger Beziehung zu
reellen elliptischen Differentialgleichungen mit analytischen Koeffi-
zienten (vgl. auch [12]).

Fiir n,m € N sei mit

n m .
@"""::{z T a,d o aikerﬁrOSiSn,OskSm} (1.5)
i=0k=20
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die Menge der linearen Differentialoperatoren von hochstens n-ter
Ordnung in d; und héchstens m-ter Ordnung in 9, notiert. Die Menge

D:= U Qnm (1.6)

n,meN

der linearen Differentialoperatoren beliebiger Ordnung ist Teilmodul
und Teilring von £. Zu jedem im folgenden konstruierten Darstel-
lungsoperator T € 9, der gemal

TlkernL]ckernl fir L,Leg (1.7)
alle Losungen u € kernL in Losungen Tu € kern L transformiert,
gibt es einen Operator T € ® mit Lo T = T ° L. Fiir den Fall L = 3,9;

werden LoOsungsdarstellungen der Form (1.7) u.a. in [3] und [9]
behandelt.

LEMMA 1. Es sei L: = 0;9; — a;0; — b; 3y mit a,b € H, also L € &.

Dann gilt:
(a) Fiir alle o, B € kern L ist

al(b—lnal)gz-alag, ag(a—lnagh:—bgal (18)

ai (Br/ ou)e = ay (arBy — azBy), op (Be/ 02)s = by (s By — a2Br).  (19)
(b) Zu jedem ke N+:=N\{0} gibt es 2k + 2 Funktionen
p*°, ... p*, gk, ... q* € H derart, dafl fiir alle o € kern L
9, a=pda+ 3pida, 0= qwd,a+ i§;l gk dia (1.10)
gilt. Insbesondere ist dabei
p* = ai, g* = b;; p* =e-bdtel, gko = e ok e, (1.11)

(c) Zu jedem Operator T € Q™™ gibt es ein Paar von Operato-
ren (T;,T2) € 9%° X D™ mit T |kemr = (T1 + T2) | kern 1.

BEWEIs. (a) ist evident, (b) kann durch vollstindige Induktion
tber k € N+ gezeigt werden und (c) folgt unmittelbar aus (b). M

2. Multilineare Differentialoperatoren, Transformationen 1. Ordnung

Fir L;,..Lye L und f,;,..fr € H (k € N+) sei
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L fi...Ls fi

L;,..L e P = : :
[L, e/ fr,..fx] Lt Lt

(2.1)

Ersichtlich ist die durch die Determinanten (2.1) definierte Abbil-
dung [ -/ -]:£%¥ X H*— H Multilinearform, d.h. H-linear in den
Operatoren L;,.. Ly und Clinear in den Funktionen f;,.. fi. Speziell
ist [Ly,..Lt/ f1,..ft] = o, wenn L; =L; fiir ein Paar (i,j) mit i = j.
Insbesondere sind durch

[1,..97,32,..85 /1, fnsm] ir n, m € N+

Do (1 fuam) s = {000 [fr, fu] firneNLm=0  22)

[32,..85 / f1,..fm] fiir n=0,m e N+
1 flirn=m=20

mit fi, .. fr+m € H multilineare Differentialoperatoren D»m : Hr+m — H
definiert. Im folgenden erweisen sich (fiir k-Tupel aus £* bzw. H*)
die Vereinbarungen

(x,x2,..x¢) fur i =1
(X1,..%Xi—1, X, Xix1,..Xk) : = (X1,..%xk-1,x) flir i = k
xfiri=k=1

als zweckmidRig. Differentiation von (2.1) ergibt fiir je {1,2}

k
0i[Li,.. L/ fr,.. fi] = EJI [Li,..Li-4,0;LiyLiss, .. Le [ f1,. . f]  (23)

Die Beweise der Satze 1 und 2 stiitzen sich im wesentlichen
auf den Sylvester'schen Satz fiir Determinanten (vgl. [8]) in der
Form von

LEMMA 2. Fiir beliebige k,1 € N*seiL;,..Lyy1€ Sundf:,.. frs1€H,
sowie P:=[Ly,..Lixi/f1,..fxs1], A:=[Ls,.. L/ f1,..fr] und
Quw:=I[Li,..Li, Livp / f1,. fro frwv]l mitl <p <11 <v <1 Dann gilt

Qir...0Q0n
' .| =a-1p. (2.4)
dll RN Q.u

Einige der im weiteren verwendeten Eigenschaften der Opera-
toren D*™ nach (2.2) seien zusammengestellt in

Lemma 3. Es sei fi,f2,..g€ H und a5,0a2,..8 € kernL mit
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L:=209;0; — alaz — bgaj und a,b e H, sowie Px!: = Dk! (f[, . .fk.H)
und Qk!: = D*! (a,..axr41) fiir k,1 € N. Dann gilt

u P =1[dr,..8 01 [f1,..fu] fir n € N* 23)

m+1

LP" =10,..9 8 /i, fm]  fiir m € N+

31 Qo'm - (b + ma)l Qo'm - e_b DI,m (eb) Gfyen am) fﬁr meN 2 6
Q" = (a+nb ); Q" — e-*D*! (e%a;,..0,) fiir n €N 26

n+l1 n

aIQn'm-: [a;,..ay_l;al ;a;:"a;n/a'l"'a'n"'m] +malQ‘m
fir ne N+, meN

. 2.7)
Q" =[d,..91,9;,.. 3;"—1,3;1“/0&1,--an+m] +nb Q"
fiir ne N, m € N+
(P+°)? 8r (D™ (f1,..fn-1,8) [ Pro) =
= Pn-lo Dn+lo (fl Ve fm g) fir n € N+ 2.8)
L .
(Pm)? & (DO (fr, . fmos, ) | Pom) =
— Po.m—1 Do,m+1 (f!, .. fm, g) fiir m e N+ )
(Q"'"’)z d; (D"'m (o, ..0nim-1,8) / Q”'m) =
= Qn_I'm Dn+"m (al 9. avn+m: B) fﬁr ne N+’ me€ N (2 9)
(@)t 8 (D™ (01, Gmms, B) | Qo) = B
= Q-1 Dt (qp . Gy, B) fir ne N, m e N+ |
(Q"my? 3, (Qun-1 /@y =
= Qn-Lm Qutlm-1 _ g, Qum-1Qnm fir n,m € N+
(2.10)
(Qnmy? & (Qr-tm [ Qumy = f
= Qnm~1Qn-1m+l _ bg Qn-1.m Qnm fiur n,m € N+ )

BEWEIS. (2.5) folgt aus (2.3). Gezeigt wird jeweils die erste der
Formeln (2.6) bis (2.10), die zweite ergibt sich analog.

Zu (2.6): Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt

Dt (eb,aJ,--am)=(316”)0"'"’-}-}1 (—1)% (%et)S, (i)

mit
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k+1

Se:=1[0,9,..0 8" ,..0" /ar,..am]. Nach (23) und (1.10) ist
m k
0;Qom = X ( p(—=1)-18 + X% p"is,-k] mit se =ofirl <i< k-1
k=1 i=1
und s = Q%™, woraus mit p* und p** nach (1.11)
m k kb o,m ..
d;Qom = —e-b kzl (—1) (dze ) Sk + ma; Q (ii)

folgt. Aus (i) und (ii) ergibt sich (2.6).

Zu (2.7): Aus (2.3) folgt 9,Q"™ = kg_‘.l S, + kgl S, mit §; =0 fir

1 n-1 n+l .1 m .
l=k=n-—1und S, = [J;,..0r ,0; ,02,..02 /&s,..0nm], SOWie

k
(wegen (1.10)) S, = .E ptisp mit su=o0 fiir 1 <i<k—1 und
S = Q"™ Wegen (1.11) ist S} = a;Q»™ fiir alle 1 < k < m und so-
mit 9,Q"" =S’ + ma; Q"™ d.h. (2.7).

Mit Lemma 2 folgt (2.8) aus (2.5) sowie (2.9) aus (2.7).
Zu (2.10): Entwicklung von Q»m nach der letzten Zeile fiihrt zu

n+m
Qn,m — '_ZI Ai Qi mit Ai: = 8;’1&{ und

n+m+i 1 n 1 -1
[31,..81,32,..82 /a;,..oc.-_l,ai+1,..a,,+m].

Qi:=(-1)

Es gilt dann (Qwm)? (Qum—1/Qwm) = % Ai® — Qum-1T mit
. i=1

nm-—1
nm Q: Q
X:= X A;Q;und ©;: = , d.h. nach Lemma 2
i=1 i nm—1
Qi Q;
Q; = (—1)r+m+i-1Qn+l,m-1 [3; ) e -a';'-f, 65, .. 83”"1 [0y Oig, Cist,ee Onem—1].

n+m

Somit ist .ZI A; ©; = Qr+l.m+l Qn-Lm  Wegen (1.10) ist T = .ZI p™ S;
1= j=

mit Sj=o0 fir 1<=j<m-—1 und S..= Q" dh. (wegen (1.11))
> = aq; Q"™ womit (2.10) gezeigt ist. W

Es werden zunichst Darstellungsoperatoren 1. Ordnung ange-
geben; d.h. Operatoren T € 9! mit der Eigenschaft, daf fiir (weit-
gehend) beliebiges L € ¢ stets ein L € ¢ mit (1.7) existiert. Weitere
solche Darstellungsoperatoren werden in [11], [2], [10] betrachtet
(vgl. auch [1], [3], [9]). Die in Abschnitt 3 konstruierten Darstel-
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lungsoperatoren hoherer Ordnung  stellen dann im . wesentlichen
Kompositionen dieser Operatoren 1. Ordnung dar.

LEMMA 4i. Es sei L:=0;0,— a;0,— b;d; mit a,b e H und
a; € E. Dann gilt fiir alle a« € kern L mit a; € E
| uekernL = di/o;ekernl, 111)
wobei L: =0,9, — @9, — 5,91, L € 8, mit

d:=a+1ln(a; /o) 2121
b:=b—-1lna. } (2.121)

LEMMA 4ii. Es sei L:=0;9,— a;09; — b;d; mit a,be H und
b; € E. Dann gilt fiir alle o € kern L mit oz € E

uekernL = u;/e;ekernl, (2.111ii)
wobei L: =09, — G;0; — b;0;, L € 8, mit

(2.121i)

d:=a—l1lna
1~7:=b+l1‘l(bg/d.g).}

BEWEILS von Lemma 4i (4ii analog). Fiir o; € E ist i: = u; / oy € H
und mit (1.8), (1.9) folgt |

agl—[a+lnﬂ)1ﬁg—(b—lnal]gﬁlzo, [ ]
oy

LEMMA 5. Es sei L: =90;0; — a;9; — b, d; mit a,b € H. Dann gilt
fiir alle o, B € kern L mit a;0; D" (a,B) € E

uekernL = DU (a,u) /D" (a,B)eckernl (2.11)
wobei L: =09;0, — d@;0; — b;0;, L € 8, mit

d:=a+1n(a;/ D" (a,B))
b:=b+1n(a/ D (a,B)).}

Beweirs. Direkt oder durch Verkniipfung der beiden Transfor-
mationen von Lemma 41 und 4ii (vgl. auch [2]). W

(2.12)

3. Transformationen Hoherer Ordnung

Gilt mit geeigneten Operatoren T;,..Tn € D stets
Ti[kernL;_;] c kernL; fiir 1<i<N und L,,..Ly € £, so folgt fiir
T:=Tn°Tn-1°...°T; die Inklusion T [kern L,].< kern Ly. Insbe-
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sondere konnen durch Iteration der in Lemma 4i und 4ii angege-

benen Darstellungsoperatoren 1. Ordnung vom Typ T:= ai_ 9j,
ii

j € {1,2}, Darstellungsoperatoren beliebiger Ordnung konstruiert
werden. Jede der dabei verwendeten Losungen o; € kern L;_; wird
dazu durch eine geeignete (endliche) Menge M c kern L, von par-
tikuldren Losungen der Ausgangsgleichung L, u = o erzeugt.

Alle auf diese Weise gewonnenen Transformationen hoherer
Ordnung werden im folgenden mit Hilfe der Operatoren (2.2)
Dmm: Hr+m—> H in geschlossener Form dargestellt. So folgt durch
n-malige Anwendung von Lemma 4 i der

SaTz 1i. Es sei L: = 0,0; — a;9; — b0, mit a,b € H. Dann gilt
fiir alle n € N* und alle o4,..a, € kern L mit
Dr-1e (ay, .. an-1) D*° (€% o4, .. Gn-1) D" (0;,..an) € E die Beziehung

uekernL = wum° € kernL"°; 3.11)
dabei ist
un°: = D™ (a,..0u—1,u) [ D™ (0, .. 0n) (3.21)

und L™ :=08,0,—a; 8, — b, 0, L™ € 8, mit

av:=1n (D" (et a,.. an_)) [ D™ (o;,..04)) }

bo: =0+ 1n (D1 (ar,..0u1) [ D™ (ar,..0)) (3.31)

Entsprechend liefert m-malige Iteration von Lemma 4ii den

Satz 1lii. Es sei L: = 9,0, — a;9; — b;d; mit a,b € H. Dann gilt
fiir alle m € N* und alle a;, ..o € kern L mit

Dom=1 (g, .. Gm—1) Do™ (€Y, 01, .. 0Cm-1) Do™ (0;,.. am) € E die Bezie-
hung

uekernL = wu°me€ kernLom: (3.1ii)
dabei ist

uom: = Dom (ay,..0m—1, ) [ Do™ (01, .. Om) (3.21ii)

und L°": = 0,0, —a; " 8, — by 9, L™ € 8, mit
a>m: =a+ In (Dom1 (a1, ..0m-1) [ D™ (04, ..0m)) 33
bom : = tn (Do (€%, 0, .. Om-1) [ DO (ar,. . 0m) ). (3:310)

BEWEIS von Satz 11 (1ii analog) durch Induktion iiber n € N+:
Lemma 4i ergibt den Fall n = 1. Ist a..; € kern L, so ist nach In-
duktionsvoraussetung a : = P,/ Q. € kern L»° mit

Py:=D"° (a7,..0n-1, Ont+1), Qn: = D" (a;,..0a,). Nach Lemma 41 ist
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dann ii: = u;'olal €ekernL mit L =9,0; — @ 9, — b,9; und
d=a +1n(a o), b=0b""—Ina. Gezeigt wird
(A) @ = um+lo und

(B) d=arhe, b =bmlo; dh. L = Lr+le,

Zu (A): Mit (2.9) ist Q- a; = Qu_s Qnss und
Qi u'j'o = Qu-y D*+1o (g, .. 0, u), also & = unrtle,

Zu (B): Mit P,: = D™° (e%a,..0u1) ist exp (a™°) = P,/ Qn.

(2.8) ergibt Q- (Pn/ Qn)s = Qn_t Prss. Somit ist
a=1 (expa°); —Ine; = (Pnis/ Quni1) = a*+'° und
b=0>b+1In(Qn/Qn) =br+te. N

Iteration von Lemma 4i und 4ii fiihrt schlieBflich zu

Sarz 2. Es sei L:=0:0;— a;0,— b,0; mit a,b € H Dann
gilt fiir alle n, m e N* und alle a;,..0..m€ kernL mit
Dr=tm (ay, .. Onem—1) D»m=1 (a1, .. Gnim-1) D™ (01, ..0nsm) € E die Be-
ziehung

uekernl, = wumm e kernLrm 34)
dabei ist

umnm = D™ (o, .. Quim—t, U) [ D™ (01, .. Opim) 3.5)

ny

und L"": =38, —a;" 8, — by 8, L"™ e &, mit
arm . =a + l?’l (D"’m_l (a_l g an-{-m—-]) /Dn’m (al g e an+m)) 3 6
b"’m .= b + 111 (Dn_l’m (al P an-{-m—l) /Dn’m (a,] g an+m)) ( ) )

BEWEIS durch Induktion iiber (n,m) € (N+)2: Lemma 5 ergibt
den Fall n=m = 1. Fiir den Schluf von (n,m) auf (n+ 1,m)
sei Ouim+s € kern L™, Damit ist nach Induktionsvoraussetzung
o: = P/Qu.m € kern L»™ mit

P - = Dn'm (al PR un+m—-l, an+m+!), Qn,m .= Dn,m (a] y e an+m)-
s s ~ n,m .
Nach Lemma 4i ist dann é:=wu; /o;€ kernIl mit

L=030—dd%—5b3und da=a"" +1In(a;" | a),
b = b»™ — In o, Gezeigt wird
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(A) d = urttm und

(B) a=anr+tm p = pr+lm; dh. L = Lr+bm,

Zu (A): Mit (2.9) ist Qum s = Qn-tm Onssm und

2 n,m
Qumtty = Quotm D"+i™ (a7, ... Qnym, u), also & = ur+im,

Zu (B): Es ist exp (a*™ — a) = Qum-1/ Qnm. (2.10) ergibt
2 .
Qn,m (Qn,m—l / Qn,m)l = Qn—~1,m Quit,m-1 — a Qnm—1 Q.m. Somit

. n,m
1st a = Qn+1, m—1 Qn—-l,m/ (Qn,m-—l Qn;m) und
a=a + l”l (Qn+1,rn—1_/ Qn+1,m) = an+I,m’

b = bm+lm folgt analog mit (2.10). Entsprechend wird von (n,m)
auf (n,m + 1) geschlossen. W

BEMERKUNG 1. Unter Verwendung von (2.6) ergibt Satz 11
mit Lemma 4ii den Fall m =1 in Satz 2, sowie Satz 1ii
mit Lemma 4i den Fall n =1 in Satz 2.

" BEMERKUNG 2. Anwendung des Sylvester’schen Satzes (Lemma
2) liefert die Kommutativitdt der «Diagramme»

L (0,1) Lt
' >
=
.O
Ln+k,m uxok,md

) k.l . . - .

wenn abkiirzend L ole L fir «es gibt a;,..0x41 € kern L mit
L = L*!» (unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 2)
notiert wird. ‘

Eine Verallgemeinerung der Sdtze 1 und 2 ergibt sich durch
«Vorschalten» einer Transformation O-ter Ordnung. Ersichtlich ist
fiir jedes € ENkernL, mit L:=9;0,— a;9: — by0; (a,b € H),
u/oeekenl, mit L:=0,0,— (a—1Inoy);d: — (b —Ina),;d; falls
u € kern L. Fiir die durch

D"™(f0,f1,. frsm) i = [30,81,..00,07,..85 [ for f1,+ .+ frem] (3.7)
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fir n,m € N und fo, f1,..fnem € H definierten Operatoren
Dnm: Hn+m+l 5 H gilt insbesondere

Dr.m (1; fI PO fn+M) = Dnm (fl 3o fn+m) | (3.8)

(mit D*»m . H*tm — H nach (2.2)), sowie das

LEMMA 6. Es sei fo,fi,..€ H und oo, 0r,..€ kernL mit
L:=20:0;,—a;9,— b;3; (a,b € H). Dann gilt

fr+1 Do (?‘;—] =D (fof1,.fa) =~ fiir neN
o g (3.9)
fm+1 Dom (fi , ,,f_"’] = D" (f0, 11, . fm) fiir m e N
fo fo
aémel Dm [3‘1 “”*'"] = D™ (0o, 01, . . Gnem) fUr mym e N. (3.10)
o [+ %]

BEwWEIs. Vollstindige Induktion unter Verwendung von (2.8),
(29) und Lemma 2. W

Werden nun in Satz 1 bzw. Satz 2 die a; € kernL durch
ai/ap € Kern (0,0 — (a — lnag);0; — (b — Inay);d;) mit oy € kern L
ersetzt, so folgt mit Lemma 6 der

SATZ 3. Es sei L: = 0,0, — a;0; — b;9; mit a,b € H und

4 { e brm-1 (o, . . Gyym—1) fiir ne N,m € N+

Do (ed ap, .. 0n1) firneNm=20 - (.11a)

B {e”D"-I'm (¢,..0nm-1) fiir ne N+*,meN 3116
T Doem (eb oy, .. 0m_y) firn=0,meN (3.11b)
Qrm: = D" (g, .. Onym) fiir n,meN. (3.11c)

Dann gilt fiir alle n,me N und alle ag, s, ..0um € kern L mit
Amnm Brm Qnm ¢ E die Beziehung

uekernL = wum™ € kernLrm; 3.12)

dabei ist

unm = D"m (ay, .. Onyem—1, u) [ QW™ (3.13_)

und Ln,m: = 0;0; — aZ'm d; — bg'm‘-a], " € 8, mit
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anm = In (Anm [ Qrm), brm: = In (Brm [ Qum), . (3.14)

BEMERKUNG 3. Wird in Satz 3 speziell @y = 1 € kern L gewihlt,
so folgen (wegen (3.8)) wieder die Sidtze 1 und 2.

4. Anwendungen

Satz 3 eignet sich insbesondere zur Konstruktion von BAUER-
Operatoren (nach K. W. BAUER, vgl. [6] sowie [3]). Dazu sei
D = G; X G; mit einfach zusammenhingenden Gebieten G;, G: c C.
Fir je{l,2} sei

Hi:={f|fe H und fi____,-=0}. 4.1)
Sei weiters (mit (1.5))
D= U Dno, , = U Pom, 4.2)
neN ) meN .

Nach [6] heiit T € 9; BAUER-Operator zu L = 9;0; + ad; + bd; + c dp
(mit a,b,c € H), wenn T [H;] c kern L.

Ist in Satz 3 speziell a=b =0, also L=29;9; und kern L =
=H;+ H;:={f+ g|f € H und g€ H;}, so folgt

KoroLLAR 1. Fiir n,hzeN und 0 <k<n+m sei or=or+ Y
mit or € H;, 4« € H; derart, daf ABQ € E, wobei

Drm=1 (ay, .. On+m-1) fiir m € N+
A:= . (4.3a)
Do (ay,..0n—1) fir m=0,
Dr-1m (ay, .. Gnim-1) fiir n € N+
B:= e (4.3b)
Dom (ay, .. Gm-1) firn=20,
Q : = Dmm (ao PRI an-}-m)- (4.3C)
Sei weiters Tj: Hij—> H definiert durch
Tii=Q" X Gods, To:=Q ' £ Words (4.4)
k=0 k=0
mit \I’o,o c = Dnm (ao g an-;-m—l),
Vio: = (=1)*[85,0],..00 0t .. 8501,..07 ) o0, . anemeil,

1, k+1

Yor:= (—1)"[85,81,..008,..0 0, .. 87 a0, .. Cnsmi]
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und L:=0;0, — (In(A/Q))10: — (In(B/Q));9:. Dann sind T; und
T, Bauer-Operatoren zu L € ¢ und es gilt

T;[H]+T:[H.] =kernL. 4.5)

BEwels. DaB 7T; und 7, BAUErR-Operatoren sind, also
T;[H/]]1 + T,[H:] c kern L gilt, folgt unmittelbar aus Satz 3. Das
Gleichheitszeichen in (4.5) ergibt sich aus einem von W, WATZLAWEK
[13] und R. HEErRSINK [6] angegebenen hinreichenden Kriterium.
Dazu genuigt es, da die Koeffizienten Q-/¥,, und Q-!¥,, der
hochsten Ableitungen in 7; und 7T: nullstellenfrei in D sind.
Dies ist laut Voraussetzung wegen Q € E und ¥,, = (—1)"B € E,
Yom = (—1)m A € E gesichert. H

Fiir geeignete D c C? ergibt eine weitere Anwendung von Satz 3
Losungsdarstellungen fiir verallgemeinerte EULER-Gleichungen mit
gewissen rationalen Koeffizienten (vgl. [2]). Ausgehend von der

v

EULER-Gleichung u;; — % u; — o u; = o, dh.
w v

L=0;0,——0d,——29

102 n 2 n 1

mit n(z,2):=z+2 (meE,sodaRLe€g) und p,v € C, werden
dazu die partikuldren LOsungen ax € kern L aus der Menge der ho-
mogenen Polynome der Form

b= I o-0x (B ) (1) e,

(fiir (z;, z2) € D) gewdhlt.

In analoger Weise lassen sich Verallgemeinerungen der in [5]
erzielten Ergebnisse gewinnen. Die dort betrachtete Klasse von Diffe-
rentialgleichungen wird dazu auf die Form Lu = o mit L € § gemiR

n+1 , ’
P = d
L 6182+®+¢(<I>61+¢ 2)

transformiert. Dabei sei n € N und ® € H;, ¢ € H, mit
(®+ ) d'Y € E.

Abschliefend sei darauf hingewiesen, daB jedem in Satz 3 ange-
gebenen Darstellungsoperator T : H—> H mit u®™ = T»my nach
(3.13) ein Integrodifferentialoperator zugeordnet werden kann, der
die (komplexe) RIEMANN-Funktion (vgl. [12]) von L in die RIEMANN
Funktion von L*™ transformiert. (Die RIEMANN-Funktion von L er-
moglicht die Losungsdarstellung J [C X H; X H;] = kern L mit ei-
nem Integral-Operator J). Vgl. dazu [11], [10]. Es ist zu vermuten,
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daf sich dhnliche Ergebnisse wie fiir RIEMANN-Funktionen auch fiir
die «erzeugenden Funktionen» (Kerne) anderer Integraloperatoren
— etwa fiir die, in [4] behandelten — erzielen lassen.
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