SU ALOUNE INVARIANTI OARDINALL
IN SPAZI TOPOLOGIOI (*)
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SoMMARIO. - Vengono studiate alcune invarianti cardinali introdotte da
Arhangel’skii, invarianti che, a nostro avviso, sono degne di grande inte-
resse. Si stabilisce nel par 1 un ordine totale fra tali invarianti; nei
par. 2 e 3 si cercano condizioni sotto le quali esse sono uguali, e si danno
esempi nei quali lordine & stretto. In particolare nel par. 3 si analizzano
la « bitightness » e la «divergence» e si trova uno spazio topologico nel
quale sono differenti.

SUMMARY. - Some cardinal invariants introduced by Arhangel’skii and which
in our opinion are of great interest, are studied in this paper. Such
invariants are compared and totally ordered in par. 1; in par. 2 and 3
we discuss such order looking for conditions of equality between the
invariants and giving some examples in which the order is strong. Particu-
larly in par. 3 we analyse the invariants bitightness and divergence and
prove that in a particular topological space they are different.

Introduzione.

Recentemente alcuni risultati ottenuti da Arhangel’skii ed altri
nella risoluzione di annosi e classici problemi hanno rivelato 1’impor-
tanza di alcune invarianti (o funzioni) cardinali di uno spazio topolo-
gico, che 'si sono aggiunte a quelle ormai classiche come il peso e il
carattere.
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In questo lavoro vengono analizzate alcune di tali invarianti in-
trodotte da Arhangel’skii che, a nostro avviso, sembrano avere note-
vole interesse. Dopo avetle definite e confrontate nel paragrafo 1, nei
paragrafi 2 e 3 vengono analizzate le disuguaglianze deboli stabilite nel
paragrafo 1, dando delle condizioni per ’uguaglianza e trovando esem-
pi in cui le disuguaglianze valgono in senso forte. In particolare nel
paragrafo 3 vengono considerate le invarianti bt (X) e div(X) e si di-
mostra che esse non sempre 'coincidono. Cid ci sembra degno di nota
poiché finora la nozione di div (X) non era stata esplicitamente usata.

1. Indicheremo con |M| la cardinalita di M; con exp. M indichere-
mo Dinsieme dei sott01ns1ern1 di M aventi cardinalita non maggiore
del numero cardinale 7 '

DEFINIZIONE 1. Dicesi Strettezza (tightness) debole t, (X) di uno
spazio topologico X il minimo numero cardinale 7 tale che, se

McX ed M #M, allora esiste xeM—M ed un sottoinsieme M'cM

per cui xeM’ e [M’| 7. |
f |

DEFINIZIONE 1°. Dicesi strettezza locale t (x, X) in un punto x
di uno spazio topologico X il minimo numero cardinale 7 tale che, se

x€A, allora esiste un sottoinsieme B di A tale che IB| =7 e xeB.

Dicesi strettezza t (X) di | uno spazio topologico X il numero cardi-
nale ¢ (X)= sup ¢ (x, X). |

zeX |

DEFINIZIONE 2. Dicesi bistrettezza (bitightness) bt (X) di uno spazio
topologico X il minimo numero cardinale 7 tale che, se McX e
M=+M, allora esistono xeM—M e una famiglia A contenuta in
exp. M per la quale si ha |A| =7 e {x}=n{P: Pel}.

Diciamo che una famiglia £ di sottoinsiemi di uno spazio topo-
logico X & centrata se gode della proprieta dellintersezione finita; di-
ciamo che £ converge a un punto x€X se in ogni intorno di x cade
almeno un insieme di £. !

DEFINIZIONE 3. Dicesi divergenza div (X) di uno spazio topolo-
gico X il minimo numero cardinale 7 tale che, se M (cX)%M, esi-

stono xeM—M ed una famiglia centrata §c exp. M convergente ad
x, con [E| ==

DEFINIZIONE 4. Dicesi carattere locale y (x, X) di uno spazio
topologico X in un suo puntd x la minima cardinalitd di una base di
intorni di x.
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Dicesi carattere dello spazio X il numero cardinale y (X) =
= sup x (x, X)

zeX
Osserviamo che le definizioni precedenti hanno interesse sola-
mente per spazi topologici non discreti.
E ben nota [1] la seguente proposizione:

ProOPOSIZIONE 1. Per ogni spazio topologico di Hausdorff X &
tw (X)=bt (X)= div(X) =y (X).

Mentre ‘discende ovviamente dalle definizioni che #, (X)=bt (X),
non altrettanto immediate sono le altre due disuguaglianze delle quali
diano una breve dimostrazione.

bt (X)= div (X); sia £ la famiglia centrata d’insiemi come ¢ richiesta
dalla definizione di divergenza. Basta allora far vedere che {x}=
= N{P: Pe£}. Sia U un intorno di x; per la convergenza di £ a x,
esiste almeno un insieme Q di § contenuto in U. Allora, per la pro-
prieta dell’intersezione finita, in U cadono punti di ogni insieme P di
£ e quindi xeP per ogni P. Se y=x, esistono intorni disgiunti di x ed y
e quindi y¢ N{P} da cui la tesi.

div (X)=yx (X); sia ¥ (X)=7; per ogni x€eM—M esiste una famiglia
U, di intorni di x di cardinalita =<7. Per ogni U. di U, scegliamo
un punto Xa €U NM. Sia M'=U {x.} e sia E={U.NM" Us €Us}.
La famiglia & & centrata, con |§| =7 e inoltre [U NM’| =7 ossia

§cexp .M. Ovviamente & converge ad x. Quindi div (X)=<7 che ¢ la
tesi.

La validita della seguente proposizione & affermata, senza dimo-
strazione, da Arhangel’skii. Poiché non ci & noto che la dimostrazione
sia data altrove e non ritenendola banale, la riportiamo.

PROPOSIZIONE 2. Per ogni spazio topologico di Hausdorff si ha
tw (X) =1 (X).

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima che #, (X) = t(X). Sia a =
=t (X)=sup {¢ (x, X): xeX}. Sia M%M e sia xeM—M. Siccome
t (x, X)=a esiste un sottoinsieme B di M con |B| =t(x, X)=a e con
x€B. Allora t, (X)Sa=t (X).

Dimostriamo. ora che ¢ (X)=t, (X). Sia 7=t (X). Dobbiamo di-
“mostrare che, dato M (cX) e dato x€M, esiste Be exp. M tale che
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x€B. Sia B =exp.M € sia A= U{B: BeN }. Allora si ha ovviamente
McAcM. Se facciamo vedére che A=M si ha la tesi. Supponiamo
per assurdo che sia A S M; boiché A=M, sarh A=%A; allora esistono
un ¥€A—A ed un cetto A’(CA) con |A’| =7, e ¥€A’ (per la defi-
nizione di t, (X)). Sia A{ = A'NM ed A = A'N(A — M). Poiché
A’=A/UAY, 0oxeA ox EAz Sex€ Ay, poiché A/=A’'NM e poiché
|A’|=7, allora A’eexp. M |e quindi x’€A contro Pipotesi. Sia ora
x’€Ay’; ogni yeA; sta in A, quindi esiste B,e tale che yeB,.

Consideriamo allora l’iﬁsieme M= U B, Ovviamente |[M|=
' vedy

A’ sup |By] = 77 = =. Ora MU (B,: yeA’} > A7 o quindi

A7’ M ossia xeM. Siccome BycM e M=UB,, allora iIcM e |M|=x.
Quindi x"€ A, contro l’ipotesi.g Dunque A=A come volevasi dimostrare.
Osserviamo che la precedente dimostrazione permette di affer-
mare che la strettezza ¢ (X) di uno spazio topologico X & il minimo
cardinale 7 tale che, per ognLi A(cX), A=U{B: Beexp A} [2].

2. Voghamo ora anahzzére le relazwm d'ordine tra le invarianti
cardmah introdotte.

PROPOS-IZIONE 3. Per sp;azi topologici (T,) sequenziali s ha
X =bt (X)= div (D)= N,.

"Dimostrazione. Che £ (X) sia uguale ad N, & ovvio. Basta allora dimo-
strare che div (X)=¥,. Infatti, preso un 1n51eme non chiuso M e con-

siderato un punto qualunque xeM— M, dove con M si € indicata la chiu-
sura sequenziale di M, basta prendere una successione in M conver-
gente ad x e considerare la famiglia £ delle code di detta successione.

- OssERVAZIONE 1. In spazi sequenziali x (X) pud avere cardina-
lita arbitraria, come mostra il seguente esempio.
Sia X un insieme infinito di cardinalita arbitraria T>N,. Sia
% un punto di X. I punti di X—{x} siano tutti isolati; gli intorni
~di x;-siano i complementari dei sottoinsiemi finiti di X —{x0}. Tale
spazio topologico ¢ ovviamente sequenziale e x (X)=z. Infatti y (X)=
=x (x0, X) e se fosse x (x0, X)=17"<7, esisterebbe una base di intorni
U di x, con |U|=7". Ora N{U:UeU}=x) ¢ qumdle(ﬂ{U Ue‘l(})—
=U{CU: UeU} ma [U{CU: Ue U} =N,|U| =8, -7 = 7'<7
mentre |C{x}| = 7. In questo caso percid div X<y (X)
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LEmMMA 1. In spazi ereditariamente sepatabili si ha ¢ (X)= N,.
Dimostrazione. Sia B un sottoinsieme non chiuso di X. Siccome B

& separabile nella topologia indotta, esiste un B* numerabile, conte-
__B _B
nuto in B, tale che B* =B (indichiamo con A la chiusura di A
B

nella topologia indotta in B). Ora B* =B* N B c B*. Allota B =
=B* cB* e quindi BcB*. D’altra parte, da BOB* segue BOB* ¢
quindi B=B*. Percid, per ogni xéB—B, x€B* e quindi ¢ (X)=¥,.

LEMMA 2. Per ogni spazio separabile X, tale che |X|>2%, si
ha bt (X)>¥N,.
Dimosttazione. In base al lemma 1 di [1], si ha che [X] =N, b1
‘=20 Dall’ipotesi segue che 2 ¥ <2%® ¢ quindi la tesi.

OSSERVAZIONE 2. La proptieth ¢ (X)=¥, non & esclusiva degli
spazi sequenziali. Infatti, preso lo spazio I'=X con la topologia -del
prodotto, esso non & sequenziale ed & ereditariamente separabile (vedi
p. es. [3], pag. 142). Percio, per-il lemma 1, & ¢ (X)=¥N,. Per tale
spazio inoltre, per il lemma 2, si ha §, <bt (X). Ora x(X):Z“O:
infatti &€ noto (vedi p. es. [3] pag. 79) che w (X)= =2% . ma lo spazio
& separablle e percid deve essere y (X)=w (X). Dunque, sotto Pipo-
tesi del continuo, &O_t(X)<bt X)= div (X)=yx (X)= =2%,

OSSERVAZIONE 3. Anche per spazi non sequenziali pud avvenire
‘che le 4 invarianti cardinali coincidano. Si consideri ad esempio
Tinsieme’ degli ordinali =w; con la topologia dell’ordme Per tale spazio
si ha t(X) x(X)—' N,.

3.’Abbian'1_o 'gié\iisto che, per ‘certif sIJ’aiz':ri, t"((X')‘<‘bt (X) ed anche
div (X)< x (X). Dimostriamo ora con un esempio che esistono spazi
di HauS’dOrﬁ’ per i quali bt (X)< div (X).

- Esemplo. Sia X il quadrato [0, 1] X [O, 1] con la seguente topo-
logia: i punti (¥, y) con y>0 sono isolati. I punto (0, 0) ha come base
d’intorni i segmenti {(0, y): 0<y<k<1} Per un punto di tipo (x, 0)
con x>0 base d’mtorm la famiglia

U¢- {(x,9): 0<y<8, x—¢- (y)<x<x}U{(x,0)}
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con §>0, ¢z : 10,8] = 10, x1,
U (x, 0)=f{U"¢: §>0, ped}

con @ insieme delle funzmnﬁ reali definite per 0<y=d e a valori
positivi =Zx. o

Tale spazio X & ovv1ainente di Hausdorff, mentre non & né
‘sequenziale né separabile. Mostrlamo dapprima che in tale spazio &
bt (X)=¥8,. |

Sia M+M; gli unici punt1 di M—M possono essere quelli del
:tipo (x,0); sia (x,0) uno di tali punti. Per la struttura degli intorni
di (x,0) esiste una successione di punti (x, y») .convergente nella
topologia ordinaria di R? a Gc-, 0) tale che, fissato n, 0 (x, yn)EM o
esiste una successione {(Xmu, ﬂ:n) }m convergente nella topologia ordina-
ria a (x, y»). Consideriamo 11n81eme H riunione dei punti che formano
le successioni. ‘ |

Sia poi A la famiglia delle tracce P, di H sui triangoli di vertici

(x,0); (x,1 /n); (x—1 /n, 1 /n) Tale famiglia &€ ovviamente numerabile

ed ogni suo elemento P, & mimerablle Inoltre si ha {(x,0)}=" ﬂ P..

.o n=]

Dimostriamo ora che 80 < div(X)=2%,

Per provare che N,< div(X) basta trovare un insieme M (cX)
e tale che, per ogni xeM— M nessuna famiglia centrata e numerabile
di M converga a x.

Sia M=[0,1[ %[0, 1]. Allora M=MU{(1,0)}. Sia 1 una fa:
miglia numerabile e centrata | d1 sottoinsiemi di M e supponiamo per
assurdo che converga a x= (1 0). Indichiamo con Aj, A, As, ..., Ay, ...
gli insiemi della famiglia ed osserviamo che, siccome 1 & centrata e
converge a x, ognuno degli A, deve avere punti appartenenti a infinite
« quote ». Sia y; una quota di punti di A;; scelte yi, ys, ..., Yu_1 sia yn
una quota di punti di A, diversa dalle quote precedenti. Costruiamo
allora un intorno di (1,0) nel seguente modo: per ogni y=y; ieN*,
(0<y=1) sia ¢:1 (y)=1; per y=y; se (x;, y)€A; sia x:<1l—o; (¥)).
Tale intorno non contiene alcun insieme della famiglia, contro Pipotesi
che A converga a x. |

Dimostriamo ora che d1v (X)=2%, Riferiamoci alle considera-‘
zioni fatte per dimostrare che bt (X)=¥N,. Dato (x,0) sia A la fa-
miglia otfenuta scegliendo una coda della successione {(x, y.)}. €, per
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ogni n, o il punto (x,y.) se esso appartiene a M, o una coda della
successione { (Xmn, Yn) }m.

Al variare di dette scelte la famiglia A, formata da insiemi nume-
rabili e centrata, ha cardinalita =&, - goxo = 2% ed, ovviamente,
converge a (x, 0).

N
Si osservi inoltre che x (X)=2? °.
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