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PREFAZIONE

In ogni teoria delle probabilitd la nozione di evento € lo strumento
base per la descrizione delle situazioni incerte, ma il suo significato € profon-
damente diverso nelle differenti concezioni.

Gli eventi devono avere caratteristica di ripetibilita nell'impostazione
Jrequentista sostenuta principalmente da R. von Mises [12], ove la probabilita
¢ definita come limite o valore asintotico della frequenza relativa di successo.
Sono elementi (insieni) della seconda componente della terna (2. &, P) —con
{2insieme di alternative (eventi atomici), & c-algebra di sottoinsiemi di £2e P
probabilita G-additiva — nell'impostazione classica di A. N. Kolmogorov [7].

Sono invece farsi {circostanze) relativi a una situazione incerta ben
determinata (non sono percio ripetibili) nell'impaostazione di B. de Finerti [5],
e vengono descritti (definit) da affermazioni (proposizioni della logica) di un
linguaggio naturale in un dato stafo d'informazione. 1l tutto in una visione
dinamica della descrizione, considerandola cio¢ suscettibile di evelvere
attraverso momenti di arricchimento deseriltivo (aggiunta di nuove circo-
stanze) o di acquisizione di nuove informazioni tincremento d'informazione).
Questo aspetto dinamico della descrizione & un elemento distintive importante
dell'impostazione di de Finelti, ispirato evidentemente a esigenze di natura
applicativa. Nella pratica, infatti, i problemi — reali o idealizzati — vengono
studiati abitualmente per fasi di dettaglio crescente (commisurato agli interessi
di chi studia il problema) e een riferimento a dati suscettibili di incremento a
seguito di arrivo di nuova informazione.

[ fatti (gli eventl) possonoressere descritti da diverse proposizioni
della logica e non si identiflicano percid con queste. 1l concetto di evento &
dunque nozione piti complessa dirquella di'proposizione della logica. Lo fa
notare lo stesso de Finetti, che tutlavia si limila a spiegare la nozione
mantenendola a questa livello intuitivo. auribuendo cosi ad essa di fatto il
significalo di concetto primitivo,

La complessitd del concetto medesimo, aggravata anche dalla
necessitd di spiegarlo in versione dinamica. consiglia perd di cercare una sua
definizione formale, che viene naturale pensare di dare in termini di proposi-
zioni della logica. delegando ad esse il ruolo di concetti primitivi, pit facili da
accetiare come tali al posto degli eventi. Cio € appunto quanto prevede la
definizione di evento che diamo in questo testo. sulla cui base viene sviluppato
tutto il discorso sulla descrizione dell'inceriezza. Compreso quello che
riguarda i numeri aleatori — definiti mameri ben determinati ancorché eventual-
mente nion noti per carenzda d'informazione nella versione intuitiva di de Finetti -
che noi introduciamo descrivendoli con applicazioni di insiemi di alternative
nel numeri reali. In modo analogo cioé a quello usato per definire le variabili
alearorie nella teoria classica, anche se i due concetti che cosi si ottengono
sono solo simili, poiché uno stesso numero aleatorio pud essere descritto da
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applicazioni di domini {insieme di alternative) diversi. Osserviamo ancora che
ogni sforzo di formalizzazione dei concetti porta in genere con sé anche un
loro approfondimento. Nel nostro caso il risultato pill interessante della
formalizzazione proposta ¢ che il concetto di evento & wune solo.
Concettualmente non ha ciog senso distinguere tra eventi assoluti ed eventi
condizionati. poiché gli eventi vengono definiti da proposizioni della logica in
tno stato d’informazione. La definizione di evento condizionato pud percio
anche precedere queila di evento assoluto (non cosi nell'impostazione
classica). Dal punto di vista pratico cid comporta che le proprieta degli eventi
sono invarianti con lo stato d'informazione. In particolare, le proprieta degli
eventi assoluti sono anche proprietd degli eventi condizionati a una medesima
ipotesi.

La definizione di evento proposta colma una lacuna che pud essere di
ostacolo alla lettura dell'opera di de Finetti per chi & aduso all'ortodossia del
ragionamento matematico. Cid pud accadere anche per le parti che trattano
della valutazione dell'incertezzay cioé della.probabilitd e della previsione
coerenti — che per de Fineltl {anche per noi) sono inevitabilmente di natura
soggentiva (la descrizione & invece di natura oggertiva, perché fatta usando gl
strumenti della logica) —. De Finetti non & infatti un autore facile da leggere.
Capita spesso che il suo discorso si sviluppi senza indulgere troppo sugli
aspetti formali. divagando magari su aspetti concettuali che riguardano solo
marginalmente Fargomento oggetto detla discussione. Capita spesso ciog che
il discorso non sia formalizzato. o che nen.lo sia in modo abbastanza
COMpiLito.

Nella convinzione che per accedere all'opera di de Finetti qualcuno
abbia prelerenza per un discorso. piti formale, alieno in un primo approccio,
ho ritenuto utile esporre in-questo testo.— che costituisce il primo di due
volumi — in termini pit formali di quante faccia de Finetti i fondamenti della
teoria delle probabilita coerenti,-facendo riferimento principalmente alla sua
Teoria delie probabilita [5]. Anche nei niguardidella valutazione dell'incertezza
una adeguata formalizzazione deieoncetti consente una migliore comprensione
degli argomenti e da la possibility di'etfetivare analisi pit approfondite. Ad
esempio con riferimento a proprietd di probabilita in ambiente infinito e a
problemi di coerenza ¢ prolungamento pill specifici. in cui intervengono eventi
di probabilita nulla e/o eventi condizionati a ipotesi di probabilita nulla.

Il Jettore interessato ad approfondire il pensiero di de Finetti dovra
comunque attingere poi alla sua opera originale. Si tratta di un’opera molto
vasta, composta di oltre 290 lavori, di cui circa 100 trattuno di probabilitd e
statistica, Possono fare da guida alla loro lettura il necrologio scritto da
L. Daboni [2] per il B.U.M.I. oppure la «Selecta» di tali lavorn, di prossima
pubblicazione a cura dell'U.M.1. nella collana «Opere dei Grandi Matematici
Italiani». Entrambe le pubblicazioni sono corredate da una accurata bibliogra-
fia dell'intera opera.

Come ormai s'intende, questo volume (e anche il prossimo) ¢ diretto
a studiosi e ricercatori di formazione matematica, Risulta perd accessibile
anche a studenti di un corso di area scientifica di primo livello universitario e
— in qualche misura — pure a studenti di economia con una gualche propen-
sione per la matematica. Il testo & reso infatti antosufficiente — per quanto



Prefazione X1

possibile — abbondando in richiami di nozioni matematiche di base ¢ in esempi
su questioni di probabilith che si trovano nei capitoli introduttivi dei testi
tradizionali di calcolo delle probabilita. Va da sé che un lettore esperto possa
scorrere e trascurare molu di questi esempi. soffermandosi comunque su
quelli che meritano di essere letti — e che confidiamo sappia selezionare senza
soverchia ditficoltd —, perché illustrano e/o commentano aspetti interessanti
nell'ottica delle probabilitd coerenti e talvolta per confronto anche nell'ottica
classica.

Interessa ancora segnalare a chi predilige le teorie assiomatiche che
anche la teoria delle probabiliti coerenti pud essere presentata come una teoria
basata sull'assioma della coerenza. che a questi fini pud ben essere letto
ignorando l'interpretazione in termini di guadagno di una scommessa. In
questa ottica la teoria delle probabilita coerenti comprende quella classica. Da
un lato infatti essa non obhliga a dare probabilita g-additive su o-algebre,
dall'altro perd neanche lo viete, perché le probabilitd siffatte sono coerenti.

Circa il contenuta di questo volume, gquanto csporremo qui di seguito
pud essere integrato dalle maggiori indicazioni contenute negli ampi riassunti
che introducono i singoli capiioli.

It Cupitolo | & preliminare e fornisce gli element: di logica indispen-
sabili per una impostazione logica della descrizione.

[I Capitolo 2 introduce, con l'ausilio di esempi, al ragionamentc in
condizioni di incertezza. Da la definizione di ¢vento in forma rigorosa come
classe di proposizioni equivalenti in un dato stato d'informazione e considera
in lermini intuitivi le nozioni che riguardane a valutazione (grado di fiducia,
probabilitd).

Nel Capitolo 3 vengonro trattate in modo accurato le nozioni che
stanno alla base delia descrizione. Il discorso & sviluppato naturalmente in
termini logici. Vengono intgodotie le operacioni e relazioni con eventi. studiate
le loro proprietd e viene'data inofirela ‘nozione di eventi logicamente
dipendenti da una base di eventiyin-particolare da una partizione (insieme di
alternative). Al termine, la descrizione-fatta mediante partizioni viene confron-
tata con quella classica evidenziando la loro identita formale. Chi conosce
l'algebra degli insiemi pud allora trasterire le sue conoscenze all'algebra degli
eventi.

Nei Capitoli 4 ¢ 5 vengono introdotte nozioni di base del calcolo della
probabilita tradizionale. L'obiettivo & indagare con l'ausilio di esempi quali
siano le proprieta che appaiono ragionevoli per un grado di fiducia. ma anche
fornire al lettore principiante gli elementi indispensabili per comprendere i
commenti fatti a partire dal Capitolo 9, quando vengono messe & confronto le
valutazioni coerenti con le probabilitd classiche. Non mancano tuttavia motivi
di interesse anche per un lettore che abbia gid conoscenze sufficienti di
probabilith classica. come ad esempio i discorsi sulle valutazioni qualitative,
quelli sulle valutazioni quantitative in termini di funzioni peso ed i commenti
che anticipano situazioni critiche per I''mpostazione classica. causate dal dover
usare solo probabilita o-additive.

Nel Capitolo 6 si studia il problema dell'evoluzione della descrizione.
Si introducono in questo contesto le nozioni di purtizione prodetto di partizioni
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e quella di partizione generara da un insieme di eventi (caso particolare della
precedente). Si prova poi che il limite di descrivibiliti mediante gli eventi di un
insieme (mediante loro composizioni) € I'insieme degli eventi logicamente
dipendenti dalla partizione generata dall'insieme medesimo.

Il Capitolo 7 si occupa delle strutture di eventi di maggiore interesse
per le applicuzioni (dopo quella di partizione): le famiglie monotone di eventi e
le nozioni di algebra e G-algebra generate. Per I'algebra si fornisce una
caratterizzazione che ¢ anche un procedimento costruttivo delle algebre
generate.

Nel Capitolo 8 viene introdotta la nozione di suunero daleatorio,
dapprima nella versione pil generale di enre alearario. 1l capitolo si conclude
con lo studio delle principali proprieta degli indicatori di evento {particolari
numeri aleatori) e con un complemento in cui vengono determinate le
partizioni e le algebre generate da famiglie monotone collegate con numeri
aleatori, La loro importanza sta nel fatto che esse sono il supporte descrittivo
preferito per la valutazione dei-numeri-aleatori.

Nel Capitolo 9 inizia lo studio della valutazione coerente. A notizie
preliminari sul mondo reale delle scommesse, segie un'ampia discussione sul
modello delle scommesse idealizzato proposto da de Finetti. Si identifica la
nozione di probabiliti (del grado di tiducia) con la guot di scommessa e viene
enunciala la norma di coerenza. Di questa viene data anche una versione
vincolata equivalente, che prevede solo scommesse che garantiscono perdite (e
vincite) limitate guanto si vuole. In termini intetpretativi cid contribuisce a
rendere accettabili le scommesse a chi si accinge alla valutazione in possesso
di ricchezza limitata. Viene poi data una definizione assiomatica di probabilita
coerente, di cut si studiano le proprield che, (olta la ¢-additivitd, risultano
essere quelle della probabilita classica. Si tratta comunque di condizioni in
generale solo necessarie per la cgerenza. Possono diventare sufficienti se la
prababilita & definita su insigmi dotati di qualche struttura. In questo capitolo
si caralterizzano le probabilild icoerenti su un‘algebra. 11 capitolo si conclude
con la dimostrazione del fondamentale teorema del prolungamento e con lo
studio delle sue prime conseguenze. [lteoremia garantisce tra I'altro l'esistenza
di probabilitd coerenti in ogni insieme di eventi e la possibilita di mantenere la
condizione di coerenza comunque si decida di far evolvere il guadro delle
possibilita,

Il Capitolo 10 & dedicato allo studio delle probabilild coerenti su
partizioni e loro possibili prolungamenti sul relativo insieme degli eventi
logicamente dipendenti. Si caratterizzano le probabilita concentrate mostrando
che esse sono o-additive e quindi anche probabilith in senso classico. Si passa
poi allo studio delle probabilita diffuse. con particolare attenzione per le
probubilit asintotiche, che non sono probabilitd classiche (o-additive).
Vengono caratierizzate le probabilita in ambiente finito — definite sugli eventi
logicamente dipendenti da una partizione finita —, che sono necessariamente
probabilitd concentrate. In ambiente numerabile si mostra che la G-additivita
non ¢ condizione necessaria per la coerenz ¢ inoltre che usando Je probabilita
asintotiche si pud dare senso alla nozione di scelta a caso di un nunero
naturale. Infine si osserva che le probabilitd assegnate nel continuo mediante
funzioni di densita sono coerenti.
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Nel Capitolo 11 vengono caratterizzate le probabilitd su famiglie
manotone. Viene introdotta poi la nozione di probabilita continua su una
successione monotona e si prova che lu condizione di continuitd su una
G-algebra (continuitd su ogni sua successione) & equivalente alla g-additivita
(teorema fondamentale per la teoria classica). 1 risultati ottenuti vengono usati
per stabilire un primo confronto tra le funcioni di ripartizione unidimensionali
delle due teorie. La diversita dei loro comportamenti consente di concludere il
capitolo considerando due problemi che trovano soluzione nella teoria delle
probabilita coerenti. ma non in quella classica. Uno dei due riguarda la scelta a
caso di un numero ragionale in un intervallo limitato.

Nel Capitolo 12 inizia lo studio dell'evoluzione dell'incertezza a
seguita di incremento d'informazione. Lo studio & condotto da subito in modo
ngoroso per la parte che riguarda la descrizione ¢ in un approccio intuitivo per
quella relativa alla valutazione. Per quel che riguarda il primo aspetto, si
introduce preliminarmente la nozione di stati ('informazione) ugualmente
informativi che sta alla base della definizione di evento condizionato
{subordinato). Nella seconda parte del capitolo si perviene con ragionamento
intuitivo a una definizione provvisoria di probabilita condizionata, stabilendo il
legame che & auspicabile richiedere tra la valutazione iniziale (prima
dellincremento d'informaziong) e quella finale (dopo l'incremento).
Chiudono il capitolo alcuni esempi, di cui gli ultimi due si distinguono perché
mettono in evidenza che la moedalitd con cui si viene in possesso di
informazione pud avere influenza sulla valutazione.

Nel Capitolo 13 viene data la definizione di probabilita condizionata
coerente facendo riferimento ancora allo schema delle scommesse idealizzato,
adeguandolo alla nuova situazione — che deve considerare che una scommessa
su £1H non ha esito (viengannullata) se'ipotesi H € falsa —. Viene stabilito
poi il Teoremu delle probahilita compaste — che rappresenta il ponte che
collega la valutazione condizionata a quella iniziale (assoluta) — ed esieso
all'ambiente condizionato.ill teorema del ‘prolungamento. Sono questi gli
strumenti di base che consentone-di-otiengre 1 numerosi risultati contenuti nel
resto del capitolo. Alcuni viguardano-problemi di prolungamento in assunti
piuttosto generali, sia nel caso in cui l'ipotesi H ¢ di probabilita positiva sia in
quello in cui ¢ supposta nulla. Un altro interessante argomento riguarda la
coerenza delle valiazioni sequenziali in ambiente finito (dovute a una
sequenza di incrementi d'informazione) sulle quali & basato lo studio dei
modelli d'estrazione del Capitolo 14 - per la cui descrizione rimandiamo in
toto al relativo riassunto introduttivo —. Vengono poi studiati problemi di
disintegrabilita della valutazione (spezzettamento in valutazioni condizionate
alle ipotesi di una partizione) ¢ questioni collegate con la proprieta di
conglomerabilita {(posizione della probabilita di E rispetto a quelle di £
condizionato a un insieme di ipotesi). Viene mostrata poi la coerenza della
valutazione a seguito di deduzioni tardive (di deduzione di qualche cosa che
era deducibile ma non & stato dedolto). Si mostra che la teoria delle probabilith
coerenti consente di correggere in modo coerente la valutazione iniziale anche
1N questo caso.

Un cenno sul programma previsto per il secondo volume: il capitolo
15 ¢ dedicato a uno studio originale sulla nozione di indipendenza stocastica, il
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16 riguarda la nozione di scambiabilitd, il 17 la struttura delle probabilita
condizionate, il 18 la valutazione dei numeri aleatori in un approccio
(provvisorio) analogo a gquello classico (speranza matematica), il 19 un'analisi
approfondita delle funzioni di ripartizione. Nel capitolo 20 viene dato inizio
allo studio delle previsioni coerenti {con definizione basata sullo schema delle
scommesse adattato), che viene poi proseguito in capitoli successivi.

Ultimata cosi la presentazione dei contenuti voglio ora ringraziare
pubblicamente tutli colore che a vario Litolo mi hanno dato il loro aiuto per
realizzare questa opera.

Desidero anzitutto rivolgere un commosso pensiero a Luciano
Daboni, il Maestro che mi ha falto conoscere e amare I'opera di de Finetti.

Ho motivo di riconoscenza particolare per la collaborazione che mi &
\lala offerta con entusiasmo e straordinario impegno sia da Patricia Gigante in
occasione di una prima stesura di questo lavoro sotto forma di Lezioni per gli
studenti sia da Paolo Vicigmellapresente siesurasche si ¢ assunte I'onere non
lieve di leggere e controllare accuratamente. anche dopo i rifacimenti. il testo
che andavo via via proponendo.

Ai colleght Bruna Girotte ¢ Silvano Holzer devo la mia gratitudine
per essere stuti sempre disponibili per un esame critico e per discutere le parti
del lavoro che desideravo fossera sottoposte ol loro giudizio.

Un ringraziamento speciale va anche all'amico e collega Artilio
Wedlin per l'incoraggiaomento a intraprendere guesto lavoro ¢ per gli stimoli
che mi ha saputo lrasmetlere costantemente nel corso delle proficue
discussioni che abhiamo avuto su parti di conune interesse.

A i questi amici,.alle lora inteiligenti osservazioni e ai loro
suggerimenti devo numerosi-miglioramenti al testo che ho soltoposto alla loro
altenzione in prima stesura.

Ho motivo di esseremolto grato inglwre alla signora Gabriellu Clabot
Perini che ha dattiloscrittode Lezioni nominate, ponendo cosi le basi per la
veste tpografica del presente lavoro. e ¢he in seguito non mi ha fatto mai
mancare la sua assistenza teenica.

Un sentito ringraziamento va infine alla Fondazione Franca ¢ Diego
de Custio (Torino) e al Comitato Orgunizzatore del XXX Convegio
del’AMASES che con il loro sostegno linanziario hanno consentito l'edizione
di questo velume,
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Capitolo 2

INTRODUZIONE Al PROBLEMI
DELL INCERTEZZA

Bagimnare in condizioni di cerfezza significa dedurre 1 veritd &i conle
aifermasiom {propotiziom dells IUiI-I.'-I-} da quells i alire affermaziom {l=
tpotesa). Cadh 8 ragiona in una prima fase anche nei problemi dell'incer-
tecea. Le proposizion descrivons albors fati collegati con una sitsazions
incena! laftl ;m.urHﬁ: %2 non & c-untrl.lil: ul fnrn valorg, cerli o 4mpu.rhbi“

afrrimenth. Naice o qu anomento in condizion di
incenierra, che consive [ joree dell'ntiendibilith
dei farti ¢ nello siudio : c. In guesto capiiela
vengono fomniti | primi g ndendo spunto do ire
esemipt (§2.1) e trottand = scrizione {(§2.2) ¢ la
valwrazione, (§ 2.3), in | w0 snlla uhﬂnhru: [

manienuio 8 livelle imirod
Bpirano (simmetria, 0
soggettiva € |n possibiling
WIS IMETprEtazinne come
wicne svallo imwece subit ducendo la nosang d
evenia come classe oy pre eE i (soelio g piacere),

rconoscine di wguald i dute (wrare J'iformazione).
Sicchd Vevente £ mﬁmmdﬂ rincremento sin di linguaggeo

imodiello aperie alia dﬁﬂmﬂ_ maziene, 11 primo sipo di
evalorions & discuszo nel i avant nel Cap. 12

di Trieste

sse), la sua nalura
I F‘n-b.l'hllﬂi 1 gAn
ono sulls descrizione

2.1 Approccio alla descrizione
¢ valutazione

Lo studio delle discipline matematiche - quali algebra,
la geometria ¢ P'analisi = ha sicuramente abituato il lettore a
pensare e ragionare in condizioni di certezza. Secondo schemi,
ciod, in cui la verith di cerle alfermazioni (proposizioni della
logica) ¢ fana discendere dalla verith di altre affermazioni (altre
proposizioni della logica), ammesse vere per ipotesi.
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La logica ha un ruolo fondamentale anche nella trattazione
dei problemi in condizioni d'incertezza. Come si fa per ogni pro-
blema, le circostanze o fatti collegati con una situazione incerta
vengono infatti descritte mediante proposizioni della logica. A
partire da cid che si sa del problema — ipotesi o stato d'informa-
zione (n° 1.5.1) —, la logica aiuta allora a stabilire quali di tali
proposizioni sono deducibili vere o false e quali sono possibili
(quelle per cui non si & in grado di dedurre il valore a partire
dai dati). Aiuta cio¢ a delimitare il quadro delle possibilita. E qui
il suo compito momentaneamente si ferma. La logica non & ciog
in grado di andare oltre a una elencazione neutrale di cio cheé
possibile, lasciando il tutie prive-di-una gualsiasi gradazione?.

Invece, & proprio su cid che € possibile che si svolge il
ragionamento in condizioni d'incertezza. Occorre per questo
perd graduare (valutare) le possibilita introducendo la proba-
bilita. Cosa che si pud fare solo facende intervenire elementi che
trascendono la logica, quali sono ad esempio le conoscenze,
opinioni ¢ sensazioni individuali. Si enfra cosi nell'ambito della
logica del probabile, ove diventa importante non solo dire se una
circostanza (la proposizione che la descrive) sia vera o falsa,
ma dire anche, quando essa © passibile, guanto sia probabile.
Tuttavia, 'apporto della logica dél certo & fondamentale
anche in questa fase, perché, come vedremo, la valutazione
(graduazione del possibile) va fatta osservando certe regole
di comportamento, che non sarebbe facile rispettarc senza
sottoporle al controllo degli strumenti della logica.

7 Per la veritd, si pud dire qualche cosa in proposito anche restando nell'am-
bito della logica. Infatti, se si & in grado di affermare che "p— g & vera" ¢
non viceversa, si pud allora dire che ¢ ha "pit attendibilitd” di p di essere
vera. Analogamente, se si & in grado di affermare che "p <> ¢ & vera”
- ovvero che p e g hanno lo stesso valore logico — & naturale giudicare che
p ¢ ¢ siano "ugualmente attendibili”, Si tratta di giudizi di natura qualitativa,
che perd non dicono molto. Non dicono nulla, anzi, su guante i valori di p
e di ¢ siano singolarmente attendibili, né su quanto pif artendibile sia p di ¢
nel primo caso.
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2.1.1 Esempi di descrizione e valutazione
di situazioni incerte.

Gli esempi che ora vedremo, molto semplici, sono anche molto
importanti ed istruttivi. Servono a chiarire ed approfondire le
considerazioni generali svolte in premessa e a porre le basi della
logica del probabile secondo l'impostazione soggettiva.

Esemrio Y. Lancio di un dado.

Ogni volta che si lancia un dado, si configura una situazione
d'incertezza. Incertezza sul punto che sara realizzato; sulla posi-
zione che sarad occupata dal dado; sulla durata dell'esperimento
(il tempo che intercorre tra il momento del lancio ¢ quello di
fermata del dado). La descrizione sara fatta perd in relazione a
¢i0 che veramente interessa. Se lo scopo del lancio ¢ il gioco, le
circostanze che interessano sono allora quelle che riguardano il
risultato. Ogni proposizione della logica che parli del risultato
sara adatta a descrivere in modo non ambiguo una di queste
circostanze. Sono tali ad esempio le proposizioni py, = il punto
realizzato & h, h = 1, 1, 6, che descrivono il risultato nella sua
forma pil analitica. Lo sono anche le due proposizioni il punto
realizzato é pari, il punito realizzato é divisibile per 3 che, come
le sei proposizioni pre¢edenii, descrivono circostanze possibili,
ma pil complesse. La proposizione il punto realizzato non
supera 6 descrive invece una circostanza certa, perché il suo
valore ¢ noto e vero. All'opposto, la proposizione p,, = il punto
realizzato & 10 descrive una circostanza impossibile, perché si
tratta di una proposizione falsa.

Sin qui il discorso si & svolto ragionando strettamente nell'am-
bito della logica ordinaria (del certo). Le conclusioni sui valori
delle proposizioni che abbiamo introdotto si deducono, infatti,
sapendo che il dado «& un cubo», «ha le facce punzonate da 1 a
6», «si ferma poggiando una faccia sul tavolo (pavimento)» €
che «il punto & realizzato dalla faccia opposta a quella poggiata».
Queste ipotesi — proposizioni della logica — sono guanto occorre
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e basta per descrivere I'ambito delle possibilita relative al gioco
col dado. Per decidere cioé se una proposizione che parla del
risultato ¢ una proposizione della logica — contemplazione e
scelta del linguaggio (n° 1.5.1) - e se ha valore noto o incognito
— momento conoscitivo della fase descrittiva (n® 1.5.1) —, come
in parte abbiamo fatto poco sopra.

Passiamo ora alla fase della valutazione (graduazione) del
possibile. A questi fini, alle ipotesi precedenti si usa aggiungere
le informazioni «il dado & perfetto» e «il lancio ¢ effetfuato
senza trucchi», intese a suggerire una condizione di "simmetria”
tra le facce, che porti a giudicare i risultati p;, ... , ps
equiprobabili. Osserviamo.in. proposito.che per quanti sforzi si
faccia non & possibile deserivere 1 termini «perfetto» e «senza
trucchi» in modo che i risultati siano equiprobabili per
deduzione logica. Si potra ad esempio dire che il dado & un cubo
perfetto, fatto di materiale omogeneo ¢ indeformabile; aggiunge-
re magari altre spiegazioni pit 0 meno sofisticate. Nulla sara
sufficiente, perd, per giustificare tale deduzione. Cid significa
che il giudizio di probabilita non ha carattere oggettivo3. Pud
essere che la spiegazionc che abbiamo dato del significato di
«perfetto» e la dichiarata'«assenza di trucchi» convincano molti
— anche tutti — che la scelta di-equiprobabilita sia la pit ragione-
vole. Cid non toglie, pero, che essa sia fatta sotto la spinta di
motivazioni psicologiche (opinioni, sensazioni ed esperienze)
che, in quanto tali, sono al di fuori del dominio della logica.
Anche se condivisa, in maniera ampia quanto si vuole, si tratta
pur sempre di una scelta soggettiva.

Cio precisato, supponiamo dunque di dare per "simmetria” un
giudizio di equiprobabilita sui sei risultati possibili. Di attribuire
cio¢ a ciascun risultato probabilitd 1/6 °. Si ricava allora che &

8 "Oggettivo" nel senso di pertinente alla logica del certo (dimosirabile con
ragionamento logico) e, come tale, accettato da tutti coloro che fondano i
ragionamento sui principi della logica ordinaria.

9 Per la verith, il giudizio di "simmetria" & di norura qualitativa. La sna
trasformazione in valutazione quantirativa sottintende che si convenga di
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1/2 la probabiliti che il punto sia pari e 1/3 quella che il punto
sia divisibile per 3. Lo si ricava come conseguenza logica della
valutazione di probabilita fatta per i risultati "elementari”,
richiedendo alla probabilitd di rispettare certe condizioni di
"ammissibilita”. In via provvisoria sono quelle che daremo nella
Definizione 4.2.1, ove la probabilitd & interpretata come una
massa unitaria, ¢ in via definitiva quelle conseguenti la
definizione assiomatica della nozione di probabilita coerente
(Definizione 9.2.4).

Esempio 2. Produzione sequenziale di un articolo.

Trovarsi in condizioni di incertezza € una situazione del tutto
normale. L'eccezione riguarda semmai la situazione opposta,
cioe quella di trovarsi in condizioni di certezza. Non & difficile
percid trovare esempi di situazioni incerte pensando alle cose ¢
al fatti di tutti 1 giorni; situazioni di ogni genere.

Per arricchire di altre considerazioni ed osservazioni l'aspetto
descrittivo, e pili ancora quello della valutazione della proba-
bilita, prendiamo spunto-dalla sitnazione d'incertezza che si
configura quando si considera mnaymacchina che produce oggetti
di un certo tipo. Come accade spesso in questi casi, 1 pezzi che
vengono prodotti, diciamo uno alla volta, possono essere
«buoni» o «difettosi». Le ¢ir¢ostanze che interessano, allora,
riguardano solitamente il livello e 1a bonta della produzione. Per
una descrizione analitica del livello di produzione si possono
usare le proposizioni il numero di pezzi prodotti (nella giornata)
én,neN. Per descrivere la bonta di produzione si potra ricor-
rere invece alle proposizioni la percentuale di pezzi difettosi é p.
Se interessa dare un giudizio di affidabilita sulla macchina,

equiripartire la probabilith 1 tra i risultati possibili, tutte le volte che sono in
un numero finito ¢ uno ed uno solo di essi & vero, com'e nel nostro caso. La
questione sard ripresa nel § 4.1 e ulteriormente precisata, § 4.3 usando la
terminologia appropriata nel frattempo introdotta.
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riferita al livello di produzione da un lato e alla bonta della
stessa dall'altro, si possono considerare circostanze pilt generi-
che, quali quelle definite dalle proposizioni il numero di pezzi
prodotti supera 100 (limite di sufficienza per il livello di
produzione) e la percentuale di pezzi difettosi é inferiore al 3%
(indicatore di bonta di produzione).

I giudizi di affidabilita saranno dati sulla base della probabilita
che le due circostanze hanno di essere vere. E evidente che vi &
un collegamento tra queste probabilita e quelle delle circostanze
viste poco sopra, quelle che descrivono la situazione nella forma
analitica. Sarebbe prematuro, pero, affrontare ora la questione.
Qui ci accontenteremo di.esaminare.ui.caso molto pitt semplice,
che & perd premessa praticamente indispensabile per risolvere
anche i problemi sopra accennati. Fissiamo cio¢ l'attenzione su
una circostanza che riguarda la produzione di un singolo pezzo; ad
esempio sul decimo pezzo prodotto nella giornata o su quello che
si trova attualmente in produzione. Dire di quale pezzo si tratta
¢ indispensabile perché le proposizioni che parlano del pezzo
possano diventare proposizioni della logica; cosi com'era indi-
spensabile nell'esempio precedente del dado dire di quale lancio
si trattava (anche se la cosa non € stata ivi sottolineata). Se ¢ chiaro
di quale pezzo si parla,|le due, proposizioni il pezzo prodotio é
buono e il pezzo prodoito e difettoso descrivono due circostanze
opposte: & certo che una proposizione ¢ vera e l'altra ¢ falsa, non
sappiamo quale, ma ogni pezzo prodotto ¢ buono o difettoso.
Circa la valutazione, sarebbe insensato dare alle due circostanze
probabilita 1/2 solo perché i risultati possibili sono 2, uno
favorevole alla prima e I'altro alla seconda. E possibile che si
abbiano informazioni sull'affidabilita di macchine similari; o
anche della macchina stessa, se abbiamo avuto gia occasione di
sottoporre a collaudo pezzi da lei prodotti. Supponiamo sia
questo il caso. Siamo allora interessati alla valutazione della
probabilitd di una circostanza (il pezzo in produzione e buono),
essendo a conoscenza dell'esito che si € avuto in circostanze
"analoghe" (pezzi buoni e difettosi prodotti dalla stessa macchina
nelle medesime condizioni di funzionamento). Viene allora
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abbastanza naturale — ed ¢ comunque usuale — basare la valuta-
zione sulla frequenza osservata: porre la probabilita uguale alla
frequenza relativa o, pilt spesso, a un valore a essa pill 0 meno
prossimo calcolato con qualche criterio (ad esempio con un
metodo di perequazione).

In qualunque modo si motivi la scelta, la probabilitd ha anche in
questo caso origine soggettiva, diretta o indiretta. Origine diretta
se il criterio che determina la scelta & giustificato da considerazio-
ni empiriche; indiretta se esso prevede di derivare la valutazione
in modo razionale nell'ambito della logica del probabile a partire
da una valutazione di probabilita iniziale, come si & fatto cenno
nell'Esempio 1 — a proposito delle probabilita di realizzare punto
pari o punto divisibile per tre, che si sono fatte dipendere da
quelle date ai sei risultati "elementari” — ¢ come vedremo in
termini rigorosi in pitijoccasioni a partire dal Cap. 9, nel quale si
da 1izio allo studio delle probabilita coerenti.

Esemrio 3. Un inceontro di calcio.

Questo terzo ¢ ultimo esempio serve-a-mettere a punto ulterior-
mente il problema della walutazione. La situazione d'incertezza e
quella che si viene a configurare in_occasione di una manifesta-
zione sportiva: diciamo di una partitadi calcio ben determinata
(& noto di che squadrefe/di chefincomntro si tratta). Indicate con A
e B le due squadre, se la partita viene esaminata al fine di
compilare una schedina del totocalcio, basta individuare 1 risul-
tati corrispondenti ai noti simboli 1, X, 2 che, sapendo che A
gioca in casa, sono definiti esplicitamente dalle proposizioni
A vince, la partita termina in parita, A perde. Ricorrera a una
descrizione pit dettagliata, invece, chi & interessato anche al
risultato numerico dell'incontro; ad esempio, perché deve fare
upa scommessa in cui si tiene conto anche della differenza reti, o
del numero totale di reti marcate, o altro. Risponde a questa
esigenza la descrizione che dettaglia tutti i risultati possibili
mediante le proposizioni la partita finisce i-j(0-0, 1-0, 0-1,
2-0.1-1,0-2,...)oveiéil numero delle reti marcate da A ej
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quelle marcate da B, i,je N,

In entrambi i casi, per riconoscere che le proposizioni introdotte
sono proposizioni della logica adeguate alla situazione — in grado
percio di descrivere senza ambiguitd circostanze riferibili alla
partita — occorre (e basta) sapere di quale incontro si tratta, che
l'incontro termina regolarmente e guale pud essere l'esito di una
partita di calcio.

Per esprimere una valutazione di probabilitd si terrd invece
conto di tutte le informazioni disponibili. Cominciamo con
P'osservare che ¢ difficile in questo caso pensare di trovare
elementi oggettivi che possano essere presi come riferimento per
orientare i soggetti verso.una. comune valutazione. Non si
vedono infatti elementi di, "simmetria” nella struttura del gioco
che giustifichino una valutazione di equiprobabilita dei risultati
possibili, come nel caso del dade. E neanche elementi di "analo-
gia" tra le partite di calcio, tali da giustificare una valutazione
che faccia perno sulle frequenze osservate di successo, pareggio
ed insuccesso delle due squadre in incontri diretti ¢ con altre
squadre; ogni partita ha infatti una storia a sé, che la rende
unica, diversa da tutte 1e altre. Chi dispone di informazioni sulle
frequenze osservate, ne fterrd éventualmente conto al momento
della valutazione, ma non al, punto (i farle diventare elemento
predominante — come pug essere nel caso dell'esempio della
macchina — per arrivare a tale'valutazione. Sono altre, ora, le
informazioni di maggiore importanza. Ad esempio, la conoscenza
delle squadre (formazione, condizioni fisiche dei giocatori, ...),
del gioco del calcio e delle sue tecniche (moduli di gioco, accorgi-
menti tattici, ...), delle opinioni e valutazioni di esperti (allenato-
r1, giornalisti sportivi, giocatori, ...}, del comportamento recente
e meno recente delle due squadre (qui si potrd al caso tenere
conto anche delle frequenze osservate), ecc.

Cosi stando le cose, in questo esempio appare ancora pil
evidente che nei due precedenti la natura soggettiva della
valutazione. Se poniamo nell'ordine p,, py, p, le probabilita
— secondo un soggetto — di A vince, la partita termina in parita,
A perde e conveniamo che ogni valutazione debba soddisfare le
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proprieta gia richieste nei due esempi precedenti, allora sara:
pr+pox+p=1,0<p,,py,p,< 1. Una valutazione che rispetta
queste condizioni ¢ la p; = 0,36 (36%), p,= 0,55 (55%),
p>=10,09 (9%). Essa potrebbe essere quella di un allibratore
che da alla probabilita il significato di quota di scommessa
(p, & 'importo da pagare per ricevere 1 se A vince, p, € ...), ma
che si trova pitt a suo agio a dare le quote mettendo a confronto
1 risultati a coppie. A dire ciog che egli valuta 3 a 2 il pareggio
contro la vittoria di A, ¢ 4 a 1 la vittoria di A contro quella
di B. Allora deve essere py/p;=3/2,p;/p.=4/1 e quindi 1

3 1 11
1=p]+px+p2=p1(1+§+z) =4 P

Segue allora p;=4/11=0,3636, py=6/11=0,5455, p,=1/11=
0,0909 11, da cui, arrotondando alla quarta cifra decimale, si
ottiene la valutazione data sopra.

Pur nella loro semplicita i tre esempi hanno messo in
evidenza quello che & l'aspetto peculiare del ragionamento in
condizioni d'incertezza: la-sua articolazione in fasi di descrizione
e valutazione. N€ potevagessere altrimenti, perché una valutazione
non pud avere luogo se non ¢ preceduta da una descrizione di
cid che deve essere vatutato.'In realta, in tutti tre gli esempi le
fasi sono soltanto duet la prima ‘deserittiva — & ovvio — ¢ l'altra

10 La proporzionalitd tra probabilitd e quote sard richiesta anche in seguito
(Nota 16 a pié di pagina).

11 Come detto esplicitamente nel testo, i valori di probabilita ivi riportati seno

arrotondati alla quarta cifra decimale e le relative uguaglianze vanno percid
intese in senso approssimato. I valori esatti sono infatti, rispettivamente,
4/11= 0363636, 6/11 = 0,545454, 1j11 = 0,090905.
Cit sara fatto sistematicamente anche in seguito. I risultati dei calcoli scritti
in forma decimale, si devono ciog intendere come valori arrotondati ali'ul-
tima cifra decimale scritta. Il simbolo uguale sard usato ovviamente anche
per i valori esatti. Cid non & contraddittorio, perché i valori esatti sono anche
valari arrotondati, né andra a scapito della chiarezza dell'esposizione, perché
quando sard importante sapere s¢ il valore di un risultato & esatto o arroton-
dato, lo si specifichera.



54 Introduzione ai problemi dell'incertezza

di valutazione. E facile intendere, perd, ¢ lo vedremo ampiamente
progredendo nell'esposizione, che questa non ¢ la norma. Non ¢
detto che si debba prima descrivere tutto cid che interessa e poi
valutare. Anzi, se il problema & appena complesso il discorso si
svilupperd pilt volentieri attraverso stadi di approfondimento
graduale, alternando fasi di descrizione a fasi di valutazione.
Questa caratteristica dicotomica del ragionamento in
condizioni di incertezza ¢ molto importante e meritevole della
massima attenzione. QOccorre avere sempre ben presente infatti
che i ragionamenti si svolgono nelle due fasi a differente livello
logico e che cid rende profondamente diverse per significato le
conclusioni che si raggiungono. Ricordiamo in proposito che
I'obiettivo della fase descrittiva ¢ quello di delineare il quadro
delle possibilita, dicendo quanto si sa sul valore delle proposizioni
introdotte in termini netii: si, ne, non so (vero, falso, incognito).
Abbiamo visto negli esempi che tutto ¢id avviene ragionando
strettamente nell'ambito della logica del certo. In questa fase le
conclusioni hanno percio carattere oggettivo: sono valide per
tutti 12, 11 quadro delle possibilita & il punto d'arrivo della fase
descrittiva e, allo stesso tempo, punto di partenza della fase di
valutazione. In questa tase il idiscorso cambia. Lo scopo ¢ ora
quello di dare una gradazione alle possibilita mediante I'introdu-
zione della probabilitd. Comungue la si metta — i tre esempi sono
espliciti in proposito ~ la probabilita ¢ sempre conseguenza di
scelte soggettive. Di natura soggettiva, in questa fase, sono allora
anche le conclusioni, perché riguardano aspetti probabilistici.
Non si pud percio attribuire — senza grave pregiudizio per
l'interpretazione — alla logica del certo cid che & pertinente alla

12 Si badi bene, ¢ lo si tenga presente anche per il seguito, che ¢id non esclude
che due soggetti possano pervenire a differenti quadri delle possibilitd. Ci
sono limiti alla capacita deduttiva nel¥'uomo, di cui si deve tenere conto se
non si vuole uscire, appena i problemi siano di qualche complessitd, da
condizioni realistiche. Tutto c¢id che rignarda la descrizione ha tuttavia
carattere oggettivo, perché cid che si deduce pud essere trasmesso ad altri
con l'atuto degli strumenti della logica.
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logica del probabile, e viceversa (cambierebbe il senso delle
conclusioni). L'alternanza delle fasi descrittive e di valutazione,
spesso sviluppate quasi in contemporanea, rappresenta in pro-
posito un'insidia che non deve essere sottovalutata. Da qui la
sottolineatura fatta sopra al richiamo alla "massima attenzione".

Sono numerose, e in qualche modo tra loro collegate, le
questioni che si pongono a livello teorico e applicativo, sia in
relazione all'aspetto descrittivo che a quello delia valutazione.
Noi porteremo avanti il discorso per gradi e in parallelo,
cercando perd di tenere separati il pill possibile i due aspetti per
evitare pericolose confusioni. Lo faremo gia a partire dai pros-
simi § 2.2 e § 2.3, che riassumono. ¢ approfondiscono quanto &
stato detto sin qui sull'argomento.

2.2 Descrizione del possibile. Eventi.

Le considerazioni svolte nel precedente § 2.1 sull'aspetto
descrittivo dei problemi in condizioni d'incertezza si inquadrano
nel discorso fatto nel § 1.5 alproposito della descrizione di un
problema in generale e} usando-la terminologia ivi introdotta, si
possono riassumere nei seguenti due punti:

(1) Momento della scelta del linguaggio del problema.
Le circostanze (i fatti) collegate con una situazione incerta si
descrivono usando un insieme di proposizioni della logica
scelte in numero adeguato al dettaglio descrittivo che si
desidera raggiungere.

(11) Momento dell'analisi conoscitiva.
Le proposizioni del linguaggio vengono analizzate sulla base
di uno stato d'informazione — proposizione che descrive
i dati del problema, di valore noto, di fatto o in ipotesi
(1.5.1 Definizione) — per stabilire quali sono vere, quali false
e quali di valore incognito. Le proposizioni vere descrivono
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circostanze certe, quelle false circostanze impossibili ¢ le
rimanenti circostanze possibili (il quadro delle possibilita).

Andiamo ora ad approfondire alcuni aspetti che
intervengono in modo importante nella fase descrittiva quando si
ragiona in condizioni di incertezza.

Ogni proposizione che parla di una situazione definisce,
si & detto, una circostanza (un fatto) a essa collegata. Non &
vero per0 il viceversa. Aiutiamoci con l'esempio del dado. Le
proposizioni il punto realizzato & pari ¢ il punio realizzato é 2 o
4 0 6 sono diverse, ma hanno lo stesso valore logico. Se ¢ vera
una delle due affermazioni & vera anche l'altra, ed ¢ la stessa
cosa allora dire il punte realizzato é pari o il punto realizzato é
2 04 0 6. Le due proposizioni descrivono percid una medesima
circostanza, ed & quindi indifferente quale scegliere per descri-
verla (definirla). Allo stesso modo, definiscono una medesima
circostanza — diversa dalla precedente — le proposizioni il punto
realizzato & divisibile per 3 e il punto realizzato ¢ 3 0 6. Com'e
facile intendere, gli esempi potrebbero continuare copiosi, con
riferimento a questa e ad altre situazioni di incertezza.

In conclusione, perfezionando quanto detto nel punto (i1),
abbiamo allora che le circostanze diuna situazione, che d'ora in
poi chiameremo anche eventi, sono definite da proposizioni della
logica e pud accadere/che pili proposizioni siano equivalenti ai
fini della loro descrizione. Se il valore delle proposizioni che
descrivono una medesima circostanza non € noto, l'evento corri-
spondente si dice possibile. Altrimenti, quando il valore & noto ¢
vero si parla di evento cerro e quando & noto e falso di evento
impossibile. Questi due eventi raccolgono quindi le proposizioni
che descrivono circostanze nei cui confronti si ¢ raggiunta la
condizione di certezza — non hanno percio bisogno di ulteriori
indagini —; separando quello che si sa essere vero (evento certo)
da cid che si sa essere falso (evento impossibile). Ad esempio, le
precedenti proposizioni il punto é parie il punto é 2 0406
hanno valore logico uguale ma non noto, ¢ definiscono percio
una circostanza (evento)} possibile; tutte tre le proposizioni i/
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punto non supera 0, il punto non supera 7, il punto non supera
2 sono vere e definiscono circostanze certe ('evento certo); le
proposizioni il punto realizzato é h, h > 6, sono tutte false e
definiscono circostanze impossibili ('evento impossibile).

E il caso di riflettere attentamente sul significato di
questa nozione di «equivalenza ai fini descrittivi», da cui
derivano le precedenti conclusioni e la nozione stessa di evento.
Cominciamo con l'osservare che le affermazioni sui valori logici
delle proposizioni da noi considerate sono delle asserzioni
(n° 1.5.2) che, in quanto tali, dipendono dallo stato d'informa-
zione — a meno che le proposizioni che vengono asserite non
siano tautologie o coatraddizioni — Le proposizioni il punto
realizzato é pari e il punto realizzato e 2 e 4 0 6 sono equivalenti
perché riferite al lancio di un dado con facce punzonate da 1 a 6.
Se fossero riferite al lancio di un dodecaedro con facce
(pentagoni regolari) punzonate da 1 a 12, non lo sarebbero pin
— la seconda proposizione implicherebbe la prima, ma non
viceversa —. La cosa peraltro € gia stata sottolineata commen-
tando 1.5.1 Esempio 3, in cul le proposizioni i figli sono entrambi
maschi e i figli sono dello stesso sesso, non sono equivalenti
nello stato d'informazione dniziale /la coppia di coniugi ha due
figli, ma lo diventano nelle, state -d'informazione incrementato
la coppia di coniugi ha due figli ¢ almeno uno é maschio.

Il concetto di equivalenza di due proposizioni & dunque
relativo a uno stato d'informazione. Tenendo conto del simbolo
introdotto in 1.5.2 Notazione per dire che si & in grado di asserire
che una proposizione & vera, il concetto medesimo & espresso in
modo preciso dalla seguente definizione.

2.2.1 Definizione. Proposizioni o-equivalenti.

Siano «, p, g proposizioni della logica, o« non impossibile.
Diremo che p é a-equivalente a g, se nell'ipotesi o si e in
grado di dedurre (asserire) che p e g hanno lo stesso valore
logico. In simboli se iz (p <> ) (1.5.2 Notazione).
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Nota.

Lo schema di asserzione | (p <> ¢) introduce in ogni insieme di proposizioni
una relazione di equivalenza — p, g sono in relazione se sono a-equivalenti —,
qualunque sia lo stato d'informazione o. Infatti, |7 (p > g) € riflessiva — ogni
proposizione ha valore uguale a quello di se stessa —, séimmetrica — se siamo in
grado di dire (asserire)} che p ha valore uguale a quello di ¢, siamo in grado di
asserire anche il viceversa —, transitiva — se siamo in grado di asserire che le
proposizioni della coppia {p,q) e quelle della coppia (g.#) hanno lo stesso
valore, allora siamo in grado di asserire anche che p ed r hanno lo stesso valore —,
Come sottolineato esplicitamente nel simbolo di asserzione ¢ nella terminolo-
gia vsata, la relazione di a-equivalenza ha significato relativo allo stato
d'informazione di chi studia il problema. Vi sone tuttavia proposizioni che
risultano equivalenti — hanno stesso valore logico — in assoluto (per tutti),
indipendentemente cioe dallo stato d'informazione dei soggetti. Si tratta delle
proposizioni — tutte e sole —, le cui biimplicazioni — i relativi schemi proposi-
zionali — sono tautologie. Riassumendo e introducendo una terminologia
adeguata allora abbiamo:

Diremo che le proposizioni p, q sono _equivalenti in assoluto o
semplicemente equivalenti, e scriveremo |-(p < q), se e solo se il
relativo schema proposigionale é una tautologia.

Va da sé che «~(p <> q) implica |—(p<> ¢) qualunque sia 0i»: s¢ sono in
grado di asserire che p ¢ ¢ sone equivalenti in assoluto, sono allora in grado di
farlo pure in ogni stato d'informazione.

Segnaliamo ancora che userenid i simbolo [ anche davanti a una qualsiasi
proposizione composta (nen selo-alle biimplicazioni), sempre per dire,
ovviamente, che siamo in grado di affermare (realmente o in ipotesi) che il
relativo schema proposizionale & una tautologia.

Passiamo ora ad introdurre la nozione di evento dando la
seguente definizione.

2.2.2 Definizione. Evento (di & sub a).

Siano & un insieme di proposizioni (un linguaggio di un
problema) e o uno stato d'informazione. Diremo eventi,
descrivibili con le proposizioni di & nello stato d'informazione
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o, gli elementi (classi di equivalenza) dell'insieme quoziente
Lo relativo alla relazione di equivalenza iz (p <> ) (2.2.1 Nota).
A ogni evento si attribuisce come valore logico quello comune
alle proposizioni che lo compongono (definiscono). Si dice poi
che esso é possibile se il suo valore non ¢ deducibile sub o,
certo se ¢ deducibile vero, impossibile se é deducibile falso.

NoTta.

Il simbolo & & stato qualificato prima come insieme di proposizioni e solo
dopo, tra parentesi, come lingnaggio. Lo si & fatto per sottolineare che la
nozione di evento pud essere data con riferimento a un insieme di proposizioni
non vuoto qualunque, anche se; come detto-in-parentesi, essa ha veramente
interesse quando l'insieme € un linguaggio (un insieme di proposizioni) di un
problema in condizioni di incertezza.

Noraziont.

Il modo piti espressivo per indicare un evento & la notazione pjq, ove p &€ una
proposizione di £ e o lo stato di informazione. Per rapidita di scrittura,
tuttavia, spesso preferiremo sottintendere lo stato d'informazione ed indicare
¢li eventi con lettere maiuscole, per distinguerli dalle proposizioni che i
definiscono. Ad esempio, al-post¢ dipp, scriveremo E oppure A o B e cosi
via. Talvolta anche E|y, A|y. By, cccelera, se per qualche motivo si riterrd
opportuno indicare — almenag provvisoriamente — anche lo stato di informa-
zione. Analogamente, indichetemo con. & o con & un insieme di eventi.
Infine, per l'evento certo e'per quelle impossibile useremo i simboli £2¢e ¢,
rispettivamente, o anche, quando interessa mettere in evidenza lo stato
d'informazione, £2|o., ¢y .-

TERMINOLOGIA.

Se E = pjy, diremo che la proposizione p & una rappresentante dell'evento
E. Inoltre, se & & un insieme di eventi, daremo il nome di insieme di rap-
presentanti di & a ogni insieme di proposizioni & ottenuto scegliendo una
proposizione per ogni evento di & . Scriveremo allora naturalmente & = Py,

CoMMENTO.

Ci sono quattro questioni che ci preme di puntualizzare e che devono essere tenu-
te ben presenti per intendere correttamente 1a nozione di evento qui inirodotta.
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La prima & conseguenza immediata del fatto che gli eventi sono definiti da
proposizioni della logica. Come le proposizioni della logica, anche gli eventi
sono enti irripetibili, nel senso che un evento assegnato non pud essere
qualche volta vero e qualche volta falso, perché il suo valore & ben determi-
nato, Eventualmente non noto per carenza d'informazione.

La seconda riguarda il senso che si deve dare al concetto di possibile.
Osserviamo in proposito che nulla & intrinsecamente incerto, perché la proposi-
zione che definisce un evento ha valore ben determinato (€ una proposizione
dellalogical). L'incertezza su tale valore, se ¢'¢, riguarda chi studia il problema
ed & dovuta a un suo imperfetto stato d'informazione e conoscenza. Pertanto:

Il significato di "possibile” ¢ relativo allo stato di informazione ed &
suscettibile di evoluzione.

Cid che ¢ possibile pud infatti diventare noto se lo stato di informazione aumenta
in modo adeguato. Banalmente, con riferimento agli esempi del n°2.1.1, a
punto visto nell'esempio del dado, conoscendo 'esite del collaudo del pezzo
prodotto in quetlo della magchina, l'esito dell'incontro in quello della partita.

E importante segnalare ancora, in proposito, che alla possibilita di evoluzione
dello stato d'informazione & legata la nozione di evento condizionato, che sara
introdotta con la Definizione 12.3.2.

La terza questione interessa la deserizione nella sua interezza. Al punto (i) del
presente § 2.2 si & infatti sotfolineato che le proposizioni che descrivono
I'incertezza vengono scelte in'ragione del dettaglio che si desidera conseguire.
Cid conferisce al quadre delle;possibilita (all'insieme degli eventi definiti
da tali proposizioni) un signtficato relafivo di natura diversa dalla precedente,
che & fonte di un altro tipo di evoluzione; legata questa alla possibilita di
affinare la descrizione aggiungendo nuove proposizioni e nuovi eventi tutte le
volte che lo si ritenga opportuno, Né avrebbe senso cercare di dare al concetto
un significato assoluto. Bisognerebbe per questo poter dare senso all'insieme
di tutte le proposizioni che parlano della situazione. E non si vede come
conferire reale consistenza a una definizione di tale insieme, anche perché ¢ il
soggetto a scegliere quali proposizioni del linguaggio naturale sono proposizioni
della logica che parlano del problema. Una evoluzione dinamica della descrizio-
ne dell'incertezza quale quella qui prospettata, per essere efficace bisogna che
consenta di trasferire ¢id che si & descritto sino a un certo momento ai momenti
successivi. La giustificazione che la descrizione fatta con gli eventi qui definiti
soddisfa questa condizione & data in un primo approccio nel prossimo
Complemento 2.2.3 e in modo pitt aderente alle procedure usuali di estensione di
un concetto in 3.3.2 Complemento. Trattano pol del medesimo problema il Teore-
ma 6.1.4 - nel caso particolare in cui la descrizione ¢ fatta mediante partizioni
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dell'evenio ceno [([finizione 3.4.17—e6.3.3 Corallario 1, nel quale il problema
dell'eviluzione della descrizione & rivisto in ipotesi generali alla luce delta
nodione di purtizione generatn da on insicme di eventi (Propesizione 6.3.1),

Circa il significao di mcertezia, infine - quarta questionsg -, osserviamo che
es50 non ha alcun legame temporale. Si pod essere ugualmente incerti, infai,
in siruazonl che si afersoons s ad avvenimenti [, $18 presemil O porsati,

2.2.3 Complemento. Evoluzione deila nogione di everio
per incremenito di linguaggio:

Cofmig sccennito in 2.2.2 Commenio, il modello di desenzione dell'inceriezza
che noi adotleremo & apeno o nuovi descrizione tempre ¢ senga vincoli di
.H'ruﬂum Esso & quello n-l:::mnuulum da de Fineii, il quale ha una posizione
in rondo il madallo elassico,

Cuesto perché in Lale mod ma i modo canemunenic
nigido — mediane eventi di ; (Complemento 3.2.7) - &
lontana percit dal reale i iti a fronie dei problemi
deil'incenezza, | quali spes ;-_ poastare 1o studio in una
prospettiva dinamica che previeds averso fisi di descrizions

¢ valwarions graduali ¢ d
interessana. Per alire con
descrizione e valutazione d _,u 3 Commenra.

Vediamo qui invece come si 0t 2 un medello di descrizione
apeno ¢ in secordo con la pog ll'lz'mtﬂ introdesta mediante la Defind

zione 2.2.213, Su;:pnnnm»ﬂ avere interessg oi aggiungere al linguaggio £
niversita

> di Irieste

I3 A proposilo di questa definizions, segnaliamo che una impastazione analogs
guella qui proposia sk irova gid in BJO, Koopman (8], ma in un spproccio
srarice, niferitn ciod a am lingeaggio faaie. Yieoe a mancare cosl Paspetho
dinamico della descrizbone, che & requisito indispensabile nellimposiazione
di de Fimetti. 1l discorse silla dinembes della deserizions qui iniziato e che
sarh approfondito nel seguine, formalizea Papproccio di de Finerti e &
una riglaboragione di un mie sedio sull'argomente (1) Gli aspeti pid
squeisitamente formall, oltre che In guesto cormplemedito, wao sviluppati in
13,2 Complemenio, & nel § 12,2, Nel prime viene approfondiio lo stedio
dell'evoluzions delln deserizione per ncrememo di finguagglo con riferi-
mesnte & lEnguagel dotats &7 somaoters. Mel § 12.2 viene introdotts e studiata
la nozione di siai upualmense informativi, che sia alls base dello dell'evo-
Iuzione della deserizione per incremente dinformazione e che conduce alla
nozione fondamenale di evenio condizonato (Definizions 12.3.2),

- rispondere ai quesiti che
st del modello classico di
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un insierne di nuove proposizions. Andiamo allors a considerare per questo
un hingusggio £ 5 £ . Ogni proposizions p e 2. & unche una proposizione di
2 ed & quindi in grado di definire un evento (una classe di equivalenza) sia in
L ja sia in £y, La closse di equivalenza definita da p in £ & ovviamenie
inglusa in quelln defimita dalln medesima proposizione in 2. Metiendo in
cvidenea nella notzione degh evenn anche il linguaggio, shbiamo ciod che
Ma, 2 = plo,2, per ogni pc &, Tubtavii, le due classi definite dalla proposi-
gione p hanno lo siesso contenuto logico = le loro proposizioni hanno
medesimo valore logico, coincidente con quello di p, perché la relazione
k5 (p++4q) ¢ un'equivalenza in ogni linguaggio (2.2.1 New) = ¢ quindi sono
entrambs: adatie per definkre uno stesso evento (descrivere uns medesima
circostinza delln simazione d'ipcenezza in esame), Abblamo cosl che le
proposizioni di &, viste come proposizioni di &, definiscono un insieme di
eventl [po 2 ipef %‘ 7, che
biunivocs con &y, cons
conenulo logies, ovverd
pe . Viene nsturale d
Ao insieme di eventi 3
miodo £i ha dungue che

coppic di evendi di uguale
€ plag € £a, per ogni
COdmE rappeesentame mel
g |y Operando in questo
i linguaggio la nozione di

EVenio & sollopodla i v i tal peri che gl eventi di £,
mantengana acll'ambi ;-J p i corrispondenti eventi di
| P, 2 pE 2 | — signiiie: el i purienza: cit che & certo,
possibile e impossibile L 1, 1 m | [PlaestpeX].

Quiesta identificazions i S g £O0 (Plag t p € £ | = £y = con abuso di

notazione scriveremo 2SS HERE £ | ¢ quindi anche Lo =21 -

sarhk giustificata in modo gignifcaivamenig mi convincente dopo avere intmo-
operuhl M RA

desto be nozboni di ' , provando che per gli insiemni
di eventi in cud 1ali up:rmg; m im0 senso b corrispondensa biumi-
VOUA SOpTAnnominata & ot fisfe * fepetto ad esse (3.3.2 Complememio),

La procedumn di identificazione divents allora quelln wsuale in letterawra in casi
analeghl a questo = come accade ad esemplo per | namerd namrall, appresen-
tati nell'insieme dei numen razionali da coppic di aeturali oppure per i aumeri
razionali, rappresentati nell'insieme dei numen reali do coppie df classi

I4 Una cormispondenza biumivoca tra due insiemi A, A, dotati di rispettive
operazioni {relazioni) L, L', 51 dice isemorfismo rspento o tah operasioni
(relarioni) se dall'estene aa b Lo ocona b ca A, nesee o’ = 8" L&', oon
a’ b, " e A’ comspondenti nellarding di a, & ¢, Namralmenic 1 cormispon-
denza pub essere isomarfa, com't nel caso anuale, rispetio @ iz opemziont
& relasiank,
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contigue di razionali —.
E utile sottolineare ancora le due possibili conseguenze dell'aggiunta di una
nuova proposizione p’' (p'e £ -£ ),

(i) sep'non ¢ a-equivalente a nessuna proposizione di £ , allora p'|q & ap-
partiene a &£/|g manon a {plo, ¢! : pe £}, e quindi p'|g & un nuovo evento;

(i) se p'& a-equivalente a qualche proposizione di &, diciamo L p' <> p),
allora riesce p'lo. 2! = plo.2 € (Plo.gr 1 p €L}, e percid p'|q g non &
R RUOVO evenlo,

Nel caso (i) la proposizione p’ da luogo a una estensione effettiva della
descrizione. Nel caso (ii), invece, essa provvede soltanto a pofenziare la
capacita espressiva,

Ricapitolando le argomentazioni svolte in questo complemento sulla dinamica
della descrizione per incrementao di linguaggio, abbiamo dunque che, passando
dalla descrizione fatta col linguaggio & a quella fatta col linguaggio & » £,
gli eventi di & |, subiscono — o pessono subire — una modifica formale a
seguito di un ampliamento delle rispettive classi di equivalenza. Non
subiscono perd alcuna modifica sostanziale, perché le proposizioni che
eventualmente si aggiungono in ciascuna classe di equivalenza hanno lo stesso
valore logico delle proposizioni in essa preesistenti, e descrivono percid una
medesima circostanza. In altri termini, gualunque siano £, £' > £ epe L,
ai fini descrittivi gli eventi pjels € pja 2/ -possono essere considerati uguali, 11
tutto si pud riassumere aliora dicendo che:

In un assegnato stato d'informazione, una proposizione della logica
definisce il medesimo evenio in egnilinguaggio che la contiene.

2.3 Valutazione del possibile.
Il grado di fiducia.

Nel precedente 2.2.2 Commento abbiamo detto che "possibi-
le" ha significato relativo allo stato d'informazione: se un soggetto
non conosce 1l valore logico di un evento & per colpa del suo stato
d'informazione carente e non a causa dell'evento in sé, il cui
valore ¢ per definizione ben determinato ¢ percid immutabile. In

N

altri termini, il quadro delle possibilith non & "connaturato a una
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situazione" — per la quale tutto & ben determinato —, ma & "nella
mente di chi la studia”. L'ultima affermazione non tragga in
inganno. Il concetto di possibile ¢ di natura eggettiva - lo
abbiamo gia sottolineato — perché a parita di stato d'informazione
il quadro delle possibilita, conseguenza di deduzione logica, & lo
stesso per tutti 15. Non & cosi — anche questo & stato sottolineato —
per il concetto di grado di fiducia del possibile (probabilita), che
¢ invece di natura soggettiva. Osserviamo per inciso che per
trovare qualche cosa di oggettivo anche in questa nozione
bisognerebbe ricercarla alla fonte, come si & fatto per l'aspetto
descrittivo, e cio¢ dedurla dai dati del problema. Abbiamo visto
perd che ogni sforzo instal-senso-risulta-illusorio. Non si riesce
ad esempio a dare una definizione di "simmetria" sufficiente per
dedurre 1'equiprobabilita nel caso del dado. Cosi come non si
riesce a giustificare in modo oggettivo 1'identificazione della
probabilita con la frequenza relativa osservata nell'esempio della
macchina e tanto meno con la quota di scommessa in quello della
partita di calcio. Per dirla con de Finetti, in tutti i casi:

La probabilita ¢ una-questione di-natura soggettiva e
rappresenta il gradedi fiduecia che un individuo ripone
sul verificarsi di certi eventi, sulla-base di sue opinioni e
sensazioni.

Opinioni e sensazioni che derivano dal suo stato d'mfor-
mazione che, come & stato messo in evidenza commentando gli
esempi del n° 2.1.1, ai fini della valutazione & di solito pitt ampio
di quello che descrive i dati del problema. Ovvero:

15 A uno state d'informazione, reale o ipotetico, si accompagna uno stato di
conascenza, In generale non univocamente determinato a causa dei limiti
di capacita deduttiva di cui si & detto in Nota 12 a pig di pagina. Pud
essere percid che soggetti diversi arrivino singolarmente a campi di eventi
differenti. Il campe diventa perd lo stesso se essi mettono in comune
le reciproche deduzioni che, come gid segnalato nella Nora citata, si
trasmettono usando gli strumenti della logica.
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Al fini della valutazione lo stato d'informazione com-
prende conoscenze non descrivibili da proposizioni della
logica, né da esse deducibili.

Osserviamo a questo punto che, volendo, si pud scommet-
tere — o almeno pensare di farlo — su ognit evento e erpretare
la relativa quota di scommessa unitaria come probabilita.
Perché le quote di scommessa rispecchino veramente la misura
del grado di fiducia di chi le esprime, bisogna perd prendere
delle precaunzioni. Chi fissa le quote non deve cioé avere la
possibilita di trarne un vantaggio, come avviene invece nel
mondo delle scommesse, ove sono. gli allibratori a tenere banco
e ad essere percid in grado di fissare le quote in modo a loro
favorevole. Per guesto motivo de Finetti suggerisce uno schema
idealizzato, in cui chi valuta le guote deve farlo immaginando di
essere obbligato poi ad acceftare una scommessa su un Aumero
finito di eventi scelta da un competitore a sua discrezione, al
quale & data cio¢ la facolta di scegliere gli eventi su cui scom-
mettere e, per ogni evento, l'entita della puntata e in che veste
giocare, se da scommettitore o da banco 16, E evidente allora che
chi & chiamato a fissare(le quotéiper ¢li eventi di un insieme &,
lo fard in modo — e ¢id & possibile (Complemento 9.5.4) — da
evitare di concedere al_competitore un vantaggio sicuro. In altri
termini:

Le quote unitarie assegnate agli eventi di un insieme &
costituiscono una valutazione di probabilita coerente
se e solo se non esiste una scommessa su un numero finito

16 Se £ & un evento e p la sua quota di scommessa, allora p & I'importo che si
ritiene equo pagare per ricevere 1 se F si verifica; ovvero p & la puntata per
la vincita unitaria. La puntata per vincere § & allora p § (ipotesi di propor-
zionalita tra puntate e vincite). Nello schema idealizzato, per ogni evento
lIimporto S & scelto dal competitore in valore e segno. Se § & positivo egli
gioca da scommettitore, se negativo da banco.
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di eventi di & che procuri un guadagno positive comun-
que vadano le cose (norma di coerenza).

Un soggetto che vuole essere coerente fara coincidere il

suo grado di fiducia con una di tali valutazioni, quella che a suo
giudizio risponde meglio alle sue opinioni, propensioni € sensa-
zioni. Altri soggetti possono non condividere la sua valutazione,
considerarla magari irragionevole, perché lontana dalle loro
opinioni, propensioni ¢ sensazioni. Se accettano questa norma di
coerenza non la possono perd respingere come irrazionale sulla
base di argomentazioni logiche. La norma di coerenza & sostan-
zialmente l'assioma su cui si fonda la teoria delle probabilita
coerenti. Questo argomento sara percio ripreso e sviluppato
ampiamente in modo formale a partire dal Cap. 9.
Qui completiamo il discorso introduttivo sulla valutazione con
qualche ulteriore commento sulla possibilitd di interpretare in
tutti i casi, in linea di principio, la probabilitd come quota di
scommessa, anche quando si perviene alla valutazione in altro
modo.

2.3.1 Cemplemento. Probabiliid come quota di scommessa.

Nel caso del lancio di un dado, un giudizio di simmetria sui 6 risultati possibili
porta a valutare 1/6 le probabilitd deglieventi A, = il punto realizzato é h,
h=1,..., 6. Chifaquesta valutazione, ove venga invitato a fissare le quote

di scommessa per gli A, troverd equo attribuire a ciascuna di esse valore 1/6,
Infatri:

(i) le quote devono essere uguali perché egli giudica che gli Ay hanno ugunale
possihilita (attendibilitd) di essere vert;

(ii) la somma delle quote deve essere 1, perché in questo modo accettando
una scommessa unitaria su ogni Ay, si riceve certamente 1, esattamente
tanto quanto si spende. Alirimenti l'ideale competitore ne trarrebbe un
vantaggio (guadagno certo): giocando da banco se la somma delle quote ¢
pili di 1, da scommettitore se & meno di 1.

Si pud interpretare la probabilitd come quota di scommessa, anche guando la
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% ponc uguake = pit spesso prossuma — alle frequenza relativa osscrvata,

Aellescmpio della macching (2.1.1 Esempis 2}, supponiamo che su n pezz

prodots & risultino difetiosi © che per motivi di “analogia” si vakit &/~ la

probabilith che il pezeo prodotlo in un MOmenin Sucoessivo — per esempio il

prossimie — sin difetiose. Allora ks € anche la quota di scommessa i tali

eventi, Col nno di pol, mgionando sulla produzione csservals, si potrebbe
infnttl dine:

(iki} prima che gh n perri venissero prodotti, gli eventi B; = i—esimo pezze
prodotto & difettoss, i = 1. ..., a, crano pessibili tuit e di probabilita
uguale per lipotesi di "mnalogia®; ¢ per lo stesso motivo uguale a quella
degli evenri 8., . B .z, ... . Avrebbero dovuto essere uguall allora
anche ke lono Aspettive quote di soommesss,;

(iv) vista a posieriori, ls quota equa & proprio k(n, perché tale quota, se
puntata su clascono de to & realizzan guadagno
cumulato nulho - pench P comiplessivamends

pagaic, € b, somma de be =,

2.3.2 Mola critica,

Le precedenti argomen i
d'incericzza Vindividuo abl syl verificarsi & meno di
COME CiCOSINEE" E5560C [ whoeversa, o indilferente,

Pare che guesto sia difficilE i wid lo, almeno nells maggioranzy dei
cash, Nop ammeters ciog mmmm '8, ¢ che ha radici sogget-
tive. Quello che pud ﬁsm:vummm{:& & il Mato di dover tradurre le
propric propensioni in mﬂu .q'umur ive. In afferil, se in certi casi pud
riuscire abbastanza spon bphi i grade di fiducia (81 pensi ad
esemplo al cavo del dadol in dﬂmpuu::uuqulnh: imbarnezo, sopraetiuis
se della situszione und s¢ e inende poca (il letione pensi di essere chinmalo a
csprimene il suo grado di fiducia sul isoltato di una partita tra due squadie che
non conosce por niente). Per questo mofivo alcund sutor] hanoo proposio
approce che prevedono valitarmon] quantitative gl “sfumaic”,

C.AB. Smith [11], ad esempio, propone uns gereralizzazione dello schema
di B. de Finetti [5]., sviluppata poi ampiamente da P. Walley [12]. nel quale &
consgntite a chi fissa le quote di esprimerle anche in modeo a s [avorevolbe.
Pils e dettaglio, gl si chiede di fissure il massimo (o estremo superiores) degli
importh che & disposto a pagare per feevere | se Pevento si venlica [massimo
dei prezzi unitan favogevoli), Per motivi di avversione al rischio quesio valone
non pui evidentemente superare il suo grado di fiducia che &, per lul, il prezeo

cio che n una siluaone
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equin per la scommessa in esame |7, In questa impostazione, in corfspon-
denza g ogni evento il sogzetto & chiamato a fissare Uintervallo cnerg cui i
colloea il suo grado di fiducia (pensanda di dover puniare sia sull'evenio che
sul 510 contrario).

Un'alira impostazione, in qualche misura simile. & quella proposta da
G, Shafer [10]. Moo succintaments, nella sostanza Shafer propone che
il soggelo atiribuisca, in comspondenya & vn evento, un grado di fiducia
sul valore vero e uno sul valore falso, in mado che la somma det due vabor
non superi L. Il complemento a | di guesta somima miswrs, in un ceno Senso,
Ia “ignoranza”, o meglio, la “sfiducia” che il soggeuo ha nel suo stato
dinformarione,
I“ulrimmummﬂulughﬁml'inﬁuumdinpﬁn‘ﬂnmwhuﬂm: "punmoale”
in presenza di scarsa informazione ¢ 11 mtﬁl".gu:nl.: interesse per siudi in
ql.u:m direzione, va detto anche chi o & veramenle malivalo - se le
silgazion] o interessano lorn che egli si sfor per
arrivdre a una valutash se gli capitn spesso i dover
esaminane sijuazioni di tal caso diventa sempre pid

esperto ¢ informato. 5i pegei aich be quote di soommeisa
veroche le deghi all : e, perché essi vogliono giocare in
vaniageio. Eovvio, perd, che pe a i3 i

avere poma individuato anys ben circoscritio,

E evidente inoltre che & me : =i i di esprimere uns valuls-
ziome puntuale (sempre che il g !-u,.ﬂ la piis convinta possibile.
ire che rendere pid se ipcnsche operalive {stahiline confronti nume-

mici & pit facile), lo sforsa D0 0hE VELERZ:0ni numeriche costringe a un'anakisi

i he v ; i delin
“mTuc mmﬂiﬁwgitﬁm CONOSOENED il BOCHTALE

In ogni casse, ned in se Jms o le valutazioni vemgano dale
SEMPIeE in sensa puniuale. S| b che questo non significa che non
caistans pnche in questo caso pmbl:uu in cui ha senso delimitare intervalli
entro cul 81 deve scegliens 1a probabilith. Per un semplice esemplo si pensi al
ciso delle partita di calcio. Se uno valuia 0.4 la probabilith di villoria di 4, &

17 Bitere nvversi al nichio !i:a.i.ﬂl: non ckiere -:I:'!.'Iml.u i I;ldh.l'd i condazboni
eque {con quute delerminate secondo lo schema Weale delle scommessa) &,
lamg meno, s 5 deve spendeng pid dellggquo, Cinca lesistenza dell'estremo
superiore dei prégei vnitar favorewoli, basterd edservare che foiti sono
disposti & giocare senza pagare, ciod &e il prezra della ponisia — onilaria o
ae = & nullo & che nessuno & disposto & pagare pia dil | per rcevere | solo
se va bene (3¢ Vovenio oggeito di soommesss w verifica),
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pari a 0,6 quanto gli rimane a disposizione da attribuire per la vittoria di Be il
pareggio, complessivamente. Fissando l'attenzione su uno di questi due
eventi, diciamo B vince, la sua probabilita deve essere percid scelta tra 0 e
0.6. E lo stesso vale per l'evento la partita termina in parita. Cid deve essere
rispettato, ma non basta. Nell'impostazione che seguiremo (quella di de
Finetti) il soggetto deve essere in grado, se richiesto, di indicare "puntual-
mente” la probabilitd di B vince. Supponiamoe che la valuti 0,25; a questo
punto per la probabilitd del pareggio non ¢'¢ scelta: essa vale 0,35. Queste
brevi considerazioni fatte sulla valutazione con 1'ausilio di guesto esempio,
hanno messo in luce aspetti molto interessanti del ragionamento che riguar-
dano la logica del probabile. Le scelte di probabilitd fatte per certi eventi
in modo coerente condizionano le scelte per altri eventi. Generalmente im-
pongono intervalli di scelta; altre volte rendono la scelta obbligata. Si veda in
proposito 10.5.1 Esempi.



Capitolo 3

DESCRIZIONE DELL'INCERTEZZA
E IMPOSTAZIONE CLASSICA

Interpretando gli aspetti descrittivi in termini logici e quelli della valutazione
in chiave soggettiva, quanto viene svolto nei capitoli introduttivi dei testi
tradizionali di calcolo delle probabilith pud essere usato per un primo
approfondimento dei problemi dell'incertezza anche nell'impostazione di
de Finetti. Della valutazione ci occuperemo in questa ottica nei prossimi due
capitoli. Qui introdurremo invece le nozioni che stanno alla base deila
descrizione sviluppando il discorso in termini logici e collegandolo solo alla
fine con !'impostazione classica. Nei §§ 3.2 e 3.3 vengono introdotte le
operazioni e le relazioni tra eventi, le cui definizioni sono rese consistenti
dalla possibilita di costruire a partire da un insieme di proposizioni qualsiasi
{base della descrizione) un linguaggio generato (n° 3.2.1) chiuso rispetto
alle composizioni elementari. Proprieta di chiusura, queste, che consentono
di iterare le operazioni, di introdurre cosi gli eventi composti con eventi di
una base {n® 3.2.3) e di esprimere con questi le proprieta delle operazioni
{n°®3.2.5) e relazioni {n® 3.3.2). Nel n° 3.2.4 viene invece discusso il proble-
ma della deducibilita de! valore logico di un evento dalla conoscenza dei
valori degli eventi di una base, pervenendo alla nozione di insieme di eventi
logicamente dipendenti da-essa. Nel§ 3:4 viene poi introdotta la nozione di
partizione — insieme di eventi (costiluenti, alternative} incompatibili a due
a due ed esaustivi —1i cui eventi logicamente dipendenti sono tutte le possibili
somme di suoi costituenti, ¢ si possono percid identificare coi sottoinsiemi
della partizione, Se la baseldella descrizione & una partizione, I'imposta-
zione logica & simile a quella classica — ove gli eventi sono per definizione
sattoinsiemni di alternative — Nel § 3.5 & messo in evidenza ¢id che in tal caso
accomuna le due impostazioni (3.5.1 Proposizione) e alcune differenze
concettuali che comungue rimangono (3.5.1 Commento).

3.1 Premessa

Poiché la probabilita di ogni evento — il grado di fiducia
di un soggetto sul suo verificarsi — pud sempre essere data in
termini di quota di scommessa (§ 2.3), & del tutto naturale pensare
di ispirare una definizione rigorosa della nozione di probabilita
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a uno schema di scommesse: come in efferti faremo nel §9.2,
dando la definizione di probabilitg coerente (Definizione 9.2.4),
Riteniamo perh pin utile fare prima un discorso che scgue da
vicino quello che solitamente si trova nei capitoli introduttivi dei
testi tradizionali di caleolo delle probabilith,

Dya un lato perché - interpretando la probabilita in termin
soggettivi e ghi event (che nell'impostazione classica sono soltoin-
siemi di un insieme) in termini logici - le argomentazioni svolte
in Lali testi possono essere utilizzate per una introduzione al ragio-
namento in condizioni di incertezza anche dal nostro punto di
vista. In particolare per [ar emergere le proprieta (almeno le pid
importanti} che Fanalisi di un appropriato numero di esempi fark
considerare ragione ure del grado di fiducia.

Dall'aliro pe b sl agevola il letlore,
poiché lo si meite [§ ione di approfondire
gli argomenti che Huppando, attingendo
senza troppo sforzo :W a ciistente in tema di
calcolo delle proba :'-m:i naturalmente di farlo
interpretando gli arg o in chiave logica — se
riguardano la deseri ‘ m elliva—se riguardano la
valutazione -, siano €351 gspostl 11 [erming assiomatici o dichiara-
tamente oggettivi. CoS{thé Ui o non & difficile fare, almeno
per quel che rigoard Weslnt pill clementari, come Sono in
prevalenza quelle trd mvngfmgﬁm due Capitoli 4 ¢ 5. Le
questioni pid delicald]- LiEMSHE differenziano anche sotto
l'aspeto formale la teoria di de Finenti [5] da quella classica di
A. N, Kolmogorov 7] -, che non possono emergere nell'attuale
contesto perché premature, saranno segnalate e commentate a
tempo debito, man mano che matureranno le condiziom che
conscntono di renderle intelligibili.

In questo capitolo tratteremo con sufficiente deitaglio dal
punto di vista logico gli aspetti descrittivi che occorre avere in
evidenza per poter tradurre correttamente in termini logici la
descrizione dell'incertezza che si trova nei testi tradizionali di
calcolo delle probabilith. E naturalmente indispensabile, per
questo, dare anche la nozione insiemistica di evento ¢ del relative
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quadro della possibilitd. Lo faremo al termine del capitolo,
quando sard possibile mettere il tutto in collegamento con la
versione logica della descrizione.

Dei problemi della valutazione nell'approccio classico
— visti nell'ottica soggettiva — ci occuperemo nei due capitoli
successivi: nel Cap. 4 della valutazione in ambiente finito e nel
successivo Cap. 5 di quella in ambiente infinito.

3.2 Operazioni con eventi

Come segnalato in 2.2.2 Cemmento, l'insieme di proposi-
zioni & destinato a descrivere l'incertezza — il linguaggio del
problema (§ 1.5) — viene scelto a piacere da chi studia la situazione
incerta, in ragione del dettaglio descrittivo che egli desidera con-
seguire. Si ¢ anche detto ivi— e provato nel Complemento 2.2.3 —
che egli ¢ libero poi in ogni momento di affinare la descrizione,
aggiungendo nuove proposizioni a piacere secondo le sue
esigenze. Una di queste csigenze si puo presentare quando si
desidera introdurre delle operazioni nell'insieme di eventi (classi
di equivalenza) £ | (Definizione:22:2). Seguendo la procedura
prevista in generale per l'introduzione di operazioni negli insiemi
quoziente, si tratta qui di estendere-all'insieme di eventi £y le
operazioni definite sull'insieme di proposizioni £ dai connettivi
e MR VAN

Ad esempio, per introdurre in £}y l'operazione corri-
spondente all'alternativa binaria v, la procedura prescrive: (i) di
fissare una coppia generica di eventi E;, E, in & |o; (ii) di
scegliere due proposizioni p,,p,e £ che 1i definiscono; (iii) di
considerare l'evento {p,v p,)iq; (iv) di verificare se il risultato
— I'evento definito dall'alternativa -~ non cambia scegliendo altre
proposizioni per descrivere gli eventi E,, E,; (v) di porre per
definizione E,v E, = (p,;v p;)o solo se la verifica é positiva,
perché solo allora la definizione & consistente: il risultato
dell'operazione dipende cioe dagli eventi E,, E, e non dalle
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particolari proposizioni scelte per descriverli.

Per attuare il punto (iii) della procedura descritta, bisogna
che p;vp,e &, e dovendolo fare in corrispondenza a tutte le
coppie di eventi dell'insieme &£ ¢, — solo cosi si introduce in esso
un'operazione — occorre che &£ sia chiuso rispetto all'alternativa
binaria. Se cosi non ¢&, si presenta l'esigenza di ampliare il
linguaggio facendo in modo che il linguaggio ampliato soddisfi
questa condizione. Se ci si accontenta di introdurre 'operazione
corrispondente all'alternativa solo per gli eventi di &g, &
sufficiente allora considerare il linguaggio &£ che si ottiene
aggiungendo a & le alternative binarie p,;v p, che si ottengono
scegliendo in tutti i modi.possibili p,,p,€ £.. Se perd a questo
punto si vuole operare ¢on la medesima operazione usando come
operandi anche i risultati ottenuti al primo passo (gli eventi
di £'|¢). sara allora gencralmente necessario cffettuare un
secondo ampliamento. Basta infatti osservare ad esempio che se
P,.p..p;€ L, allora p;v p,,p; € &', ma potrebbe essere che
(p; Vv p;)vp; non appartenga a &£ Se poi si desidera operare ite-
rativamente anche coi risultati dei risultati quante volte si vuole,
puo capitare di dover effettuare una successione di ampliamenti.

Un problema analogg si presenta se si vogliono introdurre
le operazioni corrispondentia fuiti. i einque connettivi elementari
e si desidera operare con esse anche con i loro risultati, con i
risultati dei risultati e'cosi via'gquante volte si vuole. Per poter
operare in questo modo si ha bisogno allora di costruire, a
partire dal linguaggio & scelto come base della descrizione, una
successione di linguaggi (livelli) £ ,, £ ,, ... , sempre pil
ampi. Al primo passo aggiungendo alle proposizioni di & tutte
le possibili composizioni elementari con componenti in &, e
iterando poi il procedimento nei passi successivi usando come
componenti le proposizioni dell'ultimo livello raggiunto.
L'unione di questi linguaggi di Inogo a un linguaggio &£ che
contiene &£ e che prende il nome di linguaggio generato
(da £). Il linguaggio & . & chiuso rispetto alle composizioni
elementari con un numero finito di operandi, ma non rispetto
alla congiunzione e all'alternativa infinitarie. Tuttavia esso €
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idoneo per lintroduzione in &£ .}y delle operazioni corrispon-
denti ai connettivi anche in questi due casi, perché sussiste la
seguente importante proposizione, che riporta anche guanto
appena detto sulla chiusura delle composizioni.

Sia & un insieme di proposizioni non vuoto. Allora il suo
linguaggio generato £ & chiuso rispetto alle composi-
zioni elementari con i connettivi -, —, ¢ e a quelle con
[ connettivi A\, V finite {che operano con un numero
finito di proposizioni). Le composizioni elementari con i
connettivi /\, V infinitarie possono non appartenere a
£, ma sono allora equivalenti in assoluto (2.2.1 Nota) a
qualche proposizione di £.

Pertanto, ogni composizione ¢ con proposizioni di &£
ottenuta operando un numero finito di volte con i cinque
connettivi -, —, €., /\, ¥, e equivalente in assoluto a
qualche proposizione di £.. Esiste cioé pe L, tale che
P <=>C € una tautologia.

In virth di questa proposizione abbiano che aggiungendo a £
composizioni elementari di sue proposizioni, otteniamo un lin-
guaggio &£ che pud essere-diverso da &£ a causa dell'aggiunta
di congiunzioni e alternative infinitarie, ma che € tale che in ogni
stato d'informazione griesca L o= pla.Ls:Pe Lt =L Gla
(la prima delle due ugtaglianze va intesa nel senso convenuto nel
Complemento 2.2.3). Le proposizioni composte con proposizioni
di &, definiscono allora eventi di £ .|q anche gquando le
composizioni non appartengono a £, perché si verifica per
esse la condizione 2.2.3 (ii). Percid si ha che

ai fini dell'introduzione delle operazioni nell'insieme di
eventi & o, possiamo ragionare come se il linguaggio
&L . fosse chiuso rispetto alle composizioni finite di sue
proposizioni.

L'argomento che riguarda i linguaggi generati — indispen-
sabili per una rigorosa definizione delle operazioni e relazioni
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logiche — ¢ sviluppato in dettaglio in termini formali nel prossimo
numero, che pud perd anche essere trascurato in prima lettura,
perché quanto delineato sopra & sufficiente per assicurare una
completa comprensione del seguito del discorso.

3.2.1 Linguaggi generati.

Sia & un qualunque linguaggio, cioé un insieme non vuoto di proposizioni
della logica che, nel contesto di questo numero, vanno intese pill correttamente
come variabili proposizionali (1.2.2 Commento). Ci proponiamo di costruire
I'insieme delle composizioni (proposizioni composte) che si ottengono
operando iterativamente un numero finito di volte con i connettivi =, —, <2,
ALV, al primo passo con 1€ propasizioni di £, € nei passi successivi anche
con i risultati (proposizioni compeste) via via raggiunti. Cominciamo per
questo col costruire I'insieme £ costituito dalla totalita delle composizioni
elementari con proposizioni di &£ e iteriamo poi il procedimento operando
nello stesso modo con le proposizioni di £, per costruire &£ ,, con quelle di
£, per costruire £ 4, ... , con quelle di £, per costruire &£, ... . Posto
L ,=L,pernz1 allora si ha

Ln={ppoqpog AP, VP :ip ged | PcL ]
Cio premesso, diremo che

L o=Unoo Ly ¢ il linguaggio generato da £, & il suo livello
n-esimo e &£ la sua base.

Per come & costruito il linguaggio &£, si vede subito che i valori logici di tutte
le sue proposizioni sono teoricamente deducibili s¢ sono noti i valori di tatte e
proposizioni di &£ . Per definizione & noto infatii il valore di ogni composizione
elementare se & noto il valore di tuite le sue componenti. Conoscendo i valori
delle proposizioni di &, possiamo allora dedurre i valori di tutte le proposizioni
di £ | - in quanto composizioni elementari di proposizioni di £ -, quindi
quello delle loro composizioni elementari che costituiscono il livello £, , ... e
a seguire (per induzione) quello delle proposizioni di ogni livello & .

Struttura delle proposizioni di ..

Circa la struttura delle proposizioni di & 5, in accorde con quanto convenuto
in 1.4.5 Nowa conviene porre A{p} =V {p}=p per ogni proposizione p. Ai
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nostri fini lo possiamo fare, perché le proposizioni A{p}, V{p]. p sono
equivalenti in assoluto (2.2.1 Noza), e definiscono percid il medesimo evento in
ogni stato d'informazione.

Riesce allora £, , & | per ogni n, perché per quanto convenuto le congiun-
zioni e alternative di proposizioni singole di &, ; sono le proposizioni
medesime. Le proposizioni di & ,-& ,_, sono invece quelle che vengono
costruite per la prima volta nel passo r-esimo e le diremo percio di comples-
sita n. Per capire meglio la loro struttura andiamo ad esaminare la dinamica
della costruzione del linguaggio £, cominciando dal livello & . Per costru-
zione, le proposizioni di £, si ottengono componendo proposizioni di & con
une dei cinque connettivi elementari -, —, ¢, /A, V, in tutti i modi
possibili. Come visto in generale per £ ,_,, le congiunzicni e alternative
delle proposizioni singole di £ generano lo stesso &£, mentre tutte le altre
composizioni sono proposizioni composte elemeniari di proposizioni di &£
— almeno binarie — ¢ generano &£ - & (le proposizionidi complessita 1).
Contrariamente al passo iniziale, in cui le proposizioni dell'insieme dato &
sono di complessita uguale (e nulla), nei passi successivi l'insierne da ampliare &
€ss0 stesso ampliamento di un insieme precedente e le sue proposizioni sono
di pit complessita. Al passo #=2 l'insieme da ampliare — con la stessa
procedura del primo passo — & &£ ,_, e, separando le proposizioni di
complessita inferiore alla massima da quelle di complessita massima n—-1, si
pud scrivere £, =L | u(L . -&£ ). Come nel primo passo, anche in
questo le congiunzioni e-alternative delle proposizioni singole generano
l'insieme di partenza (qui &£/, )-Ma al contrario di prima, ora anche le altre
composizioni elementari — canginnzioni e akternative almeno binarie, negaziont,
implicazioni e biimplicazioni — possono generare proposizioni di &£,_,, e
lo fanno tutte le volte ché I lord ¢ampornenti appartengono a &£ _, — sono
allora composizioni gia considerate nei passi precedenti —. Le proposizioni di
L ,-L ,_, - le nuove, quelle di complessitad massima in &£, — sono invece
tutte e sole le negazioni delle proposizioni di complessita massima in &£ ,_,
(appartenenti a &, - £ ;) e le composizioni con pitt componenti (implica-
zioni, biimplicazioni, congiunzioni e alternative almeno binarie), di cui una
almeno di complessitd massimain & ,_,.

Chiusura di &, rispetto alle composizioni elementari (a meno di tautologie).

Come abbiamo anticipato in premessa di questo paragrafo, il linguaggio & &
chiuso rispetto alla negazione, all'implicazione e biimplicazione, ¢ alla
congiunzione e alternativa con un numero finito di componenti. Infatti, se 1 &
la componente di complessitd massima di una di tali composizioni, tutte le sue
componenti appartengono allora a £, e la composizione appartiene percio a
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&£ .+ Non & chiuso invece rispetto alla congiunzione ¢ all'alternativa infini-
tarie, perché ¢ possibile scegliere i loro operandi in modo che il loro insieme
non sia incluso in alcun livello & | (scegliendo ad esempiope &, -pe & |,
=(=p)e & ,, ... ). Abbiamo anche anticipato perd in proposito che ogni
composizione ¢ finita di proposizioni del linguaggio & ; & equivalente in
assoluto a qualche proposizione del linguaggio medesimo. Proveremo anzi in
modo pit specifico quanto segue:

Ogni composizione ¢ finita di proposizioni del linguaggio & ¢
equivalente in assoluto a qualche proposizione del livello & -.

E sufficiente provare che cid sussiste se ¢ & una composizione elementare,
perché il risultato generale segue allora facilmente per induzione, tenendo
conto per questo che le proposizioni di £ si ottengono eseguendo iterativa-
mente un numero finito di composizioni elementari.

Osserviamo intanto che, come visto sopra, ¢ §i conoscono o si suppone di
conoscere i valori logici di tutte le proposizioni di &£ . sono allora deducibili
anche i valori delle proposizioni di & .. E sono peicid deducibili anche 1 valori
delle composizioni elementari di proposizioni di &, — per come sono definite
le composizioni elementari —, appartenganc o no a £ . Ora, supporre di
conoscere il valore logico di tutte le proposizioni di &£ equivale a supporre che
sia vera la congiunzione A, @ p' che si ottiene ponendo p'=p, s¢ sig
SUPPOSto «p verar», e p'=-1p se si & supposto «p falsa». L'insieme di queste
congiunzioni, che indicheremo,condl, & incluso in &£, ¢ pud essere letto come
l'insieme di tutte le possibilivalutazions logiche delle proposizioni di &£ .

Cid premesso, in corrispondénza a unacomposizione ¢ di proposizionidi £,
I'ipotesi che la congiunzione (genérica) A pee P’ sia vera permette di
dedurre che «¢ & vera» oppure(ant)y che «c & falsa». Nel primo caso,
allora, la composizione A, g p'—> € ¢ una tautologia, ed ¢ tale invece
la composizione A peg P —> ¢ nel secondo. Pertanto le proposizioni C e
ViApee P'eQ: Npeg p—>C & tautologial € &£ ; assumono lo stesso va-
lore logico in corrispondenza a ogni valutazione delle proposizioni di &€ - sono
in particolare entrambe false se {A . p'e @: Apeg, poCe tautologia}
& linsieme vuoto (perché allora ¢ & una contraddizione ed & tale anche
ViNpeg p'el: Apeg p—>C &tauiologia} per convenzione) — ¢ quindi
la biimplicazione ¢ «3 V{A ,c g p'eQ: A ,cp p—C ¢ tautologial & una
tautologia, come volevasi. =

Norta.

1l risultato appena dimostrato mostra che ai fini delle definizioni delle
operazioni con le proposizioni del linguaggio & e loro composizioni finite
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— oltenute ciog con un numero finito di iterazioni — sarebbe sufficiente consi-
derare il linguaggio & 5, essendo &£ 4)q = £ yq. Le proposizioni di £, -2 5,
ridondanti ai fini dell'introduzione di dette operazioni, hanno comunqgue una
loro importanza, perché sono un serbatoilo di modi diversi di descrivere
gli eventi, a cui si potrd utihmente attingere per agevolare l'esposizione. Va
tuttavia segnalato che solo una minima parte sara effettivamente utilizzata a
questi fini, perché il loro numero diventa rapidamente "esplosivo™ anche se &
¢ costituito da un numero finito di proposizioni, anche due o tre soltanto. Ad
esempio, se & = {p,.p,, p;}. le proposizioni del livello & | sono le 3 di &£,
le 3 loro negazioni, e 3x3 loro implicazioni e altrettante biimplicazioni, le
2°_4 loro congiunzioni con piti di una componente e altrettante alternative con
pili di una componente. Pertanto &, & costituito da 3 proposizioni di
complessita O — le p,, p,, p; iniziali — da 3+ 2x9+2x4 =29 proposizioni di
complessitd 1 (complessith massima). Senza entrare in troppi dettagli,
vedremo che & sufficiente valutare la cardinalita dei livelli &, e & ; in modo
approssimato per giustificare quanto affermato sopra sul carattere "esplosivo”
della costruzione. Ricordiamo per questo che la costruzione di un livello si
ottiene aggiungendo alle praposizioni del livello precedente le composizioni
elementari di sue proposizioni, di cui ina almeno di complessith massima, con
I'esclusione delle congiunzioni e alternative di una proposizione singola. Si
ottiene allora una limitazione inferiore del numere delle proposizioni che vengo-
no aggiunte, se si considerano sole le composizioni con futte le componenti di
complessita massima, o unadoro parte. Indicata con m una limitazione inferiore
—in un dato livello — del numero/di tali componentl, le proposizioni nuove che si
aggiungono al livello successivo, sone almeno m negazioni, m* implicazioni,
m? biimplicazioni, 2 -m-1 congiunzioni ¢ 2 - m- | alternative. Una limita-
zione inferiore delle propogizioni ghesiaguinngono & percid 2m?+2" _m-2
e, se i & abbastanza grande, una limitazione inferiore significativa ai nostri
fini & gia 2"*!. Abbiamo visto nel nostro esempio che a livello 1 8 m=29. Le
proposizioni nuove del livello 2 sono allora pit di 22 =536.870.912 e quelle
del livello 3 plf.l di 2536870912 - (2{0)53687‘{)91,2 > (163)53687091 = 10161061273. Si tratta
di un numero assolutamente inconcepibile se lo vogliamo spiegare con
riferimento a ¢id che siamo abituati a quantificare, anche se in termini di
misure astronomiche. Ad esempio, se esso & la misura in metri di una
distanza, la luce — che viaggia alla velocita di 3x 10® metri al secondo —
impiega 10'¢'%273/3% 10° secondi per coprire tale distanza, che tradotto in
millenni (dividendo per 86400x365x 1000 = 3,1536x 10'% significa

Per contro, & "astronomicamente” pilt ridotto il numero massimo degli eventi
che le proposizioni sono in grado di descrivere. Sono infatti 27 =8 le con-
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giunzioni del tipo p/ A p, A p i, quindi 2% =256 le loro alternative, e percid
anche glieventi di £1o =L jq. quando £ = {p,.p,,p;}.

Osserviamo ancora che in generale il linguaggio generato ¢ infinito anche
quando & & finito — contiene ad esempio le proposizioni p, ~p, = (= p)},
S [~ (=p)] ... per ogni pe & come gid osservato sopra —, mentre se £
& di cardinalita #, allora il numero degli eventi di & ), non supera (2)2".

3.2.2 Operazioni logiche elementari.

3

La procedura per introdurre le operazioni con eventi ¢ stata
delineata ampiamente in premessa di questo paragrafo, ove si &
segnalato che essa richiede che l'insieme degli eventi sia quello
definito dalle proposizioni di un linguaggio generato, chiuso cioé
rispetto alle composizioni elementari di sue proposizioni (a meno
di tautologie per le congiunzioni e alternative infinitarie). Andia-
mo ora qui a trattare 'argomento in dettaglio, cominciando con
l'introduzione delle seguenti operazioni logiche elementari.

DeriNizioNE. Operazioni logiche elementari.

Siano £, un linguaggio generaio; o. uno stato d'informazione,
p,gee, P, E=piu, F=qlne & =Py Allora:

E =-E=-(pla)=—plg &levenio negazione di E, e assume
valore opposto a quello di E;

AE=AP g — ovvero Apep pla=(Npep Plla — & l'evento
prodotto logico (anche prodotto) degli eventi di &, ed & vero
se sono veri tutti gli eventi di &, falso altrimenti;

VE=V&®y —overo V,ep pla= (Ve Plla — ¢ levento
somma logica (anche somma) degli eventi di &, ed ¢ vero se &
vero almeno un evento di &, falso altrimenti;

(E = F)={(pla—qlo) = (P = @)ja & 'evenro implicazione di
F dato E, ed ¢ falso se é vero E e falso F, vero altrimenti;

(Ee>F)=(plarqie)=(p > gla € l'evento biimplicazione di
E e F, ed é vero se E e F hanno lo stesso valore, falso altrimenti.
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Dimvostrazione. Consistenza delle definizioni.

Come si ¢ segnalato per la somma logica binaria — al punto (iv) della premessa
del presente § 3.2 — provare la consistenza di una definizione di operazione
significa far vedere che i risultati non dipendono dalle proposizioni scelte per
descrivere gli eventi componenti. 1l che si realizza mostrando che se si
sostituiscono le proposizioni che nella definizione descrivono gli operandi con
altre ad esse o-equivalenti, scelte a piacere — anche non nel linguaggio, perché
la consistenza delle definizioni deve essere garantita anche in vista di futari
ampliamenti di descrizione —, si ottengono composizioni a-equivalenti, ciod
tali da definire un medesimo evento in ogni linguaggio. Siano per questo
P, g proposizioni e P’ un insieme di proposizioni.

Consistenza della negazione.

La composizione (p<s ph — (op<>—p) € una tautologia (1.6 Esercizio 3f).
Asserendola sub a si ottiene (1.5.3 Propasizione,d) «se |5 (p <> p), allora
Iz (7p<>—p)», che in termini pit espliciti si pud leggere «se p e p’ sono
c-equivalenti, allora gli eventi =pjg € 2p'|q SON0 uguali». Segue l'asserto.

Consistenza del prodotto e somma logici.
Se p & un'applicazione bijettiva ¥ di & in &', allora le due seguenti proposi-
zioni sono tautologie:

MNpep (Pop(p) 5 ANPAP), Apcplpopp) > VP&V,

Infatti, supposto vero l'antecedentel= comune alle due composizioni —
risultano vere tutte le biimplicazioni p < g(p) ¢ quindi p e p(p) hanno lo
stesso valore per ogni p e &P Se tale valore'@ falso (vero) almeno una volta,
sono false (vere) anche le proposizioni AP ¢ AP (VP e VP'); altrimenti
- se il comune valore di p ¢ p(p) & vero (falso) per ogni p— AP e AP’
(VP e VP') sono entrambe vere (false). Sono quindi veri in ogni caso 1
conseguenti di entrambe le composizioni, le quali sono percid tautologie. Asse-
rendole sub o ¢ usando la b) di 1.5.3 Proposizione, si trova «se | (pe p(p))
per ogni p € P, allora asserisco sub « che la proposizione AP ¢ AP
(VP <> VP') & verar. La consistenza delle definizioni delle operazioni
logiche di prodotto e somma & cosi provata.

18 Un'applicazione di A in B si dice iniettiva se a coppie di elementi diversi di
A fa corrispondere immagini diverse in B. Si dice suriettiva se ogni
elemento di B ha controimmagine non vuota in A. Si dice infine biiettiva se
& iniettiva e suriettiva. Un'applicazione biiettiva di A in B introduce quindi
una corrispondenza biunivoca tra i due insiemi.
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Consistenza dell'implicazione e della biimplicazione.

La composizione (p—pYa{ge>¢")] = [(p—q) < (p'—g")] & una tautolo-
gia (1.6 Esercizio 30). Asserendola sub o sioftiene «se |- (pe>pel; (g€ 7).
allora |- [(p — q) & (p'— g")])», da cui segue l'asserto per l'implicazione.
La consistenza dell'operazione di biimplicazione si ottiene in mode analogo
asserendo sub o la tautologia (p = pIia(ger g = (pe gy (p'<g')]
(1.6 Esercizio 3p). ]

Notazionr.

Le definizioni di prodotto e somma logici si possono dare usando famiglie
anziché insiemi di proposizioni. In corrispondenza della famiglia di proposi-
Zioni (p;);e 7, POSto E; = pj1g, 81 scrivera:

MNict Ei=(WNig1 Pl © Vier Ei= (Vicrpiio-

E facile rendersi conto che se % 2 l'immagine della famiglia (p));c s& € = Pa,
allora € & l'immagine della famiglia (E;);cje riesee N;oj Ei=AE, V1 E;j=
V& (basta ricordare il significato della congiunzione e alternativa multiple).
Nel caso finito useremo di solito la notazione in termini di famiglie. Prefe-
riremo ciog scrivere £, A ... n By, E;v oo vk al posto di A{E,, ... E ),
VAL, , ..., E,}, rispettivamentc.

Inoltre, in analogia con le notazioni introdotte in 1.4.5 Notazioni, se €, &, &,
sono insiemi di eventi, porrero:

-& {-E:Ee&Y).
& né, {E,AE,t Bjeé&jpfyedady
& v, = {E,vE,:f,eé,,E,c6,].

]

Al posto di {E}a& e {E}v&, di solito preferiremo scrivere EA& ¢ Ev§.

Useremo inoltre la seconda e terza notazione anche in forma generalizzata, sia

a famiglie sia a insiemi di insiemi di eventi. In corrispondenza a una famiglia

di insiemi di eventi (§;);. ¢ a un insieme di insiemi di eventi & porremo ciog,

rispettivamente:

/\iE[ @1 = {/\EEI Ei : EiE gi, lEI} e Vie[ éai = {Vie[ Ei H EiE @i, iEI},
A8 ={Npeg E:€c&) e VE =V, s E:6cé).

CONVENZIONE.

Per motivi formali che vedremo in seguito, & comodo convenire che se nelle
notazioni precedenti i simboli € e & sono insiemi vuoti riesca V&€= V& =¢
e A€=AE=Q.
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TERMINOLOGIA.

Gli eventi con cui si opera nelle cinque operazioni elementari prendono il
nome di operandi o compenenti. I risultati delle medesime — negazione,
prodetto, somma, implicazione e biimplicazione — vengono indicati collettiva-
mente col nome di eventi composti elementari. In dipendenza dal numero
degli operandi, poi, un'operazione & detta unaria se l'operando & uno solo
— il che accade per la negazione ¢ per le operazioni logiche di prodotto e somma
quando &€ = {E} (allora riesce A{E} = V{E) =E) ~. E detta invece binaria,
n-aria, infinitaria se gli operandi sono due, », infiniti, rispettivamente.

NoTa.

In seguito, se non & diversamente specificato, si deve sottintendere che gli
eventi che vengono presi in considerazione sone definiti in un medesimo stato
d'informazione.

3.2.3 Eventi compeosti.

Sia & un linguaggio, £ il suo linguaggio generato e o uno stato
d'informazione. Usando 1a 3.2.2 pefimzione possiamo introdurre
nell'insieme di eventi iy, le operazioni logiche elementari.
Poiché, come visto in premesseardel presente § 3.2 £ & chiuso
rispetto alle composizioni elementari- (a meno di tautologie per
la congiunzione ¢ l'alternativa infinitarie), risulta chiuso anche
& cio rispetto alle cinquic epérazioni logiche elementari corri-
spondenti. Segue allora che ¢ possibile iterare il calcolo con esse
usando come operandi anche risultati di operazioni precedenti,
senza dover modificare per questo 'ambiente & ;jq in cui si
opera. Si ottengono cosi le operazioni composte con piu
operazioni elementari, i cui risultati prendono il nome di eventi
composti. Si dicono poi eventi composti di base B < £ ;|q
quelli che si ottengono operando iterativamente con gli eventi di
% seguendo la procedura prevista per la costruzione dei
linguaggi generati: costruendo ciog il livello B, aggiungendo
agli eventi di B tutti gli eventi composti elementari con eventi di
B (3.2.2 Terminologia) e iterando il procedimento per costruire
allo stesso modo B, a partire da B ,_, per ogni n. In analogia
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con la costruzione dei linguaggi generati si ottiene cosi una
successione di insiemi (8 ), per i quali riesce B=B, B, ...
c B, ... elacuiunione U2, B, che indicheremo in seguito
con C.(®), & l'insieme degli eventi composti di base &. Poiché
le operazioni composte con eventi si effettuano con la media-
zione delle proposizioni composte e i relativi procedimenti di
composizione sono analoghi, & abbastanza intuitivo immaginare
che sussista la seguente proposizione.

L'evento composto E definito dalla proposizione composta
p si ottiene sostituendo le proposizioni componenti di p
con gli eventi da loro definiti. Viceversa, sostituendo ogni
evento componente di E con una proposizione che lo defi-
nisce si ottiene una proposizione composta che definisce E.

I1 risultato sussiste per definizione se le p ed E sono composizioni
elementari. Come lasciano intendese Ic costruzioni di C,(%) e
dei linguaggi generati, la prova che esso sussiste in generale si
consegue poi per induzione. La proposizione ha come conseguen-
za — anche questo ¢ ormai intuitive — che se @ &£, & un insieme
di proposizioni che definiscono B.(B = Qo) ¢ £ 5(Q) & il suo
linguaggio generato, si-ha €,(8)= L ,(3)}o, ¢ in particolare
percid Cu(L1a) = Lolol

La dimostrazione rigorosa di_guesti risultati ¢ quella della
proposizione che conclude questo numero, che tratta 'argomento
in termini formali. Dopo quanto si & anticipato in proposito, essa
pud comunque essere trascurata in prima lettura senza
pregiudicare la comprensione successiva del testo.

NoTta.

Si & segnalato pit volte che la descrizione di una situazione incerta viene
decisa da chi intende studiarla, scegliendo a piacere I'insieme £ delle propo-
sizioni che descrivono le circostanze che rientrano nei suoi interessi, ¢ quindi
una base di eventi &£ . Abbiamo visto che considerando il linguaggio £
generato da & si viene in realta a disporre di un insieme di proposizioni molto
pit ampio, mediante il quale si introduce il quadro delle possibilita &, costi-
tuito, come affermato qui sopra, dagli eventi composti di base &, Non si
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deve perd pensare che aggiungere &£ | a £ | significhi dover effertuare una
sua costruzione completa. Si tratta in realtd di una costruzione ideale, perché &
sufficiente sapere che quando occorre si possono eseguire operazioni logiche
con eventi di & |4 e iterativamente con i loro risultati quante volte si vuole
(ottenendo di fatto eventi composti con eventi di &£.|). La situazione che si
configura non & diversa da quella che si ha guando si deve operare con i
numeri di un insieme che sia ampliamento di altro insieme. Non occorre
certamente, ad esempio, costruire tutti i numeri razionali (che sono classi di
coppie di numeri naturali) — né si pud pensare di poterlo fare concretamente —
per esegnire con loro tutte le operazioni che possono interessare. Quello che
conta in un caso come questo (e come il nostro) & conoscere come l'ambiente
viene costruito e come si fa ad operare in modo corretto con i suoci elementi.
Tornande al nostro caso, non costa niente percid supporre — come faremo
sempre d'ora in poi — di dispoeite di un quadro delle possibilith costituito da
una base di eventi ¢ da tutti i suoi eventi composti.

Prorosizione.

Siano £ un linguaggio, £ il suo linguaggio generato, I <L e L (@) il
linguaggio generato da Q. Allora, posto 8=Q ¢ indicato con E(p) l'evento
che si ottiene sostituendo le componenti di pe&(Q) (proposizioni di @) con
gli eventi da esse definiti (appartenenti a B) e i connettivi con le corrispondenti
operazioni logiche, riesce E(p)=pjy e L (Q)a & l'insieme degli eventi
composti di base B. In simboli: & (&)ja=C.(B)={ plu=EP) :t peL Q) }.

D1MOSTRAZIONE.

Per costruzione l'evento E(p) ha schemadi composizione uguale a quello della
proposizione p e i suoi operandi sono eventi di 8. perché corrispondono alle
componenti di p € §. Allora, nella costruzione di £ (@) e C,(B) proposizioni
ed eventi corrispondenti vengono generati in uno stesso passo e si ha percid
che pe @, se e solo se E(p)e B,. La tesi della proposizione & allora equiva-
lente a: Qo =B, ={ pla=E(p) : peQ,} per ogni n. Come gia detto nel
testo, la dimostrazione della proposizione si consegue per induzione.

Base: riesce Quu=B={pia=E(p):peQ} (B=8B,e Q=Q).

La 3= Qp={plo : p€ Q) sussiste per definizione. Si ha poi che ogni propo-
sizione p di & priva di connettivi ed & percid anche componente unica di se
stessa: 'unica da sostituire con l'evento da lei definito (con pig) per ottenere
E(p) e quindi riesce pju = E(p).

Ipotesi induttiva: Qo= B, = ple=EP) : pe Ayl
Riesce Qpy ={=p. Apeop b Vpcpp P poqip.qe @, Pclyle
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Qpirte= =Pl A pep Pios (VY pe g Pliws P21 P qlat p€ L, P Q).
$i ha intanto =p|y = - pje) = E(P)= E(=p). ove la prima uguaglianza
sussiste per definizione di negazione di un evento (3.2.2 Definizione),
la seconda per l'ipotesi induttiva e la terza perché gli eventi “E(p) e E(=p)
si possono ottenere con costruzioni coincidenti fino all'ultimo passo, nel quale
esse differiscono solo perché il simbolo — ha significato di connettivo in —p
¢ nella costrnzione di E(—p) deve essere perciod interpretato come regazione
logica, menire significa gia negazione nella costruzione di = E(p).

Riesce poi Npeg Ploa=Npep Pla=Npep EQI=ENpe o p). ¢ le ugua-
glianze si giustificano come le precedenii. Qui & lz congiunzione che
deve essere interpretata per ultima come prodotto logico nella costruzione di
E(N e 9 p) per giustificare la terza uguaglianza. In modo analogo si prova che
(vpe P Pla= e(vpe P P)-

Analogamente si ha infine P=@)u=@la—9)=(EP) = E@)=EPp—q),
e qui ¢ il connettivo — che va interpretato per ultimo come operazione — nella
costruzione di £(p—¢). Nello stesso modo si prova che (p<>¢lje=E(p > q).
Segue @1\ la={Pla=EP) : pe G 14} € questo completa la dimostrazione. =

COoROLLARIO.

I quadro delle possibilita L., , definito dalle proposizioni del linguaggio £
generato da ur insieme di proposizioni & in uno stato d'informazione o, & l'in-
sieme degli eventi composti @i base £.yq.e riesce Lo oja={pla=EP@) ipedg}.

3.2.4 Dipendenza logica.

Per costruzione, i valori logici delle proposizioni del linguaggio
& generato da un insieme di proposizioni &£ sono deducibili
— almeno teoricamente — se sono noti i valori di tutte le propo-
sizioni di & . Per definizione & noto infatti il valore di ogni
composizione elementare se € noto il valore di tutte le sue
componenti. Conoscendo il valore delle proposizioni di & si
deducono allora i valori delle proposizioni di &£, poi quelli
delle proposizioni di &£,, ... , ¢ a seguire (per induzione) quelli
delle proposizioni di ogni livello &, (n®3.2.1). Poiché il valore
logico di un evento coincide con quello comune delle proposi-
zioni che lo definiscono (Definizione 2.2.2), si ha che 1 valori
degli eventi composti di base B = £ | sono deducibili in ogni
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ipotesi ammissibile sui valori degli eventi della base &
— ipotesi non asseribile falsa (1.3.2(ii),Notazione) —. Per questo
motivo, diremo che gli eventi composti di base B sono logica-
mente dipendenti daghi eventi di &. Pit in generale diamo in
proposito la seguente definizione.

DerinizioNe.  Dipendenza logica.

Un evento E sidice logicamente dipendente (semidipendente,
indipendente) dagli eventi dell'insieme B — brevemente anche
da B — se il suo valore logico é deducibile in ogni (qualche,
nessuna) ipotesi ammissibile sui-valori-logici degli eventi di & .

Indicheremo con & (B) l'insieme degli eventi logicamente
dipendenti da B.

NoTa.

L'insieme &4, (®) rappresenta il limite di deserivibilita dell'incertezza con gli
eventi della base B, nel senso che esso & costituito dalla totalita degli eventi di
cui si & in grado (almeno teoricamente) di dedurre il valore logico in ogni
ipotesi ammissibile sui valori logici degli eventi di 8. In particolare, gli eventi
L2 e ¢ sono logicamente dipendenti dalogni insieme {base) di eventi, perché i
loro valori logici sono notij e percid 'deducibili”, in ogni ipotesi sui valori
logici degli eventi di un qualsiasi insteme. Corme abbiamo visto in premessa di
guesto numero, anche gli eventi composti con gli eventi di ogni base B sono
logicamente dipendenti da 8. Vedremo pin avanti (Teorema 6.3.2) che vale
anche il viceversa. Pertanto, gli eventi composti con gli eventi di un insieme
sono la totalira degli eventi logicamente dipendenti da tale insieme.
L'argomento sul limite della descrivibilita & ripreso e approfondito nel n° 6.3.3,

CompremenTo.  Esempio di ipotesi ammissibili e non, e di condizioni
di dipendenza logica.

Un'urna contiene una pallina bianca e tre rosse. Si eseguano tre estrazioni di
una pallina per volta e si ponga E; = «la pallina estratta al colpo i & biancay,
i=12 3

Se ogni estrazione & seguita da reimbussolamento della pallina estratta, ttte le
quattro ipotesi sui valori di E, e E, (vero-vero, vero-falso, falso-vero, falso-
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falso) sono ammissibili: nessuna delle quattro informazioni & ciog asseribile
falsa. Se dopo ogni estrazione la pallina estratta non viene rimessa nellurna,
sono invece ammissibili solo tre delle quattro ipotesi: non & possibile che £, e
E, siano entrambi veri. Cid premesso, andiamo ad esaminare per alcuni eventi
le condizioni di dipendenza o logica da {E, , E,}.

In entrambe {e modalita d'estrazione 'evento E = le palline estratte nei primi
due colpi sono di colore diverso & logicamente dipendente da {E, E,}: il suo
valore € vero se la prima pallina estratta & bianca e la seconda rossa o se la
prima & rossa e la seconda bianca; & falso altrimenti — nell'estrazione senza
rimessa cid accade in una sola ipotesi (se le prime due palline estratte sono rosse);
in quella con rimessa in due ipotesi {anche se sono entrambe bianche) —.

Se l'estrazione avviene con rimessa, l'evento E; € logicamente indipendente da
{E,,F,}. perché all'atio della terza estrazione l'urna contiene palline di
entrambi i colori, qualunque sia l'esito delle prime due.

Se l'estrazione avviene senza'rimessa. l'evento E; & invece logicamente
semidipendente da {E,,E,}. In tal caso si deduce infatti che E; ¢ false se le
prime due palline estratte sono di colore diverse, perché all'atto della terza
estrazione l'urna & priva di palline bianche (contiene due rosse). 1l valore di E;
non ¢ invece deducibile se £, ¢ E, sono entrambi falsi, perché allora nelle
prime due estrazioni vengono estratte due palline rosse e all'atto della terza
estrazione l'urna contiene una pallina bianca e vna rossa.

3.2.5 Teorema. Proprieta delle operazioni con eventi

Siano E, A, B, C eventi, &, F insiemi di eventi, (E;); < una fami-
glia di eventi e (&)< ;. Sussistono allora le seguenti proprieta:

a) ~(E)=E doppia negazione ~EY=E
b) —L2=¢ ¢ =02
c) EAE=¢ EvE =8
d) Enp=0 EvQ=0
e) EALI=F elementi neutri Evo=FE

f) se E;=E per ogniicl, allora
Nigr E;=E . VierEi=E
FAE=E assorbimento EVE=E
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g) seJ =1 Jtotalmente ordinato, allora
NiejEj=Nier E; ViesEi= Vi E;

.) ]
ANB=EBAA commutanve AVB=BvA

h) NUer€p=Aic; (ANEY V(die; &) =V,e (VEY
AABAC = AA(BAC) associative AvBv(C AV(Bv ()
(AAB)AC = (AvByvC
) (VEIANVF)=VEAF)  (AVINF)=AEVTF)
En(AVB)=(EAAVW(EAB) distributive  p, A By = (EvA)A(EvB)
7o NE = \/_—|é°_ formule di De Morgan nVeé = /Eﬂéi
-(AAB)=A VB -(AvB)=AAB

OSSERVAZIONE.

Le proprieta che riguardano le operazioni multiple sono enunciate preferendo
quando possibile la notaziene insiemistica, perché pit concisa. Ad esse ci
riferiremo in seguito anche guando le utilizzeremo usando la notazione in
termini di famiglie. Avendo in mente 3.2.2 Nerazioni, la loro traduzione da una
notazione all'altra & molto semplice. Le proprieta che riguardano le operazioni
logiche multiple sono riportate ~ in carattere minore — anche nella versione
binaria, che per la sua maggiore semplicita agevola la comprensione del loro
significato.

Nel teorema le proprieta sone clencate a coppic. Quelle riportate sulla medesi-
ma riga sono una duale dell'altra; nel senso che si ottengono l'una dail'altra
sostituendo £2 con ¢ e Avcon MW, eaviceversa. La proprieth della doppia
negazione — in cui non cornpare nesstno dei quattro simboli — & duale di se
stessa.

DmvosTrazZIONE.

Tutte le proprieta elencate sono espresse dall'uguaglianza di due eventi, in
parte composti. La dimostrazione consiste allora nel considerare due proposi-
zioni che li definiscono e nel mostrare che esse sono a-equivalenti in ogni
stato d'informazione. Il che accade evidentemente se e solo se, indicate con
p'c p” le proposizioni che definiscono gli eventi del primo e del secondo
membro, la proposizione p'«<> p” & una tautologia. Circa le espressioni di
p'e p", poiché gli eventi che compaiono nelle proprieti sono generici, devono
essere generiche — variabili proposizionali — anche le proposizioni che li
definiscono. E sufficiente per questo sostituire i simboli di evento con
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corrispondenti simboli di proposizione (n° 3.2.3)19. L'evento certo deve
essere definito con una tautologia e quelle impossibile con una contraddizione,
perché solo cosi sappiamo che la proposizione che definisce {2 ¢& vera e quella
che definisce ¢ & falsa in ogni stato d'informazione. Per semplicita, converra
poi definire £2con la tautologia pv-p e ¢ con la contraddizione pA—p.

Prova delle a)=f).

In queste proprieta intervengono solo gli eventi E, E, ¢, 2. E sufficiente
allora introdurre una sola proposizione per definirli tutti. Posto E=pjq, si ha
E=-pio, 9=pAr-plia. 2=(pVplia-

In corrispondenza alla proprietd a) troviamo p'==(=p), p"'=pep'<>p”eé
percio la tautologia ~{=p)<>p (1.3.3¢).

Le &) danno luogo alle tautologie = {pv—~p) <> pA—-p (1.6 Esercizio 3m) ©
—(pA-p) &> pvop (1.6 Esercizio 3n), tispettivamente.

Le proprieta ¢} si traducono in tautologie banali: p A~ p<>pAa-plaprimac
pv-p<rpvpla seconda,

Le proprietd 4, e) sono lasciate per esercizio.

Posto p; =p, le proprieta f) sono conseguenza delle tautologie /Ay p;<ope
Ve P> p che si provano subito col procedimento di andata e ritorno.

Prova delle g).
Le proprietd commmutative delle due operazioni logiche sono implicite nelle
definizioni di congiunzione e altemativa multiple, i cui valori logici non dipen-
dono da eventuali ordinamenti delle.proposizioni componenti.
Prova delle h).
Le proprieta associative sono conseguenza delle tautologie (1.6 Esercizio 4; vedi
anche 1.4.5 Teorema 1d):

ANUper 5%)(—% Aner (N 5%)9 V(Unef %)H vneI (Vg)n)

Prova delle i), j).
La proprieta distributive sono conseguenza delle tautologie 1.4.5 Teorema ic e
le formule di de Morgan delle tautclogie 1.4.5 Teorema 1f. |

3.2.6 Complemento. Proprietd delle operazioni — € 3.

Le operazioni fogiche di negazione soruma e prodotto sono quelle che si usano

19 Si potrebbero usare anche gli stessi simboli, ma preferiamo evitarlo, affinché
rimanga sottolineato che le rautologie riguardano proposizioni — anzi
variabili proposizionali — e non eventi!
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abitualmente nei calcoli con eventi. Solo raramente capita infatti di dover
operare anche con le operazioni logiche di implicazione e biimplicazione. In tal
caso perd ¢ possibile ricondurre il calcolo a quello che prevede solo le prime
tre operazioni nominate, perché le operazioni implica e biimplica sono
esprimibili come operazioni composte di queste. E percid evidente che sarebbe
stato poco conveniente complicare le regole di calcolo introducendo nell'elenco
del Teorema 3.2.5 anche proprietd che riguardano le operazioni implica ¢
biimplica. Abbiamo cosi preferito considerarle a parte ¢ solo per quel che
riguarda la loro rappresentazione per mezzo delle operazioni logiche -, A, V,
sottolineando anche in questo modo — trattandole ciog separatamente — il loro
minore interesse rispetto alle altre tre. Cid premesso, sussiste la seguente
proposizione.

Prorosizione.
Siano E, F eventi. Allora si ha:

a) (E5F)=~(EAF)=EVF
b) (Eo FY=(EAF)V(EA F)

DIMOSTRAZIONE.

La tecnica dimostrativa & quella usata per dimostrare le proprietd della
operazioni di negazione, sommase prodotto {Teorema 3.2.5).

Siano per questo E=pjq. F=gjg: be-composizioni (p—g) <> ~(pAa-g)e
(pe=2g)yeo (prg)v(mpa—g) sono tautologie (1.6 Esercizio 3b,d).
Asserendole sub « si ottengono la prima delle o) e la ). La seconda delle a) &
conseguenza della formula di De Morgan e della proprieta della doppia
negazione (3.2.5,a). ]

Nora.

1 termini implicazione e biimplicazione sono qui usati nel significato di opera-
zioni logiche e 1 loro risultati — £— F e E«> F — sono eventi, suscettibili
percid al variare degli operandi di assumere valore logico vero o falso. Cib &
stato defto del resto chiaramente, ma merita tuttavia di essere sottolinearlo,
perché pill comunemente tali termini vengono usati nel significato di relazione.
Dicendo ad esernpio che £ implica F, usualmente si intende affermare che si ¢
in grado di asserire se £ & vero, allora & vero anche F, ciog che & vero l'evento
E — F {ovvero che il risultato dell'operazione implicazione con operandi Ee F
& l'evento certo).
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Un discorso analogo vale anche per la biimplicazione. Se si affermache Ee F
si biimplicano si asserisce che si ¢ in grado di affermare che l'evento E<» F'&
vero. La relazione di biimplicazione tra eventi & gia stata usata in questo senso
enunciando le proprieta delle operazioni del Teorema 3.2.5, che infatti sono
state espresse nella forma E'=E" — £’ e E” eventi composti —, intendendo
cosi affermare che E'e E” hanno stesso valore logico, ovvero che Yevento
E'«> E" & vero.

L'argomento qui delineato viene ripreso e trattato in termini generali nel
prossimo § 3.3.

3.2.7 Complemento. Algebre e O-algebre.

Si & visto nel n® 3.2.3 che s¢ & . & un linguaggio generato, l'insieme di eventi
£ oo © chiuso rispetio alla ¢cinque operazioni logiche elementari. Pili in gene-
rale, si & visto che cid accade anche per l'insieme di eventi composti C(%),
per ogni B < £ . In particelare, tali insiemi sono allora chiusi rispetto alla
negazione, alla somma ¢ al prodotto logici binari, e anche rispetto negazione,
somma ¢ prodotto logici numerabili. Essi sono pereid contestualmente algebre
e o-algebre. Ed & tale anche l'insieme &, (8) degli eventi logicamente dipen-
denti da 8B, com'e facile verificare direttamente e come risultera comungue a
posteriori quando sara provato che & (8)=C,(%) - lo abbiamo gi2 anticipato
in 3.2.4 Nota —. Il che spiega anche 1a scelta di indicare tale insieme col simbolo
& (B), che d'ora in poi leggetemo anche «algebra degli eventi logicamente
dipendenti da B».

A proposito delle nozioni di algebra e G-algebra, ricordiamo che in generale
un'algebra & un insieme di elementi che risulta chiuso rispetto a una operazione
unaria e due operazioni binarie che godono-di proprieta analoghe a quelle della
negazione e della somma e prodotto logici binari. Allo stesso modo una G-
algebra & un qualunque insieme di elementi chiuso rispetto a tre operazioni del
tipo precedente ¢ a due operazioni numerabili analoghe per proprieta alla
somma e al prodotto logici multipli. In dettaglio, per gli insiemi di eventi si da
cioe la seguente definizione.

Dermvizione.  Algebra e ¢-algebra di eventi.

Algebra di eventi.

Un insieme di eventi non vuoto & & un'algebra se i suoi elementi verificano le
due seguenti condizioni:

a) seEecd, alloraEe & ;
b) seE, E,e&, alloraE,vE,c&.
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c-Algebra di eventi.
Un insieme di eventi non vuoto B & una c-algebra se é un'algebra ed é
verificata inoltre la seguente condizione: se E;, ... ,E,, ...€®, allora

o
fe2e]
\/”:1 EE EEB.

Nora.

Ogni algebra di eventi contiene l'evento certo e quello impossibile. Contiene
Q, perché se Ee 4, anche £ € & per la a), e allora Q=EVE € & per la b).
Contiene ¢, perché negazione di 2e &.

E facile poi mostrare, usando le formule di De Morgan (3.2.5)), che l'insieme
& & chiuso rispetto alla somma logica binaria se e solo se & chiuso rispetto al
prodotto logico binario. Lo stesso vale per B, per il quale si ha in aggiunta
che esso & chiuso rispetto allasomma logica numerabile se e solo se & chiuso
rispetto al prodotto logico numerabile. Segue allora che le definizioni di alge-
bra ¢ di g-algebra si possono dare anche in termini di prodotto (usando ciog i
prodotti al posto delle somme). Segue inoltre che gli insiemi & ¢ B sono
chiusi rispetto alle composizieni finite ~quelle che si ottengono operando iterati-
vamente un numero finito di volte con la negazione e le operazioni logiche
binarie — e che % & chiuso anche rispetto alle composizioni numerabili.

Le algebre possono essere anche finite. Basta osservare per questo che {£2, ¢}
& un'algebra, evidentemente la minima algebra inclusa in £ |, E bene avere
presente inoltre che le algebre finite sono anche G-algebre. In loro corrispon-
denza ha senso infatti considerare opetazioni di somma e prodotto logico con
infiniti operandi, scegliende jalcuni di essi —almeno uno — infinite volte. Per le
proprietd di assorbimento” perd” (3.2.57, in fase operativa si pud ridurre
ciascuno degli insiemi dijoperands che sirripetono a uno soltanto, trasfor-
mando cosi I'operazione infinitaria in una operazione finita che produce io
stesso risultato, Si vede cosi che ogni algebra finita & chiusa rispetto la somma
il prodotto logici numerabili (e di cardinalita qualsiasi).

In vista di mettere a confronto la nozione logica di evento con quella classica
(§ 3.5}, ricordiamo che in teoria degli insiemi le nozioni di algebra e G-algebra
vengono date per insiemi di sottoinsiemi dell'insieme delle parti P(U) di un
insieme "universo” U non vuoto, e con riferimento alle operazioni insiemistiche
di complementazione ¢, unione U e intersezione M. Adattando le considerazioni
svolte per le algebre e le G-algebre di eventi, abbiamo che ogni algebra di
insiemi & contiene universo e l'insieme vuoto —~se Ac &, allora A= U-A,
AUA“=Ued, ¢=U e & —. Inoltre, ogni algebra di insiemi & chiusa
rispetto alla complementazione, all'unione e intersezione binarie —~ per defini-
zione rispetto alla complementazione e a una delle operazioni binarie, per
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deduzione rispetto all'altra — e conseguentemente anche rispetio a loro
composizioni finite. La stessa cosa accade anche per le ¢-algebre, che sono
chiuse anche rispetto a unioni e intersezioni numerabili.

3.3 Relazioni tra eventi

Come accade per 'algebra degli insiemi, anche per quella
degli eventi accanto alle operazioni si introducono delle relazioni.
Ne abbiamo gia fatto cenno in 3.2.6 Nota. Una prima relazione
tra eventi 'abbiamo del resto considerata implicitamente gia
quando abbiamo introdotto la nozione di evento con la Definizio-
ne 2.2.2. In ogni insieme di proposizioni gli eventi sono infatti
classi di equivalenza individuate dalla relazione di v-equivalenza
(Definizione 2.2.1). In termini di classi di equivalenza due
eventi si dicono allora uguali see solo se sono una medesima
classe. Se vogliamo pero esprimere questo concetto descrivendo
gli eventi mediante proposizioni rappresentanti, diremo che gli
eventi E;=p o, E, =psle sono uguali se e solo se sussiste
l'asserzione |3 (p; <> psk

Come si vede, la nozione di evento e quella di relazione
di uguaglianza tra eventi vengono introdotte mediante il comune
schema di asserzione I (p ¢ g): Siftratta perd di due concetti
decisamente diversi. La nozione di evento si ottiene interpre-
tando lo schema di asserzione come relazione di c-equivalenza
definita su un insieme di proposizioni £.. Quella di uguaglianza,
usando lo stesso schema per definire una relazione su un insieme
di eventi. La nozione di evento deve percid necessariamente
precedere quella di relazione di uguaglianza. Le due noziont
hanno comunque in comune la caratteristica di essere entrambe
dichiarazioni di conoscenza dedotte a partire dall'ipotesi o.

La relazione di uguaglianza tra eventi ¢ gia stata utilizzata
nel n®3.2.5 per dimostrare le proprieta delle operazioni, quando
si & tenuto conto che se p'<>p"” ¢ una tautologia, allora p‘e p”
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definiscono un medesimo evento in ogni stato d'informazione o
— 1o si & gia osservato in altra forma nella 3.2.6 Nora gia citata —.
Qui si precisa che alla relazione di uguaglianza va data una
valenza pid generale di quella vista allora, nel senso che per dire
che gli eventi definiti dalle proposizioni p; e p, sono uguali, non
occorre dover affermare che «p, <> p, & vera» in ogni stato
d'informazione - che lo schema associato ¢ una tautologia —, ma
¢ sufficiente poterlo fare nello stato d'informazione in cui sono
definiri gli eventi. Come gia sottolineato sopra, 'uguaglianza
degli eventi E,, E, va comunque sempre letta come una dichia-
razione di conoscenza. Di valore universale quando si enuncia
una proprietd, di valore relativo quando & conseguenza dell'ipo-
resi o.. Per evitare equivoci si potrebbe scrivere £, = E; nel
primo caso ¢ E; 5 E, nel secondo. Riteniamo perd superfluo
appesantire la scrittura, perché l'interpretazione da dare al
simbolo = appare chiara di solito dal contesto del discorso. In
caso di dubbio, comunque, non & difficile verificare se cid che si
legge & una proprietd © una dichiarazione di conoscenza condi-
zionata ad «o. Basta per questo verificare se p,;<>p, ¢ 0 no una
tautologia. I due esempi che seguono possono bastare per chiarire
la questione:

l'uguaglianza E A ¢-= ¢ &' una proprietd, perché lo schema
di proposizione p x{p A npy<spap & una tautologia;

l'uguaglianza E; A E, = ¢ & invece una dichiarazione di
conoscenza nello stato d'informazione in cui sono definiti
gli eventi, perché lo schema p, Ap, & p; A~ p; non é una
tautologia.

Veniamo ora a dare la nozione di relazione in generale.
Analogamente a [ (p <> g), ogni altro schema di asserzione puo
essere usato per introdurre una relazione — un legame logico —
tra gli eventi di un insieme. Dato lo schema Iz s, con s proposi-
zione composta di componenti {p;:iel}, per introdurre suo
tramite una relazione in un qualunque insieme di eventi basta
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dichiarare (definire) gli eventi {E; :iel} di tale insieme in
relazione se e solo se sostituendo le variabili proposizionali p;
con loro rappresentanti, si ¢ in grado di asserire che s ¢ una
proposizione vera: |5 s. Al pari dell'uguaglianza, ogni relazione
tra eventi & dunque una dichiarazione di conoscenza del
valore logico di una proposizione, che si deve ritenere fatta
nello stato d'informazione in cui sono definiti gli eventi.
Pertanto, come accade per il concetto di "possibile”, anche
quello di "relazione" non ¢ intrinseco alla situazione cui si
riferisce, ma dipende dallo stato di informazione e conoscenza
raggiunto dal soggetto che lo sta studiando.

Oltre l'uguaglianzay sonostie-le relazioni di maggiore
interesse. Quelle riportate nella seguente definizione, in cui per
completezza ¢ elencata anche quella di uguaglianza.

3.3.1 Definizione. Rclazioni di uguaglianza, implicazione,
mcompatibilita ed esaustivita.

Sia o uno stato d'informazione, E;..E, eventi, (E;);cj una
Sfamiglia di eventi, E; =p) i Es=P2la € Ei=Ppilo per ogni i€l
Introduciamo allora in ogni linguaggio le seguenti relazioni

Relazione di uguaglianze.
Diremo che E; e E, sonv ugnali, e scriveremo E,;=E,, se e solo
se sussiste la [ (p; <> py).

Relazione di implicazione.
Diremo che E, implica E,, ¢ scriveremo E, = E, (anche
E, <= E,;), se e solo se sussiste la |z (p;— p»).

Relazione di incompatibilita.
Diremo che gli eventi della famiglia (E;);csono incompatibili
se e solo se sussiste la |z = /N ;o p;, ovvero se riesce Nje E;=9.

Relazione di esaustivita.
Diremo che gli eventi della famiglia (E;);cjsono esaustivi se e
solo se |5 V. p;, ovvero se riesce Vi E;=£2.
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Dmvostrazione. Consistenza delle definiziont.

Consistenza dell'implicazione.

La composizione [(p, = p)ap/ o pa(p;p)) = (p;— p2) S una
tautologia (1.6 Esercizio 30). Asserendola vera sub o e usando la regola di
scomposizione 1.5.34, allora si trova

se iz lp;—=pdalp/op)alp;op,]. allora i (p;— ps),

da cui usando la 1.5.3 5 si ottiene

se [z (p,p) e lgp/op) ¢ g (paeapy). allora |5 (p;—p2)-

Poiché sussiste nella nostra ipotesi |3 (p; —>p,), se scegliamo p; a-equivalente a
p; e pj a-equivalente a p,, sussiste allora 'antecedente dell'nltima implicazione
e quindi anche il conseguente. Cid prova che se in uno stato d'informazione si
¢ in grado di asserire che p, —»p, € vera in corrispondenza a una coppia di
rappresentanti di E; e E,, allora si € in grado di farlo anche per ogni altra
coppia di rappresentanti. [a definizione di implicazione & percio consistente.

Consistenza dell'incompatibilita.

La composizione [(=Ajcrp)alAjerpie>g)]— ~Ajc7q; con
(g;);c s famiglia di proposizioni arbitraria, & una tautologia (1.6 Esercizio 5a).
Asserendola sub o e usando Ie 1,5.34,4 si otticne

"sely (T Ajerpi) e I P g per ognifel allora ly (= A ey ).

Con ragicnamento analogo al precedente, nell'ipotesi che p; e g; siano rappre-
sentanti di £;, per ogni i, si troya'che (3 ;) (che sussiste per ipotesi)
implica |- (= A ;¢ ¢;) per ogni-scelta delle proposizioni rappresentanti deghi
eventl E;. La definizione diincompatibilita & percid consistente.

Consistenza dell’esaustivita.

L.a prova & analoga alla precedente. La si ottiene asserendo ora la tauiologia
[(Vier pd nNjer (i3 )] = Vet g; (16 Esercizio 5b). n
ComrreMENTO.  ncompatibilitd ed esaustivitd per insiemi di eventi.

Con riferimento a un insieme di eventi &, le relazioni di incompatibilita e di
esaustivitd si scrivono A€ = g e V& = (2, rispettivamente.

Nora.

La relazione di incompatibilith & usata principalmente con riferimento a coppie
di eventi, ciog nel senso di relazione binaria, Ed & in questo senso che essa si
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presta a commenti di maggiore interesse, per il suo collegamento con la
relazione di implicazione, alla quale & collegata anche I'esaustivita binaria. Si
veda in proposito il punto e) del prossimo Teorema 3.3.2,

La relazione di esaustivita ha invece interesse maggiore con riferimento a
collettivita di eventi. Il legame logico si traduce nell'affermare che un evento
delf'insieme & sicuramente vero. Abbinata alla relazione di incompatibilita
binaria, la relazione di esaustivitd da luogo alla fondamentale nozione di
partizione dell’evento certo (Definizione 3.4.1).

3.3.2 Teorema. Proprieta delle relazioni tra eventi.

Siano E, A, B, C eventi, 8§ & insiemi di eventi, (A;);c1. (B)ier
Jamiglie di eventi. Sussistone allora le seguenti proprieta:

a) SeA=BeB=C allora A=C
b) A=A

¢c) A=>BeB=A ss¢e A=B

d) SeA=BeB=C, vdlora A= C
¢e) A=B sse B=A

f) A=B sse AAB=A sse. AAB=0¢
sse AvB=B “se AVB=L

g) ¢9=>E=
h) SeA=BeA=¢ alloraB+

i} AE=E=VE, perogniEc§
Nict Ei=Ey= Vo E;, perognihel

j) ABUF)IDAE=VE=VEUF)

k) SeA;= B;perogniiel, allora NcrA; =N B;
¢  VietAi=Viel B;

1) SeA=EperogniEc&, allora A= A8 e A=VE
m) Se E=AperogniEe8  allora AE =A e VE=A
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DiMOSTRAZIONE.

La dimostrazione di ogni singola proprieta consiste nel tradurla in una tauto-
logia e nell'asserirla sub «, stato d'informazione (sottinteso) in cui sono
definiti gli eventi. Nel caso delle proprieta delle operazioni avevamo a che fare
con tautologie dei tipo p'¢>p” (biimplicazioni), tali percio da assicurare che le
proposizioni pe p” - corrispondenti al primo e secondo membro dell'ugua-
glianza espressa dalla proprietd in esame — asserite sub o definivano uno
stesso evento. Si concludeva cosi — con questa asserzione — la dimostrazione.
Ora le tautologie rignardano generalmente schemi proposizionali pill articolati
e le loro asserzioni sub o sono spesso seguite da una loro scomposizione in
asserzioni pitt semplici, E possibile seguire questa linca dimostrativa per
provare tutte le proprietd elencate. E anche perd possibile seguirla solo per
alcune di esse ¢ ottenere le altre come loro conseguenza.

Noi proveremo una parte delle proprieta, lasciando le altre al lettore per
esercizio. Poniamo a tal fing:

E=piy. A=aj, B=bjg, C=Clp. Aj=aj10. Bi=bj|u.

Prova della a).

Qui basta ricordare che due eventi sono uguali se e solo se le loro classi di
equivalenza sono uguali.

Prova della b).
Basta asserire sub o 'ovvia-tautolegia a— a.

Prova della c).

Questa proprietd si traduce nellatautologia [(a = b)a(b—a)] <> (a<b)
(1.3.14). Asserendola sub o ¢ usando 1a 1.5.3e si trova "j7 [(a — b) A
(b->a)] se e solo se |7 {a <> b)». Usando la 1.5.35 per il termine di sinistra,
siricavala |z (@ = b) e |7 (b—a) se e s0lo se | (@ > b)». Dalle definizioni
di implicazione ¢ uguaglianza tra eventi segue "A=>Be B= A se e solo s¢
A =B», che ¢ la tesi.

Prova deila prima delle f).

"A = B sse AAB=A>» si traduce nella tautologia (a = b) < (arb e a)
(1.6 Esercizio 3¢). Asserendola sub o e usando 1.5.3¢ si trova che sussiste la
"Iz (a—b) seesolose |-(anbesa)». Interpretando le due asserzioni come
relazioni tra eventi — come implicazione la prima e uguaglianza la seconda — si
ottiene la tesl.

Prova della g).
Sitratta in realtd di due proprietd: ¢ = Eed E = Q. Come detto in premessa, si

.
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possono dimostrare traducendole in tautologie ed asserendole sub a. In alterna-
tiva, si possono provare anche usando in modo appropriato le f} — e proprieta
delle operazioni — come qui faremo. Riesce gvE=Evo¢=Ee FAQ=E
(3.2.5g.¢) e quindi ¢=> E perlaterzadelle f), £= Q2perlaprima. Cioe la tesi.

Prova della h).
Per assurdo, se B = ¢, allora B = A per la g} precedente. Poiché A = B per
ipotesi, per la b) segue A = B = ¢ (assurdo!).

Prova della i).
Si ottiene asserendo sub o le tautologie 1.4.5 Teorema 2a.

Prova della j).

Le proprieta da dimostrare sono tre implicazioni. Scegliamo per questo due
insiemni di proposizioni &, & rappresentanti degli insiemi di eventi.

Andiamo a provare la prima delle implicazioni previste. Essa si traduce nella
tautologia A(PUQ)— AP (1.4.5 Teorema 2b). Tenendo conto che le propo-
sizioni di P U @ sono rappresentanti degli eventi dell'insieme § U &,
asserendo questa tautologia sub o, per definizione di implicazione si ottiene
AEUF)= A&, cioe la prima delle implicazioni,

La seconda implicazione si ottiene usando nell'ordine le proprietd i) e d)
precedenti. La prova della terza ¢ poi analoga a quella della prima (usando ora
la seconda delle tautologie di 1.4.5 Teorema 25).

Prova della k).

La composizione [A; (a; =51 = (Aa;— /\; b;) & una tautologia (1.4.3c).
Asserendola sub o si trova/che sussisie Fimplicazione "se | A; (a;~> b)),
allora [ (A\; a;—» A\ b)»(1.5.3d). Per'definizione di implicazione — applicata
al conseguente — si ha allora v\; -y 4; = A\ 47 B; e resta cosl provata la prima
delle k).

La prova della seconda € del tutto analoga.

Prova delie 1) e ).

Queste proprieta sono casi particolari della &). Si ottengono ponendo in quella
A;=Aperogniied §={B;:iel}. u
CoMMENTO.

La a) ¢ la proprieta rransitiva deli'uguaglianza.

La b) & ia proprieta riflessiva di =.

La c) pud essere letta in due modi. Dando risalio all'uguaglianza A =B, essa si
pud rigunardare come il metodo dimostrative di andata e ritorno per provare che
nell'ipotesi « gli eventi A e B sono uguali. Dando invece risalto alle due
implicazioni, essa esprime la proprietd antisimmetrica di =. Come dice la
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proprieth d), la relazione = & anche transifiva ¢ abbiamo gia visto che essa &
pure riflessiva. Pertanto, in ogni insieme di eventi § la relazione = & un
ordine debole (Nota 4 a pi¢ di pagina). Da essa, dichiarando A 22 B se e solo
se A=> B e A#B, si ottiene una relazione d'ordine (stretto). Altre proprieta
dell'ordine = sono messe in evidenza dalle proprietd successive.

La proprieta g) dice che I'evento impossibile precede e che quello certo segue
ogni altro evento.

La proprieta i} dice che gli eventi di un qualunque insieme (o di una qualungue
famiglia) ammettono un precedente comune (AE), diverso da ¢ se gli eveni
di & non sono incompatibili, e un seguente comune (V&), diverso da £2 se gli
eventi di € non sono esaustivi.

La proprieta f) preseata modi equivalenti di esprimere la relazione di impli-
cazione. In particolare collega la relazione di implicazione con quelle di
incompatibilita ed esaustivita.

CompLeMENTO.  Evoluzione della nozione di evento nella descrizione
mediante linguaggi dotati di struttura,

Nel Complemento 2.2.3 abblamo studiato I'evoluzione della nozione di evento
a seguito di aggiunta di nuove proposizioni a un linguaggio & arbitrario. Per
ogni £ 5 &£ e ogni pe £ abbiamo associato all'evento pjy 2 € £ o l'even-
10 P, 2 € £ |, stabilendo cosiuna corrispondenza biunivoca (biiettiva) tra ghi
insiemi Ljq e {pia.gr : p et £, nella quale gli eventi corrispondenti
Pia, 2 € Plo2s p € L. hamo lo'stesso valore logico — sono entrambi veri 0
entrambi falsi — e descrivona percidyl incertezza nello stesso modo. Per questo
motivo abbiamo individuato in-{pje ¢’ : p € &£ } l'insieme di eventi che
rappresenta (si identifica con) £, nell'ambiente ampliato Lo

Abbiamo aliresi segnalato nel medesimo cormplemento che la giustificazione di
questa identificazione sarebbe stata rafforzata con lintroduzione delle
operazioni e relazioni tra eventi, mostrando che la corrispondenza biunivoca
suddetta & un isomorfismo (Nota 14 a pi¢ di pagina) rispetto ad esse. Occorre
perd per questo che gli insiemi di eventi £, € &)y siano chiusi rispetto aile
operazioni logiche. E cid accade se £ e &£ sono linguaggi generati (n°3.2.3.
Poniamoci allora in questa ipotesi, Osserviamo intanto che poiché le relazioni
si ottengono asserendo risultati di operazioni logiche composte, ¢ sufficiente
provare che &)y e £'|¢ sono isomorfi rispetto alle operazioni. Basta anzi
farlo per le cinque operazioni logiche elementari, essendo le operazioni
composte iterazioni di quelie.

Nel caso della negazione, preso pe &, riesce ~(Plg. L) = " Pla, 2 1D Liwe
“(Plo, ) = T Pjo.@r in Ly (3.2.2 Definizione). Si legge cosi che le negazioni
di eventi corrispondenti — di pjg,# € plo ¥ — hanno come risultati eventi
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corrispondenti, e questo prova che la corrispondenza tra gli insiemi di eventi
Ly e {plog t pe L} & un isomorfismo rispetto alla negazione.

Nel caso dell'implicazione per p,ge & riesce (Plo.g 29 j0.2) = @ = ),
e infige P =92 =P—>q9) s in £ e siconclude come per la
negazione. Per il caso della biimplicazione basta rifare i passaggi precedenti
sostituendo il simbolo — con <.

Passando alle altre due operazioni, sia ora P <L, Riesce allora per definizione
Vpe? Pla,& = (Vp eP p)iﬂ,i' in £ o © va P Plo' = (vpe P Plo, g in
&'\« Qui si legge che sono le somme logiche di eventi corrispondenti ad
avere risultati corrispondenti, e guesto mostra che la corrispondenza ¢ un
isomorfismo anche rispetto alla somma logica. La prova che c1d accade anche
per 1l prodotto logico & del tutto analoga. [

E utile osservare che la dimostrazione degli-isomorfismi rispetto alle
operazioni logiche si pud ottenere anche in un'unica soluzione ragionando
con riferimento a una generica operazione composta. Sia infatti P < &,
c(p : pe P) una proposizione composta con le proposizioni pe &#. Per
3.2.3 Proposizione allora si ha C(pjg. 2 :peP)=€ClpipePlig,e N L g e
Clply, 2 peP)=Clp:1peP)|n & in L'y La conclusione a questo punto &
analoga a quelle viste per le composizioni elementari.

3.3.3 Complemento. Rappresentazione degli eventi con
b diagrammilhi Venn.

Le propriet delle operazioni gon eventi-¢ quelle delle relazioni, elencate in
3.2.5Teorema e nel Teorema 3.3.2, diventano proprietd delle operazioni e
relazioni tra sottoinsiemi dilun insieme (universe), se si sostituiscono:

(i) £ con un insieme non vuoto (I'universo), ghi eventi con i suoi sottoin-
siemi e ¢ col sottoinsieme vuoto;

(ii) la negazione col passaggio al complementare ¢ le operazioni logiche
di prodotto e somma (A, V) con l'intersezione e l'unione insiemistiche
(M, ), rispettivamente;

(iii) implicazione = con l'inclusione <, I'incompatibilitd con la disgiun-
zione e l'esaustivitd logica con 'esaustivita insiemistica.

Vi & dunque una identita formale tra algebre di eventi e algebre di insiemi. E
naturale percid pensare di ricorrere anche per gli eventi alla rappresentazione
intuitiva mediante i diagrammi di Venn. Bisogna per questo scegliere una
regione del piano per rappresentare £2, rappresentare gli eventi con i suoi sot-
toinsiemi e dare ai simboli logici delle operazioni e delle relazioni il significato
di quelli insiemistici. Nelle Figg. I, 2 i rettangoli rappresentano P'evento certo.
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In Fig. I le regioni tratteggiate rappresentano, nell'ordine, gli eventi nega
zione (/a), prodotto logico (Ib) e somma logica (I¢). In Fig. 2 sono illustrate
invece le relazioni di implicazione (24) e di incompatibilita binaria ({b).

E

|

a)

b) c)

Figura I — Rappresentazione di negazione, prodotto logico e somma logica.

E,=E

@Ez

a)

b)

Figura 2 — Rappresentazione delle relazioni di implicazione
e di incompatibilita.

3.4 Frammentazione della certezza

in alternative

E piuttosto frequente nella pratica scegliere come base
per descrivere l'incertezza un insieme di eventi a due a due
incompatibili ed esaustivi, tali cio¢ che uno e uno solo di essi si
verifichi. Questo & anzi I'unico modo previsto nell'impostazione
classica di Kolmogorov. Lo abbiamo del resto gia fatto anche
noi nei tre esempi del n°2.1.1. Nel caso del dado (Esempio 1)
abbiamo descritto 1'esito lancio elencando i sei risultati possibili,
introducendo gli eventi definiti dalle proposizioni il punto
realizzato ¢ i, i=1,...,6. In quello della produzione se-
quenziale di un articolo (Esempio 2), con riferimento a ogni
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singolo pezzo prodotto abbiamo descritto la situazione con i due
eventi il pezzo e buono, il pezzo ¢ difettoso. Nel caso della
partita di calcio, infine (Esempio 3), abbiamo proposto una
prima descrizione con i tre eventi A vince, la partita termina in
parita, A perde e anche una seconda pil dettagliata — con un
numero infinito (numerabile) di eventi — prevedendo di elencare
i risultati possibili della partita indicando le reti segnate da
ciascuna squadra.

Tornando al discorso generale, si da in proposito la
seguente definizione.

3.4.1 Definizione. Partizione dell'evento certo.

Un insieme di eventi ' ¢ una partizione di {2 se ¢ solo se i
suoi eventi sono esausiivi e a due a due incompatibili. Agli
elementi di 1P si da il nome di costituenti e quello di eventi
elementari — anche casi possibili o alternative (relativi a
P) — ai costituenti possibili.

COMMENTO.

Lanozione di partizione ¢ fondamentale.e.devepercid essere intesa correttamen-
te, seniza alcuna possibilita di equivoco. La presenza di pit eventi elementari non
deve far pensare che vi possono essere circostanze oggettive in cui talvolta
& vero uno di essi e talvolta un altro. Gli eventi elementari di una partizione
sono a due a due incompatibili e uno solo di essi & vero. Esso & unico e ben
determinato, anche se a noi non noto per carenza d'informazione, perché sono
ben determinati i valori logici di tutte le proposizioni che definiscono gli eventi
elementari (2.2.2 Commento): uno & vero e gli aliri sono tutti falsi.

Nota E TERMINOLOGIA.

La definizione di partizione non esclude — né richiede — la presenza dell'evento
impossibile tra i suoi costituenti. Includere ¢ tra i costituenti di una partizione &
lecito perché I'evento impossibile € incompatibile con ogni altro evento (3.2.54).
Ma & lecito anche escluderio, perché non si perde la condizione che  sia
esaustivo, in quanto riesce (V F)v ¢=V P =10 (3.2.5¢). Se i costituenti di P
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sono tutti possibili,diremo che P ¢ una partizione in eventi elementari
(o alternative) ¢ la indicheremo con P°. Data una generica partizione porremo
ciod P°= F—{p}. Le partizioni P* ¢ P?U (9} si dicono associate.
Ammettere che tra i costituenti di una partizione possa trovare posto anche
I'evento impossibile & comodo, perché ci libera dall'obbligo di distinguere a
priovi i costituenti possibili da quello impossibile. Si tratta di una convenzione
utile — ai fini teorici perfino indispensabile — soprattutto in vista degli sviluppi
che prevedone l'introduzione di partizioni con procedimenti "costruttivi”, com'e
il caso della partizione generata (§ 6.3) e della partizione prodotto (§ 6.2).

il costituente impossibile, se presente, € unico (esiste un solo evento impos-
sibile!). Il discorso appena concluso lascia perd intuire che nelle argomenta-
zioni di carattere generale rignardanti l'introduzione di partizioni mediante
procedimenti costruttivi, capiterd — e non di rade — di "elencarle” pit volte in
vesti formali differenti. Per questo motivo, con abuso di linguaggic, useremo
anche dire al plurale "costituenti impossibili», per sottolineare in quel contesto
I'aspetto descrittive del concetto, senza che ¢io vada a scapito — € naturale —
dell'aspetto sostanziale (unicita del costituente impossibile).

Circa la cardinalitd di una partizione, le ultime considerazioni mettono in
chiaro che essa ¢ infinita se e solo se sono infiniti i suoi eventi elementart.
Conveniamo per il seguito che

la cardinalita di una partizione vada riferita al numero dei suoi eventi
elementari.

La convenzione ha in realti rilevanza solo per le partizioni di cardinalita finita,
perché allora le partizioni agsociate hanno.cardinalita che differiscono di 1, men-
tre la cardinalita di una partizione infinita & uguale a quella della sua associata.

NOTAZIONI.

Estendendo la notazione introdotta per indicare una partizione in eventi
elementari, per ogni insieme di eventi €, porremo €°= & — {¢}. 1l simbolo
&% indica dunque un insieme privo dell'evento impossibile.

Comrrevento.  Parrizione nulla e partizione generata da un evento.

Osserviamo che i costituenti di una partizione ¥ non possono essere tutti
impossibili, perché altrimenti sarebbe VP = ¢ per definizione di somma
logica, in contrasto con la definizione di partizione che vuole ViF = Q.

Pud essere che P contenga un solo costituente non impossibile, ¢ allora
esso deve essere I'evento certo. L'insieme {£2} & dunque una partizione
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- V{Q} = Qe l'incompatibilith a due a due non ha da essere controllata —, la
pilt semplice assieme alla sua associata {2, ¢}. La partizione {£2) e la sua
associata sono le sole ad avere tra i costituenti U'evento certo. Per contro, esse
sono le sole ad essere prive di eventi elementari {costituenti possibili}). Sicché
loro tramite non si pud descrivere altro che la certezza (1'evento certo e quello
impossibile). Per questo motivo la partizione {{2} — e anche la sua associata —
prende il nome di partizione nulla.

Per ogni evento E si ha: EAE = e Ev E = Q. (3.2.5¢). Pertanto {E, Ele
una partizione dell'evento certo e prende il nome di partizione generata da
E. 1 due costituenti sono entrambi possibili se E & possibile, altrimenti{E, E}
& la partizione nulla {£2, ¢}. Le partizioni del tipo {E. £} con E ¢ E possibili
sono le pit semplici descrizioni significative dell'incertezza.

3.4.2 Eventi logicamente dipendenti da una partizione.

L'analisi della logica dipendenza di un evento da un insieme base
di eventi prevede che si stabilisca quello che si sa dire sul valore
logico dell'evento in ogni ipotesi sui valori logici degli eventi
della base (3.2.4 Definizione). Quando la base & una partizione
dell'evento certo, le ipotesi ammissibili sono tutte e sole
quelle che suppongono.vero uno degli eventi elementari e falsi
— necessariamente — tuttiglicaltr.

Dati allora un evento £ eunapartizione P, per ogni suo evento
elementare @ si pud scriveie (3.2.5¢,¢,1):

W=wAR=0AEVE)=(0rE)v(OAE).

Allora, @ # ¢ viene cosi scomposto in due eventi, di cui uno
almeno non impossibile — entrambi impossibili non puo essere,
perché allora sarebbe w = ¢v ¢ = ¢ (3.2.5¢), contro l'ipotesi —.
Diremio che ® ¢ di tipo 1 per E se & possibile solo oA E, di
tipo 2 se & possibile solo @A E e di tipo 3, infine, se sono
possibili entrambi. In loro corrispondenza si ha (3.3.2f):

tipol WAE=w,OrE=¢, 0= E,
tipo2 WAE=¢, orE =0, 0= E,
tipo3 @wAE e oA E possibili.



3.4 Frammentazione della certezza in alternative 107

Nell'ipotesi " vero», si deduce che E & vero se @ ¢ di tipo 1,
che E ¢ falso se w ¢ di tipo 2, mentre il valore di £ non ¢ dedu-
cibile se w ¢ di tipo 3, perché in questo caso esso & compatibile
sia con E che con E. Tenendo fisso E e facendo variare @ si
conclude che il valore logico di E & sempre deducibile - in
corrispondenza a ogni evento elementare di [P — se mancano casi
di tipo 3, non & mai deducibile se i casi sono rutti di tipo 3, &
talvolta deducibile ¢ altre volte no se ¢sistono sia casi di tipo 1 o
(vel) 2 sia casi di tipo 3. In accordo con queste conclusioni e con
3.2.4 Definizione, abbiamo allora:

a) E ¢ logicamente dipendente da P se i suoi eventi elemen-
fari sono tuiti di tipe [ o di tipo 2;

b) E & logicamente indipendente da P se i suoi eventi
elementari sono tutti di fipo 3;

c) E élogicamente semidipendenie da [P se i suoi eventi
elementari sono sia di tipo I o 2 che di tipo 3.

Il prossimo teprema fornisce una fondamentale caratte-
rizzazione dell'insieme 'degli ‘eventi logicamente dipendenti da
una partizione.

3.4.3 Teorema. Eventilogicamente dipendenti
da una partizione.

Gli eventi logicamente dipendenti da una partizione 1P si possono
esprimere (descrivere) tuiti e soli come somma di suoi costi-
tuenti. Il loro insieme &1 (P) (3.2.4 Definizione) coincide con
quello degli eventi composti di base P (n° 3.2.3).
Inoltre, se E=V&, 8 c P, riesce E =V (P-8).

DiMOSTRAZIONE,

Sia Ee &, (P).
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Se E & impossibile, allora esso & esprimibile come somma logica del sottoin-
sieme vuoto di P (3.2.2 Convenzione) ¢ cid basta per l'asserto.

Siaallora E#¢. Posto €= {weP?: 0=E}, F={wecP’: 0= E}, si ha:
E=EAQ=EA(VEY=EAVEVVF) = (EAVEW(EAVHF).

Poiché EAVE=V(EAE)=VIEA®m: we &} =VE - valendo la prima
uguaglianza per 3.2.5; ¢ la terza perchd EA w= o per gli @€ & (3.3.2f) —e
EAVF=NV{Erw:weF|=¢-perché EAw=¢ per gli we&F —, si
ottiene E=VE&,

1l viceversa & conseguenza del fatto che le somme logiche di costituenti sono
eventi composti di base P, percid logicamente dipendenti da P, come osser-
vato in generale per gli eventi composti nel n®3.2.3.

Cid prova la prima parte dellatesi:

Per quanio dimostrato sopra riesce £ = V&, Segue allora £ = VE#E-&)=
V(P-&), e quindi la seconda parte della tesi. u

COROLLARIO.

L'evento E ¢ logicamente dipendente dalla partizione P se e solo se
E=V{we¥:w= E}. In particolare allora si ha che se P ¢ finita di
cardinaliti n, allora &, (¥) & finita di cardinalita 2",

NoTa.

Dopo aver osservato in 3.2.4 Nowa.che U'insieme deghi eventi composti con gli
eventi di una assegnata base & inclusorin'quello degli eventi logicamente
dipendenti dalla base medesima, abbiamo preannunziato che in realta i due
insiemni sono uguali. L'attuale teorema dimostra che quanto affermato sussiste
intanto nel caso particolare che la base sia una partizione [P. In questo caso
infatti ogni evento logicamente dipendente da P & somma logica di suoi eventi
elementari o costituenti — includere o escludere l'evento impossibile tra gh
operandi di una somma logica & irrilevante (3.2.5¢) —, ciog un evento compo-
sto con compenenti in P, Di pit: il teorema dimostra anche che ogni evento
composto con costituenti in P & rappresentabile in forma canonica come
somma logica di costituenti P

In particolare, nel caso della partizione generata da un evento E — il pin
semplice — riesce & ({E,E))={¢, E.E,Q},essendo ¢la somma logica
dell'insieme vuoto (privo di costituenti), £=VE, E=VE Q=EvE.
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3.5 Interpretazione logica della descrizione
classica dell'incertezza

In virti del Teorema 3.4.3, per ogni evento E logicamente
dipendente da IP esiste un sottoinsieme § < [P tale che E=V &.
Inoltre, identificando & con & U { ¢} —perché VE=V(E U {$}) -,
la rappresentazione di £ come somma logica di costituenti di [P &
unica. Sussiste in proposito la seguente proposizione.

3.5.1 Proposizione.

Sia ' una partizione di Q. Allora, associando a ogni evento
Ec & (P) l'insieme & « [P se e solo se E= N &, si ottiene
una corrispondenza biunivoca tra &,(P)e P (P) — insieme
delle parti di [P —. La corrispondenza risulta inoltre un isomorfi-
smo (Nota 14 a pié di pagina) relativamente alle rispettive
operazioni e relazioni, se si fa corrispondere, nell'ordine, alle
operazioni logiche di negazione, prodetto, somma le operazioni
insiemistiche di passaggio al complementare, intersezione,
unione e alle relazioni jogiche di uguaglianza, implicazione,
incompatibilita, esaustivitar le relazioni insiemistiche di ugua-
glianza, inclusione, disgiunzioné, esaustivita.

DIMOSTRAZIONE.

Poiché per ogni insierne di eventi & riesce V& = V&?, senza pregiudizio per
la generalita della dimostrazione possiamo supporre che P sia una partizione
in eventi elementari, facendo cosi in modo che ogni suo sottoinsieme non
vuoto contenga solo eventi elementari (non il costituente impossibile). Cio
supposto, andiamo intanto a provare gli isomorfismi relativi alle operazioni.

La negazione di E=V& & E=V(P-8&) (Teorema 3.4.2). Pertanto, all'opera-
zione logica di negazione corrisponde I'operazione insiemistica di passaggio al
complementare. In particolare, poiché 2=V P, I'evento certo si rappresenta
con la partizione P e l'evento impossibile con il suo sottoinsieme vuoto,

Se (&), 7 & una famiglia di sottoinsiemi di 2, posto E; =V §; per ogniiel,
sussistono allora le due seguenti uguaglianze:
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Niet Ei= V(Mg €) e Vi Ej= V(U €. (1)

La seconda uguaglianza & conseguenza immediata della seconda delle 3.2.5h ¢
prova la corrispondenza isomorfa tra semma logica e unione insiemistica.

La prima, che dice che l'isomorfismo sussiste anche tra prodotto logico e
intersezione insiemistica, non si trova nell'elenco del Teorema 3.2.5 per il
semplice fatto che non sussiste in generale — st veda in proposito il Centro-
esempio che segue la dimostrazione —. Essa sussiste perd, come andiamo ora
a provare, se la base della descrizione & una partizione.

Osserviamo intanto che se uno degli E; ¢ impossibile, il corrispondente
insieme &, & vuoto, ed & quindi vuota anche l'intersezione (M;; €;. Allora,
la prima delle (1) sussiste perché sono impossibili sia /N7 E; (3.2.5¢.4) sia
V(M € (3.2.2 Convenzione).

Se nessuno degli eventi E; ¢ impossibile, allora nessuno degli insiemi &; &
vuoto. Cid supposto, per semplicita continuiamo da qui la dimostrazione per
I'=1{1.2}. Siano percido E, = V& ,E,=V&,, &, &, non vuoti. Per la
proprietd 3.2.5i si ha: (V& ) A (VE&,) = V(&€ A &,), ove per definizione
riesce € A8, = {0, A0, 0,8 ,0,€8,) (3.2.2Notazioni). Se @, # @, &
@, A 0, = ¢ (per l'incompatibilita degli eventi-elementari di 'P), altrimenti si ha
W; A0, = (3, = ©,. Segue allora

(E n8)uiel ={wePiocd Nn&,luisdl,
da cui si ottiene
V(€ A&y =Voctiwedind,} =V(E NE,

equindi E, A5, =(VE DA (ME )= VI(E, né,), ciod latesi nel caso di due even-
ti, Nel caso generale di una famiglia di eventi ion impossibili, la dimostrazione &
analoga. Bisogna perd provare prima la tautologia della prima (generalizzazione
delle 3.2.50 Ao (VP V(A 21 P;), che lasciamo al lettore per esercizio.

Andiamo ora a provare gli isomorfismi che riguardano le relazioni.

Dalla biunivocita della corrispondenza tra &, (F) ¢ P(P) discende intanto che
E, e E, sono uguali se e solo se 1o sono anche i loro insiemi corrispondenti €
¢ &,. Pertanto, alla relazione di uguaglianza logica corrisponde la relazione di
uguaglianza insiemistica degli insiemi corrispondenti, e viceversa: K, =E, se e
solo se & =&,. Di ¢id si & del resto gi tenuto conto nei passi dimostrativi
precedenti e lo si fard anche nei prossimi.

Sappiamo che E, = E, se e solo se E, AE,=E, (3.3.27). Usando la prima
delle (1) e tenendo conto del significato di intersezione insiemistica si ricava:
E,=E,seesolose E,AE,=E, scesolose V(§,n&,)=VE seesolose
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& n&, =&, seesolose & c&,. All'implicazione logica corrisponde
dunque Vinclusione insiemistica, e viceversa: E; = E, se e solose £, C F;.

Usando la prima delle (1) si ha /;o; E; = ¢ (evento impossibile) se ¢ solo se
M7 §; = ¢ (insieme vuoto), usando la seconda si ha invece V. E; = {2 se
e solo se U;o; €, = P. Pertanto, all'incompatibilita e all'esaustivita logiche
corrispondono rispettivamente la disgiunzione e Vesaustivita insiemistiche
degli insiemi corrispondenti, e viceversa.

La prova & cosi completa. n

CONTROESEMPIO.
La relazione (V8 ) A(VE,) = V(&8 &,) non vale in generale.

Siano infatti E,;, E, eventi diversi e compatibili, e poniamo &, = {E;} e
&,={E,}. Allorasi ha

(VENA(VEY = (VIEDANVIED) =E; AE;
e (3.2.2 Convenzione):
V(& NE,) =VE, | n{E;}) = V{insieme vuoto] = ¢.

Pertanto, in questo caso la relazione (V& A (VE,) = V(E,n &) non
sussiste, perché a primo membro abbiamo E, A E,, evento possibile per
ipotesi, e a secondo l'evento.impossibile. =

COMMENTO.

Se la descrizione dell'incertezza ¢ Tatta mediante partizioni, gli eventi possono
dunque essere identificati con i sottoinsiemi di tali partizioni e si possono esegui-
re i calcoli sostituendo le operazioni e relazioni logiche con le corrispondenti
operazioni e relazioni insiemistiche. Come si sara notato, le corrispondenze tra
operazioni ¢ relazioni sono quelle che abbiamo introdotto per ragioni di
identita formale nel Complemento 3.3.3 e che ci hanno permesso di interpretare
gli eventi mediante i diagrammi di Venn. A differenza di quella interpretazione,
basata come detto su solide ragioni di identitd formale, ma pur sempre intuitiva,
l'interpretazione attuale & rigorosa, ancorché meno generale, perché si riferisce
alle descrizioni dell'incertezza mediante partizioni (basi particolari). Essa
ha comunque anche il pregio di indicare concretamente gli insiemi che
rappresentano gli eventi, cosa che € ovviamente essenziale se si vuole poter
sostituire nei casi conereti il caleolo logico con quello insiemistico.

Identificando gli eventi con i sottoinsiemi di una partizione la nostra descri-
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zione dell'incertezza concorda con quella classica di Kolmogorov, ma rimane
ancora tuttavia di valenza pil generale. Le considerazioni svolte sopra hanno
messo in luce, infatti, che per noi sono eventi furti i sottoinsiemi della parti-
zione. Cid accade nella teoria classica solo se la partizione ¢ di cardinalita finita
o numerabile. Se la cardinalita & pit che numerabile si fa distinzione invece fra
sottoinsiemi che possono essere considerati eventi, perché sono "probabi-
lizzabili" — secondo le misure di probabilita classica, che devono essere
g-additive (Definizione 5.2.1) - ¢ sottoinsiemi che non possono essere consi-
derati tali, perché non "probabilizzabili". Le ragioni della separazione dei
sottoinsiemi di alternative in eventi e non-eventi sono dunque conseguenti a
una scelta che riguarda una proprieta della valutazione, la cui natura & sogget-
tiva — a meno che non si voglia insistere a dare alla probabilitd significato
oggettivo! —, mentre cid che riguarda la descrizione deve rispondere soltanto
alle esigenze della logica. Avremo occasione di tornare sull'argomento, per
chiarire meglio questo e altri inconvenienti concettuali che derivano dall’'eb-
bligo di misurare il grado di fiducia solo con probabilita c-additive. E bene
comunque avvisare subito il lettore che le valutazioni c-additive sono parti-
colari valutazioni (probabilita) coerenti, ¢ rientrano percio tra le scelte possibili
— ma non obbligate — di chi vuole valutare in modo coerente.

Un prime difetto concettualmente rilevante lo possiamo perd commentare
subito. L'impostazione classica richiede che si-cominci a descrivere l'incertezza
elencando gli elementi (alternative) di una partizione P. Solo dopo questa
prima operazione si possono.inttadurre gli eventi come sottoinsiemi di alternati-
ve. Se intendiamo considerare anche le alternative come eventi, in quanto
elementi e non sottoinsiemi diun insieme, esse vengono ad avere una natura
diversa da quella degli altri eventi. Si pud ovviare all'inconveniente conside-
rando come eventi elementati’al posto dellefalternative i loro singleton. Resta
tuttavia il fatto che gli eventi elementari non possono essere introdotti in modo
diretto, ma solo dopo aver introdotto qualche cosa di natura diversa: gli eventi
atomici. 1 difetto naturalmente non si presenta nell'impostazione logica. Gli
eventi elementari sono definiti da proposizioni della logica come tutti gli altri.
Circa I'obbligo di ricorrere sistematicamente a una partizione dell'evento certo
per descrivere l'incertezza, esso pud essere gindicato nella pratica non ecces-
sivamente gravoso, perché spesso nelle applicazioni la scelta di una partizione
di riferimento si presenta come approccio spontaneo. Questo spiega la larga
diffusione di questa procedura che, come pil volte ricordato, & stata posta dal
Kolmogorov alla base della sua teoria. Dal punto di vista concettuale rimane
tuttavia il grave difetto di dover distinguere tra descrizione in ambiente finito o
numerabile e pilt che numerabile, e in ogni caso — anche quando il quadro
delle possibilita & tutto I'insieme delle parti — il fastidio di dover distinguere gh
eventi in atomici e non atomici.



Capitolo 4

VALUTAZIONE IN AMBIENTE FINITO

In guesto capitolo vengono introdotie nozioni di base del calcolo delle
probabilita tradizionale in ambiente finito (descritto con partizioni finite),
inquadrando il discorso nell'ottica soggettiva per indagare sulle proprieta
che ¢ ragionevole dare a un grado di fiducia. Chi conosce dette nozioni
pud limitare la lettura a una rapida scorsa, trascurando esempi e
dimostrazioni. Nel §4.1 vengono presentati i modelli simmetrici in cui la
probabilita degli eventi & il rapporto tra numero dei casi (costituenti)
tavorevoli e quello dei casi possibili. Si attribuisce cosi probabilita uguali
ai casi possibili e la somma delle probabilitad’ dei casi favorevoli agli altri
eventi. Cid suggerisce di interpretare la probabilitd come massa unitaria
(§ 4.2) e di generalizzare il procedimento prevedendo che si possa
distribuirla sui costituenti in modeo qualsiasi. La probabilita, come le masse,
¢ allora non negativa, addiriva e qui a somma 1 (normalizzata) sui costi-
tuenti (Definizione 4.2.1). 8i vedra che questc proprieta caratterizzano le
probabilitd coerenti in|ambiente finito (10.5.1 Proposizione). Nel § 4.3
viene introdotta la nozione di prebabilita qualirativa e nel § 4.4 quella di
funzione peso. Si tratta di valutazieni basate suiconfronto delle attendibilita
degli eventi a coppie, accontentandosi di indicare un ordine nel primo
caso, esprimendolo anche quantitativamente mediante guozienti di proba-
bilita (n° 4.4.1) nel seconda:

4.1 Modelli simmetrici

11 calcolo delle probabilita ha avuto inizio con lo studio
di problemi che riguardano i giochi d'azzardo. Nei problemi di
giochi lo schema ¢ sostanzialmente quello che abbiamo visto
nell'esempio del lancio del dado (2.1.1 Esempio 1) 20,

20 A problemi di giochi avevanc rivolto la loro attenzione gia gli algebristi
italiani nel '500. Quello che puo essere considerato il primo trattato di
calcolo delle probabiliti, l'opera "Ars conjectandi” di G. Bernoulli (1713}, &
perd di epoca abbastanza posteriore.
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Per descrivere la situazione si introduce un insieme
{w;,...,w,} di casi possibili — una partizione finita in eventi
elementari (3.4.1 Nota e Terminologia) — che vengone giudicati
ugualmente probabili per ragioni di simmetria. Come segnalato
in 3.5.1 Commento, il quadro delle possibilita & costituito dai casi
possibili e dai loro sottoinsiemi. Gli elementi di tali sottoinsiermi
sono detti casi favorevoli al loro corrispondente evento. In
questi schemi, si assegna come probabilita di un evento il
rapporto tra il numero dei suoi casi favorevoli e quello dei casi
possibili. Ad ogni caso possibile @; viene allora attribuita
probabilitd 1/n — un caso ¢ favorevole sugli n possibili — e agli
insiemi di casi possibili (eventi) probabilitd proporzionale alla
loro cardinalita — con costante di proporzionalita 1/n —. In
particolare, all'evento certo viene data cosi probabilita 1 ¢ a
quello impossibile probabilita O (perché nessun caso ¢ a lui
favorevole).

Andiamo ad illustrare il procedimento con alcuni esempi.

4.1.1 Esempi.

1 primi cingue esempi si riferiscond aluna ben determinata estrazione del lotto,
che consiste nell'estrazionedi 5 numeri, uno per volta, da ciascuna di 10 urne
(ruote) contenenti i primi-90" numeri naturali (lotto italiano). II risultato
dell'estrazione su una ruota@ quindi unacinguina ordinata di numeri naturali,
senza ripetizioni. L'estrazione completa puo allora essere riassunia in una
matrice di 5 colonne e 10 righe (una per ruota). Ricordiamo inoltre che nella
terminologia de! lotto il termine cinguina {senza specificazioni) ¢ usato come
sinonimo di insieme, per indicare cioé 5 numeri prescindendo dal loro ordine
di estrazione. Lo stesso dicasi per i termini ambo, terno, quaterna, che signifi-
cano nell'ordine insiemi di 2, 3, 4 numeri.

1 Caleolare la probabilita che il primo estratto sulla ruota di Venezia sia di
una cifra.

I casi possibili sono 90: il primo estratto ¢ i,i=1,...,90. Per ragioni di
simmetria li givdichiamo equiprobabili. La probabilita del nostro evento i
prime estratto é di una cifra & allora 9/90=1/10.
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Calecolare la probabiliti che il 27 venga estratto sulla ruota di Venezia.

Possiamo considerare ora i 6 seguenti casi possibili: il 27 viene estratto al
primo posio , ... , i 27 viene estratto al quinto posto, il 27 non viene
estratto. Non possiamo perd invocare ragioni di simmetria per dire che
essi sono equiprobabili, perché & previsto che vengano estratti 5 numeri da
un'urna che ne contiene 90, ed & allora evidente che il 27 ha pili possibilita
di non essere estratto che di esserlo. L'ultimo caso possibile dovrebbe
percid essere di probabilita superiore agli altri cingue messi assieme, €
guindi a ciascuno di essi singolarmente. Se si vaole condurre il discorso
in uno schema di simmetria, occorre allora cercare una descrizione pill
adeguata.

Risponde allo scopo quella che si pud ottenere pensando di protrarre
l'estrazione delle pallineoltre la-quinta fino-al loro esaurimento. Questa
descrizione non corrisponde a quanto avviene realmente in una estrazione
eseguita ai fini del gioce del lotto. Ma non si vedono neanche motivi che
impediscano a chi estrae, s¢ ne ha voglia, di proseguire nell'estrazione
(nel gioco della tombela, ad esempio, si estrae quanto occorre, andando
ben oltre la quinta estrazione). Idealmente. quindi, & lecito pensare
di eseguire estrazioni fing ad ottenereio svuotamento dell'urna. Si
possono allora considerare 1 casi possibiliz il 27 viene estrarnto al posto 1,
i=1,...,90, per i quali & ragionevole riconoscere le condizioni di
simmetria. I primi 5 sono favorevoli all'evento E = il 27 viene estratto, la
cui probabilita € percid P(E) = 5/90.

Una impostazione alternativa, che evita 'artifizio di dover immaginare
un'estrazione completa; & 1a'seguente: i numeri estratti su una ruota sono 5
su 90. In accordo con fa premessa; ixcasi possibili si possono allora
identificare con le cinguine (non ordinate, sottoinsiemi di cinque elementi)
che si possono formare con i primi 90 numeri naturali e si possono
definire con le proposizioni: viene estratta la cinguinan, , ..., ns (il sotto-
insieme {n,, ..., ns}), 1 $n, < ... <n; <90.1casi possibili sono (950) ¢
(849) quelli favorevoli ad E, pari al numero delle cinquine che contengono
il 27. Si ha pertanto:

_ {89 !
PE = (5)/(P) =" =

che ¢ lo stesso risultato di prima.

Caleolare la probabilita che sulla ruota di Venezia esca il terno 1,19 .31.

Il problema & analogo al precedente. Seguendo la seconda impostazione
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ivi proposta, ora abbiamo (%) casi favorevoli: le cinquine che contengono

1, 19, 31 e due qualunque degli 87 numeri rimanenti. La probabilita
dell'evento E = esce il terno 1,19,31 & allora:

(87) ; 1.4.
P& = (/%)= 52 Sorrion = suss.gs = 0-00008512.

St perviene naturalmente allo stesso risultato per qualsiasi altro terno.

Calcolare la probabilita che il terno 1, j, k esca su almeno una delle 10
ruote, [ i< j<k <90

Ragionando in termini di cinquine i casi possibili sone (° 0) definiti
dalle proposmlom \/h_l sulla ruota h esce la cinquina ny . ... ,fsp,
l<n, <. <ns,<90;h=1,..,10 Linsieme dei casi favorevoli &
complementare di quello degh sfavorevoli (Teorema 3.4.3), la cui
cardinalita & pib facile da determinare. Cominciamo con 'osservare che &
(950) (87) il numero delle cinguine che non contengono il terno i.j, ksu
una delle 10 ruote, qualunque essa sia. E allora [(90) (87)] il numero
dei casi sfavorevoli all'nscita del terno' su almeno una delle ruote, e
quindi (%O) 0 [( 950) - (827 }]'® quelio dei casi favorevoli alla sua uscita.
Posto E = esce il terno i, J, k su almeno una-delle 10 ruote si ha:

= 1-[((%)- (NI =1 (17 52) " = 0.0008508s.

Calcolare la probabilita che sulla raora'di Venezia esca una cinquina in
ordine crescente.

La precedente descrizione in cinquine non ordinate ¢ inadeguata per dare
risposta all'attuale quesito. Bisogna ricorrere a una descrizione mediante
cinquine ordinate, nsando le proposizioni: escono nell'ordine i cingue
numeri n,, ..., R, distinti a due a due, 1 <n,, ... ,n;<90. I casi possi-
bili sono allora (90);. Quelli favorevoli all'evento E = esce una cinguina
in ordine crescente sono (950), tanti quanti sono i sottoinsiemi di cinque
numeri scelti tra i primi 90 naturali (ogni cinquina ordinata ¢ una permuta-
zione di cinque numeri; di esse una sola li elenca in modo ordinato).
Allora si ha P(E) = (%) /(90);= 1/5! = 0,008333.

Con riferimento al gioco del poker, calcoliamo la probabilita dei
seguenti eventi:

= la mano servita a Tizio é una doppia coppia alle Donne
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D = lamano servita a Tizio & una doppia coppia
S = lamano servita a Tizio é una scala (non reale)

Le carte del poker sono 32, distinte in 8 ranghi, A, R, D, F, 10, 6, 8,7
— elencati qui in ordine di valore decrescente —, ¢ 4 semi (¥, ¢, &, ).
All'inizio ogni giocatore riceve cinque carte. I punti del poker, tra i quali la
doppia coppia e la scala nominati sopra, non dipendono dall'ordine in cui i
giocatori ricevono le carte. La situazione & percid analoga a quella del
gioco del lotto, ove la realizzazione di ambo, terno, quaterna e cinquina
non dipende dall'ordine in cui vengono estratti i numeri. Ai fini del calcolo
della probabilith dei punti che possono essere serviti nel gioco del poker a
un giocatore si pud descrivere la situazione mediante sottoinsiemi di
cinque carte. Essendo 32 le carte disponibili, i casi possibili sono

allora { 12 ).

11 termine coppia indica due carte della stesso rango: due assi, duere, ...,
due 7. La mano & una doppia coppia se € costituita da due coppie di ranghi
diversi e da una carta di un terze rango. Dappia coppia alle Donne signi-
fica che la coppia di rango pili alto € costituita da due Donne.

Cio precisato, contiamo 1 casi (le mani) favorevoli all'evento E scegliendo
prima i ranghi ¢ dopo 1 semi. Allora si ha: (f})(f)(g)(f)(f) A parole: sono
(;) i modi di scegliere le due Donne della coppia assegnata; 1) sono i
modi di scegliere il rango della seconda coppia (di rango inferiore a quello
delle Donne) e (g) i medi di scegliere in questo rango i due semi della
coppia; (?) sono 1 modi-di scegliere tra i 6 ranghi rimasti quello della
quinta carta e (?) moedi dijscegliere in e8so il seme. Facendo il rapporto tra
il numero dei casi favorevoli cosi determinato e quello dei casi possibili
otteniamo: P(E)=0,0215.

1 casi favorevoli all'evento D si contano in modo analogo al precedente.,
Essi sono: (5)(3)(5)(¢)(}). A parole: sono () modi di sceglicre due
ranghi per le due coppie; sono poi (3) i modi di scegliere in uno dei
due ranghi i due semi per una delle coppie e il secondo ('2") ha lo stesso
significato per I'altra coppia; il (?)(‘11) si spiega in modo analogo a quello
dell'evento E. Allora si trova P(D)=0,1201.

Il termine seala indica che le cinque carte di una mano sono di ranghi conse-
cutivi, essendo l'asso cltre che di rango massimo, anche di rango minimo
{precede quello del 7). I cinque ranghi di una scala minima sono A, 7, 8,
9, 10 e quelli di una massima 10, F, D, R, A. Sicché, con riferimento al
rango le scale sono di cinque tipi: quelle che cominciano con Asso, con 7,
.., con 10. Se le carte in scala sono dello stesso seme, la scala & detta
reale. Le altre sono scale semplici (spesso nel gergo del peker scale e basta).
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Per contare il numero di tutte le possibili scale teniamo conto del fatto che
sono 5 i modi di cominciare una scala e che ogni scala & costituita da carte
di 5 ranghi. Allora, sono 5imodi di scegliere il rango iniziale della scala e
restano cosi determinati i suoi quattro ranghi successivi. Per ciascuno di
essi sono ;‘) i modi di scegliere il seme. Pertanto, & 5 { ‘;’)3 il numero delle
mani in scala. Tra queste mani ¢i sono anche le scale reali, per contare
le quali, come per le altre, bisogna scegliere prima il rango d'inizio
—in 5 modi —, ma scegliere poi un so0lo seme per tutti i cinque ranghi. 11
numero delle mani in scala reale & allora 5 (‘g) Segue allora che i casi
favorevoli all'evento S sono 5 (f)5 -5 (‘f), numero che rapportato a quello
dei casi possibili fornisce: P(5)=0,0253.

Con riferimento al gioco del bridge, calcoliamo la probabilita dei seguenti
eventi:

T
B

Tizio riceve una mano tricolore
Tizio riceve una mano bilanciata

Le carte del bridge sono 52. A quelle del poker si aggiungono cinque carte
per ogni seme (20 in tutto} di ranghi 6, 5, 4, 3, 2, in ordine decrescente e
inferiore al 7. Le carie vengono distribuite a quattro giocatori fino
all'esaurimento del mazzo. Anche nel bridge il gioco non dipende dall'or-
dine in cui i giocatori ricevono le carte. Con riferimento a quelle che riceve
uno di essi, I'incertezza pud essee allora descritta mediante i sottoinsiemi
di 13 carte. I casi (le mani) possibili sono allora (fg‘) Ha molta impor-
tanza nel gioco del bridge ‘quella chenel gergo si chiama distribuzione
della mano e che si espuiiiie con una guaterna di numeri, ciascuno dei quali
indica il numero di carte di un seme, sehza precisare quale. Ad esempio, la
gquaterna 6.5.1.1 indica una mano che ha 6 carte di un seme, 5 di un
secondo seme ¢ una per ciascuno degli altri due. Le mani che hanno
distribuzioni 4.3.3.3, 4.4.3.2, 5.3.3.2, sono detie bilanciate. Le altre
distribuzioni sono classificate in base al numero di semi con pitt di ire
carte ¢ sono dette:

tricolore quelle con tre semi con pil di 3 carte (le distribuzioni
4.44.1 ¢ 54.4.0),
bicolore quelle con esattamente due semi con pit di 3 carte, esclusa

la bilanciata 4.4.3.2.
monocolore  quelle con esattamente un seme con pit di 3 carte, esclusa
la bilanciata 5.3.3.2.

Come indicato esplicitamente sopra, le mani bilanciate sono di tre tipi e
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quelle tricolore di due. I tipi di mani bicolore e monocolore sono molto pill
numerosi, tanto che per distinguerli si usa aggiungere il numero delle carte
dei semi che superano 3. Ad esempio, bicolore 6.5 — & una mano distri-
buita 6.5.1.1 ¢ 6.3.2.0 —, monocolore di 7 carte — & una mano distribuita
7222073210 7330 -, eccetera.

Per il conieggio delle mani che hanno una assegnata distribuzione convie-
ne scegliere prima il seme e poi il rango.

Cio premesso, i casi favorevoli all'evento T sono le mani che hanno
distribuzione 4.4.4.1 o (aut) 5.4.4.0. Cominciamo a contare le mani con
distribuzione 4.4.4.1. Esse sono (4)( 1;) (1)( ! 3) A parecle: 1 modi di
scegliere 1 3 semi di 4 carte sono (3) per ciascuno dei quali sono ( 143) imodi
di scegliere i 4 rangiu SOno percid (‘4 )Q i modi di scegliere i 4 ranghi per
tutil tre i semi scelti; ( )& 'inico modo finasto per la scelta del seme di una
carta e ( ?) sono i modi di scegliere in esso il rango della carta medesima.
Analogamente le mani distribuite 5.4.4.0 sono (;‘)( 153 ) 3)(343 ). I numero
dei casi favorevoli all'evento 7 & la somma di questi due numeri.

Facendo il rapporto con (%) — pumero dei casi possibili ~ si ricava
P(T)=0,0424.

Le distribuzioni favorevoli a B sono le 4.3.3.3, 4.4.3.2, 5.3.3.2.
I rispettivi camvfavorevoh SONo (E)(¥43)(3)(1}) > (2)(]43) ( )(13)( )(13),

( ‘]L)( 153 i g it 133 Y % it l;’) eieasi favorevoli-a B sono la loro somma. Facen-

do il rapporto con il numero dei casi possibili si trova P(B)=0.4760.

Con riferimento al lancio'di due-dadi, st ‘calcoli la probabilita che il punto
somma sia s, s =2 ,..0,12.

I casi possibili per il punto somma sono 11: la somma é s, s = J12.
Non si ravvisano perd elementi che possano giustificare un g1ud1210 di
simmetria che porti a considerare gli undici casi equiprobabili. Al contrario,
vi sono elementi palesi di asimmetria che suggeriscono una valutazione
non bilanciata. Ad esempio, il punto somma 2 si ottiene in un solo modo:
quando entrambi 1 dadi realizzano punto !; il punto semma 4, invece, si
ottiene addizionande 1 e 3 0 2 e 2, e quindi in tre modi: se entrambi i dadi
realizzano punto 2, oppure se uno di essi realizza punto 1 e V'altro punto 3
o viceversa. In effetti, i dadi hanno una loro individualiti — fisicamente
sono distinti — anche quando non siamo in grade di riconoscerli. Pertanto,
almeno idealmente possiamo pensare a un 1° e a un 2° dado, in modo che
il risultato del lancio possa essere visto come una coppia ordinata (i, f),
con i punto realizzato dal 1° dado e j dal 2°. T casi possibili sono allora:
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il risultato del lancio & (1,j), 1 <i,j<6. In questa descrizione si possono
ravvisare quelle condizioni di simme-

tria che andavamo cercando, tali da i\ ! 2 3 4 5 6
giustificare una valutazione di equipro- | 2 3 4 35 6 7
babilita degli attuali 36 casi possibili. 2 3 4 5 6 7 8
Venendo ora al punto somma, ¢i possia- 3 4 53 6 7 8 9
mo aiutare con la matrice qui a fianco, 4 56 7 8 9 10
ai cui margini (sinistro e superiore) si 3 6 7 8 9 10 11
leggonoipunti i, jrealizzatidal 1°edal 6 7 8 O 10 11 12

2% dado, mentre i suoi elementi sono il

punto somma i+j, il quale risulta essere lo stesso lungo la diagonale
secondaria e le linee ad essa parallele. Posto @, = il punto semma é s,
dalla matrice si ricava:

P(a)g)ZP(CUIZ)z-L, P(a)g):P(w”}=i, P(w‘;):P(wIO):i,
36 36 36
P(w;) = P(0) 55> Pl@g) =Pl@g =3 P(w)= .

I prossimi esempi si riferiscono a eswrazioni-da un'urna che contiene palline
fisicamente uguali, distinte solo per colore {quelle dello stesso colore non
sono distinguibili).

S Da un'urna contenente S palline bianche e 2 nere, ne viene estratia una.
Qual ¢ la probabilita dell evente £ = «la pallina estratta é bianca»?

I risultati possibili sono due: la pallina-éstratia ¢ bionca, la pallina estratta é
nera. B evidente che mancano le condizioni di simmetria, perché le
possibilita di estrarre bianca superano quelle di estrarre nera, Per ricondurci
a uno schema di simmetria, possiamo immaginare che le palline siano
numerate: da 1 a § le bianche e 9, 10 le nere. I casi possibili sono allora
10: esce pallina numerata i.i=1, ..., 10, che ora possiamo giudicare
equiprobabili. Tn guesta descrizione l'evento E & definito dalla proposi-
zione \/;8,_:l esce la pallina numero h. 1 casi favorevoli ad E sono 8 e
quindi P(E) = 8/10.

10 Dall'urna del precedente Esempio 9, si eseguano in sequenza 3 estrazioni
di una pallina per volta, seguite da reimbussolamento (rimessa). Detto
successo l'estrazione di pallina bianca, calcolare le probabilita di 0, 1, 2, 3
successi.
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Per il computo dei casi possibili, osserviamo preliminarmente che al
momento di ciascuna estrazione le palline neli'urna sono 10. Distinte le
palline mediante numerazione come nell'esempio precedente, in ogni
estrazione la pallina pud essere scelta in 10 modi. 1l risultato di un'estra-
zione completa & allora una terna di numeri da 1 a 10 con possibilita di
ripetizioni (disposizione con ripetizione di 10 elementi di classe 3)21.
I casi possibili sono percid 10°: esce la terna (h, i, k), 1 < h, i, k < 10.
Indicato con § il aumero dei successi, dobbiamo calcolare la probabilita
degli eventi definiti dalle proposizioni S=#n, n=0, 1, 2, 3. Per calcolare i
casi favorevoli a S=#, osserviamo preliminarmente che per formare una
terna bisogna occupare 3 posti coi risultati della prima, seconda e terza
estrazione, nell'ordine. Una terna favorevole a S=n ha n posti occupati da
palline bianche ¢ i rimanenti 3—# da palline nere. I posti per le palline
bianche si possono scegliere in (2) modi e, per ogni scelta di posti, si
possono collocare su di essi palline bianche in 8" modi, e sui rimanenti
pailine nere in 2*~" modi (disposizioni con ripetizione di 8 elementi di
classe 1 ¢ di 2 elementi di classe 3 —a, rispettivamente). Il numero dei casi
favorevoli a S=n & allora ()87 2%, Pertanta si ha:

P(s=m=(})8" 227 10°= (> }(8/10)" (2/10)"".

Risulta naturalimente:

3

S P(s=n)= 3 @Eiiiio)y " = )y

— + [
n=0 =0 n 10 10

Poniamo gli stessi quesiti-dell'isempio 10, con riferimento perd a unda
sequenza di 3 eStrazionl senzd rimessd.

Pensando le palline numerate da 1 a 10, in analogia con quanto accade
nel gioco del lotto abbiamo qui un'estrazione di 3 numeri naturali scelti tra
i primi 10 (al posto di 5 scelti tra i primi 90). In termini di terne non
ordinate i casi possibili sono (13()): esce la terna (l'insieme) {n; ,n,,n;},
l€n,<n,<n; £ 10.

Anche i casi favorevoli agli eventi §=n deveno allora essere contati in
termini di terne non ordinate, ovvero di sottoinsiemi di 3 elementi.
L'evento $=0 non ha casi favorevoli — & l'evento impossibile —, perché

21

Anche nel caso del lancio dei due dadi dell'Esempio 6, i risultati sono
disposizioni con ripetizione: di 6 elementi di classe 2,
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non ¢ possibile scegliere 3 numeri tra 9 ¢ 10. Percio P(5=0}=0.
I sottoinsiemi favorevoli a S=n, n=1, 2, 3, sono costituiti da »
numeri scelti tra 1 primi 8 ¢ 3—# tra gli ultimi due. 1l loro numero & quindi
(g)(_}2 ). Allora si ha:

s = (N - ()2

Risulta poi:
I T VI sey =
nzz,}P(S—n)-mgl(n)(3_n)_ﬁ(8+56+36)_1.

Un'urna contiene 1 pallina bianca, 2 nere, 3 rosse e 4 verdi. S5i eseguano
quattre estrazioni senza rimessa. Calcolare la probabilita dei seguenti
eventi:

E, = le palline sono tutie bianche

E, = le palline sono dello stesso colore

E; = le palline sonotutte di colore diverso

E, = una pallina ¢ bianca, due sono verdi e una di altro colore

Anche in questo esempio immaginiamo.le palline numerate da 1 a 10.
specificamente: 1 la pallina bianca, 2, 3 lenere, 4, 5, 6 le rosse, 7.8, 9, 10
le verdi. Come nell'Esempic 11, in termini di quaterne non ordinate
(sottoinsierni di 4 ¢lementi} i’casi possibili sono ( 140) =210.

L'evento E; ¢ impossibile: una sola pallina pud essere bianca. 1l numero
dei casi favorevoli & 0 e quindi P{E, )= 0.

Le palline sono dello stesso colore salo.se sono verdi. C'¢ un solo caso
favorevole: esce il sotioinsieme {7, 8 9, 10}. Percio P(E;)=1/210.

Dire che le palline sono tuite di colore diverso equivale ad affermare che
una pallina & bianca, una nera, una rossa e una verde. 1 sottoinsiemi
favorevoll a questo evento sono 1-2-3-4 — la pallina bianca pud essere
scelta in un solo modo, quella nera in due, quella rossa in tre e la verde in
quattro — ¢ percio P(E;) =24/210.

Per I'evento E,, si ha: un posto della terna & occupato da una pallina bjanca
in 1 modo, due posti da palline verdi in ( ‘21) modi e il posto rimanente da
una pallina nera o rossa in (f ) modi. I casi favorevoli sono allora 1-6-5 e
percid P(E)=30/210=1/7.

Due palline dello stesso colore vengono collocate una alla volta in un
casselto scelto fra tre disponibili. Elencare le collocazioni possibili e calco-
lare la loro probabilifa nelle due seguenti ipotesi:
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(i) icassetti possono contenere pii palline;
(i) i cassetti possono contenere al pin una pallina.

Indichiamo con (#, 7, j) il risultato della collocazione che prevede £ palline

nel 1° cassetto, 7 nel 2° e j nel 3°.

Nell'ipotesi (i) sono possibili i casi:

Ap i j = il risultato della collocazione é (h, i, ), 0Sh, i, jS2, h+i+]=2.

Ad operazione ultimata avremo dunque uno dei sei seguenti risultati:
(2,0,01,(0.2.0),(0,0,2), (1, 1, 0), (1, 0. 1), (0, 1, 1.

Per vedere se & giustificato esprimere un giudizio di simmetria su questi
risultati, non dobbiamo scordare che le palline sono fisicamente distinte
anche se per noi indistingnibili (come negli esempi precedenti).
Immaginiamo percid di etichettarle a, b. Allora, abbiamo a disposizione 3
scelte per collocare la pallina a e — a seguire — ancora 3 scelte per collocare
la pallina b (& come estrarre un cassetio e reimbussolarlo). Pertanto, i casi
possibili, che ora possone essere giudicati cquiprobabili, sono in numero
di 3*=9, contro i 6 elencati in precedenza. Indicando le palline con le loro
etichette, possiamo rappresentare graficamente i nove risultati come segue:

labl | | Jabl 1 | lablla s |lal 'bl] lalb

Pertanto, un solo caso & favorevele a-ciaseuna delle prime tre collocaziont
e due a ciascuna delle altre tre. Si ricava allora:

1 2
P(Az,o,o) = P(Ao,z,O} :P(Ao,o,z) =9 P(Ai,t,{l) =P(AJ,0,I) ZP(Ao,f,z) =g-

Nell'ipotesi (ii) sono possibili 1 casi:

By, ; ;= il risultato della collocazione & (B, 1, J), 0Sh. i, S 1, h+i+j=2

e di conseguenza, rispetto a prima, sono possibili solo i tre risultati
(1,1, 03, (1, 0, 1), (0, 1, 1). Il giudizio di equiprobabilita appare qui
giustificato dalla simmetria di guesti risultati (due cassetti occupati e uno
vuoro). Tuttavia & sempre prudente rifarsi a uno schema che interpreta
fedelmente le operazioni che vengono eseguite. Nel nostro caso, conviene
rimettersi nell'ottica precedente: dare cio¢ individualita alle palline e poi
collocarle rispettando l'attuale vincolo. Abbiamo allora 3 scelte per la
pallina a e — a seguire — 2 per la pallina & (nulla cambia nel risultato se si
colloca prima la b e poi la a). Le collocazioni da giudicare simmetriche
sono cosi 6 — le ultime rappresentate sopra graficamente — e a coppie
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danno luogo alle tre collocazioni indistinguibili, che risultano pertanto
equiprobabili. Riesce allora:

2 1
P(By;15)=P(By)=PBy; )= 63

4.2 Probabilita come massa

Le condizioni poste per trattare gli esempi del paragrafo
appena concluso prevedono che nei modelli simmetrici la
descrizione dellincertezza sia fatta mediante una partizione
finita {@;, ..., ®,} di casi possibili e che agli eventi — ai
sottoinsiemi di casi possibili — venga assegnata probabilita uguale
al rapporto tra i casi a loro favorevoli e i casi possibili. Si puo
pervenire allo stesso risultato interpretando la probabilitd come
una rmassa unitaria da equiripartire tra i casi possibili. In tal caso
infatti ogni caso possibile riceve massa pari a 1/x e, poiché la
massa ¢ additiva, quella che compete agli altri eventi € la somma
delle masse dei casi ‘a loro favoreveli: ciog, a conti fatti, al
rapporto tra i casi a favorevoli i casi possibili, come prima.
Questa interpretazione della probabilita come massa suggerisce
un'ovvia estensione delle valutaziont in ambiente finito, pre-
vedendo che la massalpossal gsseie distribuita sui casi possibili
(le alternative) anche in modo ineguale. Distribuzioni siffatte le
abbiamo del resto gia considerate parlando dei risultati 1, X, 2
di una partita di calcio in 2.1.1 Esempio 3 ed anche in alcuni
esempi del n°4.1.1 precedente. Come nel caso dell'Esempio 8,
ove con riferimento al punto realizzato lanciando due dadi
abbiamo considerato le alternative ®; = il punto somma realiz-
zato ¢ i,i=2,...,12, anche se in quell'esempio per attribuire
la probabilita agli ®; abbiamo ricondotto il problema a
uno schema di simmetria introducendo una descrizione pil
dettagliata, nella guale gli @; sono somme delle alternative
w; ; = il risultato del lancio é (i,)), } £1i,] < 6.

A fronte di una descrizione dell'incertezza mediante un
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insieme finito di alternative, considereremo dungue ammissibili
le valutazioni che si ottengono secondo quanto previsto dalla
seguente definizione.

4.2.1 Definizione. Probabilitd in ambiente finito.

Sia P={w,, ..., w,} una partizione finita in eventi elementari
(3.4.1 Nota e terminologia). Diremo distribuzione di probabilita
(0 semplicemente probabilita) P ogni valutazione (applicazione)
che si ottiene ripartendo a piacere la massa (probabilita) 1 tra gli
eventi elementari @, , ..., @, e prolungandola poi per additivita
sugli eventi logicamente dipendenti dalla partizione (sull'algebra
&, (V)), ovvero sulle somme logiche degli eventi elementari di
P (Teorema 3.4.3). Sicché si ha:

P(w)20,i=1,...,n, 20/, Pl@)=1 e P(E)=Za;e@ P(w),
perogniE=VE&, & clw;, ..., a,}.

NoTa.

Osserviamo che la condizione P{e,)= 0 considera lecito porre P(w;) =0, pur
essendo @; possibile. Si anupetie'gon ¢it che eventi possibili possano avere
probabilita nulla — come Vevento impossibile — ¢ percid anche probabilita 1
— come l'evento certo (quandeo le loro megazioni hanno probabilita 0) —.
L'opportunitd di consentire di attribuire probabilitd nulla (oppure 1) a eventi
possibili sarh giustificata nel prossimo capitolo (Proposizione 5.1.1). Qui
segnaliamo invece che questa definizione caratterizza le probabilita coerenti in
ambiente finito. Si veda in proposito 10.5.1 Proposizione.

4,2.2 Teorema. Proprieta della probabilita.

Siano P={w,...., , una partizione di {2 in eventi elementari, E, E,, ...,
E,, eventi logicamente dipendenti da P e P una probabilita. Allora si ha:

al P(EH=1, P(¢)=0 condizione di normalizzazione
b) O0ZPEYL] condizione di non negativita
¢) SeE,AL,=¢ allora P(E,vE,) = P(E))+ P(E,) proprieti additiva
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d) P(E)=1-P(E)

e) PE,v. . VvE)= i P(E) - 12’,1 PEpAE) + lzn P(EpnEinE) - ...
i=1 h<i h<i<j
+ (V" PE, A .. AE,) Jormula d'inclusione-esclusione
f) SeE;nEi=¢ 1<i<j<n, allora P(E;v ... VE)=PE)+...+PL)
g) PE,v. .. .vENSPED)+. . +PE) proprieti subadditiva
h} SeE,= E,, allora P(E)) < P(E,) proprietd di monotonia

D1MOSTRAZIONE.
Le proprieti a) e b) sono conseguenza immediata della definizione.

Prova della c).
Posto E,=VE&,, E,=V&,, riesce E,VE,=V(&€,U&,) (Proposizione 3.5.1)
e per definizione si ha

P(Eg\/Eg):Ech‘;“]u@zP(w):
Lpee, P(@)+ X pe g, P@)=PE) + P(E),

valendo la seconda uguaglianza perché da E, ~ I, = ¢ segue che €, e &, sono
disgiunti (Proposizione 3.5.1).

Le proprietd successive si proyaneusando le prime tre appena dimostrate.

Prova della d).

Riesce EAE = ge Ev E=102732.5) Perle ¢) e a) si otticne P(Ev E} =
P(EY+P(E)=P(£) =1, dacui segue la d).

Prova della e).

Si ottiene per induzione (base n = 2).

Per n =2 si deve mostrare che P(E, v E,)=P(E))+ P(E,)-P(E; AE;). Riesce
intanto E,vE,=E, V{(E,AE)V(E,AE)=E,V{E,AnE;) (325¢cie
3.3.2if) con E,; e E, AE, incompatibili. In forza della ¢) riesce allora:

P(E,vE) = P(E))+ P(E, AE)) = P(E)+ P(E, AE) + P(E, AE,) - P(E, AE,).

Ancora per la ¢} si ha P(E, AE,) + P(E,AE,) = P[E, AE,) v (E, AE,)] = P(E,)
¢ quindi la tesi22,

22 La P(E,vE)=P(E)+P(E,)-P(E,;~E;) si interpreta in termint di massa
come segue. Sommando le masse dei componenti di E; e di E,, quelle dei
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Per semplicita di scrittura mostriamo ora come si sfrutta il risuitato base per
ottenere la ¢) nel caso n=3. Il passo induttivo, solo formalmente pitt compli-
cato, & lasciato al lettore per esercizio. Riesce:

PE,vE,vE)=P(E,vE)+P(E;,)-PUE,vE)AE]] =
P(E,VE) +P(E)~[P(E,AE) + P(E;AE;)-P(E,nE;AnEp] =
PE)+P(E)-PEAE) + P(E)~P(E,nE) - P(E,ANE3) + P(E; AE, AES),
e quindi la conclusione.
Prova della f).
Riesce (3.3.2i) Ej, A ... nEj, = E; AE; =¢perogni2<s<ne 1 <i,<... <i;

< n, ove l'uguaglianza vale per ipotesi. Pertanto ¢ = Ej A ... AnE; = ¢
(3.3.2¢), quindi Ej, A ... AE; = ¢ (332c)edallee)e a) segue allora la f).

Prova della g).
Anche questa si prova per induzione a partire dalia ).
Base. Conseguenza di e), b), che per n =2 porgono:

P(E,v E,) = P(E}) + P(E})-P(E, \E,)< P(E)+ P(E,).

Passo induttivo. Sia P(El v.. . VE, JSPE)+.. +P(E,_ ), n>2 Usando
il risuitato base si ricava

P(E,v ... VE)SPE,V ..oy )+ PENSEE,) + ...+ P(E,_)+P(E,).

Prova della h). B N
Poiché E,AE,=E,, si ha Ejs{E,nEav(Epy E)=E,v(E,VvE,). Segue:

P(E,) = P(E,)+ P(Ey v.E,) 2 PXE)).

La dimostrazione del teorema & cosi completa. u

EsEmpr.

Tutti quattro gli esempi che seguono vengono risolti ponendosi in ipotesi di
simmetria. Gli ultimi tre sono molto neti in letteratura,

componenti conmuni a £, e E, vengono contate due volte. Per ottenere la
somma corretta delle masse dei componenti di E;v E,, esse devono percid
essere tolte una volta. Lasciamo al lettore il compito di interpretare in modo
analogo la formula d'inclusione-esclusione per n = 3.
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1 Tizio gioca il terno con ambo 1,2 .3 sulla ruota di Venezia. Trovare la
probabilitd che vinca (vince se esce il terno o uno dei tre ambi).

Introduciamo i seguenti eventi:

E = Tiziovince
T = esce il terno
Ay, ;= escel'ambo h,i e non il terzo numero, I $h<i<3

Siha E=TvA,,vA,;vA,;con gh eventi della somma logica a due
a due incompatibili. Riesce P(T)={%} /(%)) = (5)3/ (90)3. Per motivi di
simmetria ¢ inoltre evidente che i tre eventi Ay, ; sono equiprobabili.
Riesce P(A), )= ( ) ( ) 85(5)2/(90)3. Per la 4. 2, 2f allora si trova:

P(E)=P(D)+P(A, ) +P(A; ) +P(A, ;) =
(5)2/(90); + 3:85:(5)2/(90)y = 0,00732.

2 Dire se ¢ pin probabile fare almeno un 6 lanciando 4 volte un dado o
almene un doppio 6 lanciande 24 volte dite dadi.

L'inizio della moderna teoria delle probabilita si fa risalire a una famosa
corrispondenza tra i matematici Blaise Pascal (1623, 1662) e Pierre de
Fermat (1601, 1665), originata da alcuni problemi posti a Pascal dal
Cavaliere di Méré, un noto giocatore dell'epoca. Uno di questi problemi ¢
quello proposto nell'esempior IlCGavaliere di Méré pensava che le due
probabilitd dovessero essere uguali. Forse perché la probabilita di fare
doppio 6 lanciando due'dadi '€ sei volte inferiore a quella di fare 6
lanciando una volta un.dado {1/36 contro 1/6). Interpretando le probabi-
lita in termini frequentisti si dovrebbe vedere allora un doppio 6 circa ogni
36 lanci di una coppia di dadi e un 6 circa ogni 6 lanci di un dado. Per
dare luogo a situazioni paragonabili in termini di probabilita in partite di
pilt lanci, i numeri di questi dovrebbero allora essere inversamente
proporzionali alle probabilita di realizzare il punto desiderato in un singolo
lancio. Mettendosi in questo ordine di idee, ai fini della valutazione delle
probabilita degli eventi £ = lanciando 4 velte un dado si realizza almeno
un 6 ¢ Eg o= lanciando 24 volte due dadi si realizza almeno un doppio 6, 4
lanci di un dado dovrebbero "equivalere” a 24 lanci di una coppia di dadi.
Questo ragionamento (era quello del Cavaliere di Méré?) & quasi
deterministico, ¢ non sorprende percid che la risposta possa essere
negativa. Vedremo in effetti che le probabilita di E, & maggiore — anche se
di poco — a quella di E; 4. Per rispondere a entrambi i quesiti conviene
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calcolare la probabiliti della negazione dei rispettivi eventi.

Calcolo della probabilita di E.

Sono 6 i risultati possibili per ciascun dado ¢ quindi 6° i risultati possibili
— evenli elementari -~ del lancio congiunto. Per ogni dade sono poi 5 i
punti possibili diversi da 6 e quindi 5* i casi favorevoli all'evenio
E; = in nessuno dei quattro lanci si realizza 6. Per 1a 4.2.2¢ allora si ha:
P(E)=1-P(Ep)=1-(5/6)*=0,5178.

Calcolo della probabilita di Eg ;. Sono 36 i punti possibili quando si
lancia una coppia di dadi — i «punti coppia» di 4.1.1Esempio 8 —. Scno
percid 36> i casi possibili e 35> quelli favorevoli all'evento E 6.6+ Segue:
P(Eg ) = 1~P(E5$6) = 1-(35/36)*=0,4914.

3 Problema dei compleanni.

Calcolare la probabilita che in un gruppo di n persone almeno due abbiano
il compleanno nello stesso giorno dell'anno (evento E).

Semplifichiamo il problema prescindendao-dagli anni bisestili. Supponiamo
cio¢ che in ogni anno le date di nascita possibili siano 365 — escludendo
dal gruppo i nati il 29 febbraio —. Allora riesce P(E)=1 se n > 3635,
Altrimenti, per rispondere alla domanda possiamo immaginare un'urna
contenente i 365 giorni dell'anno, dalla quale andiamo ad eseguire »
estrazioni con rimessa-per) atrribuire la data di nascita a ciascuna delle
n persone del gruppo..Sone allora 363" le attribuzioni (i casi) possibili.
Circa il numero dei casi favorevoli. anche in questo problema & pii facile
il calcolo di quelli stavorevali, ovvero dei casi favorevoli a E = le date di
nascita delle n persone sono tutte diverse. Si ottiene allora che questi sono
(365),,, perché sono 365 i modi di scegliere la data di nascita di una prima
persona, 364 i modi di scegliere quella di una seconda persona diversa
dalla prima, eccetera. Pertanto si ha P(E) = 1 -(365), /365"

E agevole eseguire i calcoli per piccoli valori di n. Pern=2, 3, 5, 10, si
trova nell'ordine 00,0027, 0,0082, 0,0271, 0,1169. Al crescere di n i
calcoli finiscono col diventare troppo onerosi per un caleole manuale. Con
l'ausilio di un computer il calcolo diventa invece banale per ogni n <365.
Per n=122, 23, 24 40 si trova 0,4757, 0,5073, 0,5383, 0,8912. Come si
vede, gia in un gruppo di 23 persone si ha probabilita superiore a 1/2 di
trovare almeno una coppia di persone che hanno la stessa data di nascita.
Abbiamo scritto «gia» perché sembra che siano i piti quelli che, dovendo
rispondere intuitivamente, pensano che per raggiungere quella probabilita
il gruppo dovrebbe essere pill numeroso.
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4 Problema delle concordanze.

Da un'urna contenente n palline numerate da 1 a n si eseguono estrazioni
senza rimessa di una pallina per volta fino a vuotare l'urna. Calcolare la
probabilitd che per almeno una pallina il numero che la contraddistingue
coincida con quello dell'ordine d'estrazione.

Posto E; = all'i-esima estrazione esce la pallina numero i, st deve calcolare
la probabilita dell'evento £ = E, v ... v E,,. Per rispondere al quesito,
osserviamo che un'adeguata descrizione dell'attuale sitnazione d'incer-
tezza pud essere fatta mediante la partizione di generico evento elementare
lesito dell'estrazione & I'n-pla (h, , ... h,), ove (h;, ..., hy) & una permu-
tazione dei primi n numeri naturali. I casi possibili sono percid n!. Vedia-
mo ora quello che si pud dire dei casi favorevoli (componenti) degli eventi
Ej,n...AE, 121, <... <i;Sn Un componente di E;, A ... A Ej sl
ottiene ponendo le palline 7, ..., i; nei postii,-esimo, ..., i;-esimoe¢ le
altre come si vuole nei rimanenti s posti. E cid pud essere fatto in
(n-s)! modi. Sono pereid (n-s)! i componenti di E;, A ... A Ej e il loro
numero dipende — come si vede — da guanri sono gli indici i;, ... i, ma
non da guali. Cid premesso. usando la formula d'inclusione-esclusione
(4.2.2¢), si ottiene:
Iy Nt 1
P = (7) (B s 0 (1) ) =

n! 7! n!

ek

_ 1. I _qantl L
=1 + s lH(-1) el

S
fd

!

La probabilita P(E) & dunquée ld somma ridotta n-esima della serie di
Taylor della funzione 1 - e* calcolata in -1. Poiché si tratta di una seric a
termini alterni e decrescenti in valore assoluto, il

primo dei termini trascurati fornisce una limitazione P(E)
deil'errore che si commette - nei riguardi della  —

somma della serie - arrestando la somma a quel l 1.00000
punto. Risulta allora P(E)~ 1 - 1/e e l'errore che si 2 0.50000
commette non supera in valore assoluto 1/(n+1)!. 3 0.66667
Ad esempio: per n=>35 l'errore & inferiore a0.0014, per 4 0.62500
n=7 &inferiore a 0.000025 (2.5 x 107, pern=10 5 0.63333
inferiore a 2.5 x 107", Pertanto, da un certo ninpoi 6 0.63134
P(E) & praticamente costante e riesce P(£) =0.6321. 7 0.63214
Nella tabella a fianco sono riportati 1 valori di P(E) 8 0.63212

pern=1,...,8, arrotondati alla quinta cifra decimale.
Segnaliamo che non & agevole risolvere questo problema calcolando la
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probabilita di E e poi per complemento a | quella di E. Almeno a prima
vista non si scorgono infatti vie semplici per contare i casi favorevoli a E,
al contrario di quanto accade, come abbiamo visto, per quelli favorevoli
agli eventi E;, A ... A E; . 1l ricorso alla formula di inclusione-esclusione
pare percio, qui, praticamente obbligato.

4.3 Approccio alla valutazione qualitativa

E abbastanza naturale immaginare che una valutazione di probabilita
possa essere preceduta da una fase di valutazione di natura qualitativa.
Immaginare cioé che chi & chiamato.a formulare.una valutazione di probabilita
su un insieme di eventi, in una prima analisi delle sue aspettative sulla loro
possibilita di essere vert sia portato a graduarli in termini qualitativi. A dire
cio¢ quali eventi ritiene pill artendibile che siano veri ¢ quali meno. Lo fara
anzi tanto pilt volentieri, quanto pitt complesso & il problema che deve (o
vuole) esaminare. Solo in un secondo momento, a seguito di una pitt 0 meno
altenta e minuziosa indagine, potra arrivare a guantificare le sue propensioni
esprimendo con un numero il suo grado di fiducia (la probabilitd) sugli eventi
in esame. Cio in effetti & gia stato fatto in occasione della valutazione dei
modelli simmetrici (Esempi 4.1.1), ove I'ipofesi di simmetria altro non & che
un giudizio di equiattendibifitd (giudizio qualitativo) che si traduce in equipro-
babifita (giudizio quantitativo) se, com'e naturale fare, si conviene che eventi
ugualmente attendibili debbano avere ugnale probabilita.

Un giudizio quanritative. del.grado di fiducia sugli eventi di un
insieme &4 — una probabilit — si esprime assegnando a ogni evento un numero
compreso tra 0 e 1; introducendo ciod un'applicazione di & in [0.1]. Un
giudizio di natura gualitativa prevede invece che gli eventi di 8 vengano messi
a confronto a due a due al fine di stabilire se giudicarli ugualmente attendibili o
uno pii attendibile dell'altro. Poiché V'obiettivo dei due tipi di giudizio & il
medesimo — graduare l'incertezza —, & del tutto naturale richiedere che le
rispettive proprietd non siano tra di loro contraddittorie. Per evitare che cid
possa accadere bisogna rendere confrontabili i due metodi di valutazione.
Osserviamo per questo che assegnata una probabilita su un insieme di eventi
& — mediante un'applicazione -, si pud introdurre in & la relazione binaria
non meno probabile, dicendo che E, & non meno probabile di E, se ¢ solo se
riesce P(E;) = P(E,). Si pud poi cercare di esprimere le proprieta della proba-
bilitd P per mezzo della relazione non meno probabile — quindi tramite la
relazione 2 dei numeri reali — e chiedere poi che le valutazioni qualitative siano
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definite da relazioni che soddisfino proprieta analoghe. Si perviene cosi alla
prossima definizione (B. de Finetti [2]). La rispondenza delle proprietd in essa
elencate con quelle della probabilitd P — della corrispondente relazione non
meno probabile — & messa in luce nel Commento che segue la definizione.

4.3.1 Definizione. Valutazione qualitativa di probabilita.

Sia zatt (non meno attendibile di) una relazione binaria tra gli eventi di un
qualche insieme. Diremo che Zat ¢ una valutazione qualitativa di
probabilita se soddisfa le seguenti proprieta:

a) dati due eventi E,, E, riesce o E; 2at E, 0 E, 2att E, {due eventi sono
sempre confrontabili);

b) la relazione zat ¢ riflessiva ¢ transitiva;

¢} se E;zau E, e E, >aut F}, si dice che E, e E, sono ugualmente attendibili e
si scrive E; =att B, ;
se £, zatt Iy e non E, Zatt E, si dice che E, é pii attendibile di E, e si
scrive B, >att Ey;

d) se E ¢ incompatibile sia con E, sia con E, (EAE,=EAE,=¢), allora:

I, zau E, | seesolose LEpvEZatE,vE;

ej l'evento certo {impossibile) epiit (meno) attendibile di ogni altro evento,
ovvero se E & possibile|riesce 2 >atw E>aft o).

Nora.

Nella definizione & lasciato indeterminato l'insieme di definizione della
relazione att. Va sottinteso che quando tale insieme & noto, le singole
proprieta vanno prese in considerazione solo se tutti gli eventi che in esse
compaiono appartengono a tale insieme.

COMPLEMENTO.

Usando le proprieta ¢) e d) si possono dedurre proprietd analoghe alla d)
anche per le due relazioni >att ¢ =att, Sia infatti EAE; =EAE,=¢.

Se E, >att E,, allora per la ¢} E; zatt E, e non E, att E;, da cui per la d) segue
E,vE zau E,v E. Ora. se fosse E,v E >aut E, v E, sempre per la dj si avrebbe
che F, zatt E, contro l'ipotesi (assurdo!). Si ha percid non E,vE zatt E; vE, ¢
quindi E, v E >att E,v E, cioe la tesi. Il viceversa si prova in modo analogo.
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La dimostrazione dell'estensione della d) alla relazione =att & analoga. u

4.3.2 Commento.

Nella Definizione4.3.1 le proprietd a) ¢ b) dicono che la relazione 2att & — nel
suo insieme di definizione — un preordine debole totale, come lo & la relazione
= negli insiemi numerici.

La ¢} definisce le relazioni ugualmente attendibile e piit attendibile ricalcando
strettamente le analoghe proprieta della relazione 2,

La d) interpreta in termini qualitativi la proprieta additiva delle probabilita
quantitative (Teorema4.2.2). Nelle ipotesi della definizione citata sugli eventi
E, E, E, si ha infatti: P(EVE )= P(E)+P(E)e P(EVE,)=P(E)+P(E,), da
cui segue P(EvE;)2P(EvE,) se e solo se P(E,) > P(E,) ¢ per analogia si
scrive la d).

La e) infine risponde a un'esigenza di natura logica che abbiamo gia avuto
modo di segnalare in Nota 7.a pieé di pagina: quella di considerare un evento
E, piu attendibile di E, se E; implica E, e non viceversa; quando cio¢ & logica-
mente provato che E, ha pin possibilita di essere vero di E; (E, pud essere
vero senza che lo sia £, ma non viceversa), Cid e detto esplicitamente dalla ¢)
per i casj particolari in cui st confrontano £2 ¢ ¢ —i due eventi di valore noto —
tra di loro o con gli eventipossibili. E deducibile da essa ¢ dalla d) nel caso
generale, come mostra la prossiia proposizione.

ProrosizionE.

Siano E,, E, eventi, E, = E,, E, #E,. Allora E, >at E;.

DIMOSTRAZIONE.

Poiché E, = E, riesce E,AnE,=E,. Segue allora E,=(E,AE)V(E, AE,) =
E,V(E,AE,), con E,AE,# ¢, perché E,; #E, (3.3.2¢). Allora per la e) riesce
E, ~ L, >at ¢, Inoltre, poiché E, & incompatibile con E, A E, e con ¢, usando
lad)sircava E,=E,v(E,AE,) >au E,, -

In accordo con il discorso iniziale di questo numero, supponiamo ora
che sia data una valutazione qualitativa >att su un insieme & e che si desideri
ottenere a partire da essa una probabilitd P che concordi con l'ordinamento
degli eventi in termini di attendibilitd. Se £2e ¢ appartengono a &, si deve
intanto porre P(£) =1 ¢ P(¢) =0 (Teorema 4.2.24). Osserviamo poi che, in
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quanto preordine totale, la relazione >att ripartisce l'insieme & in classi di
eventi ugualmente attendibili e le ordina in ragione dell'attendibilita riposta sul
verificarsi dei loro eventi. Agli eventi di ogni classe dovra allora essere attri-
buita la medesima probabilita, che possiamo percio identificare anche come
probabilita della rispettiva classe. Le probabilita delle classi devono essere poi
scelte in modo che il loro ordinamento — in termini di probabilitd — concordi
con quello determinato dalla relazione >att. Cosa che perd non ¢ sempre
possibile fare in senso forte, richiedendo cio¢ che se E, >att E,, sia
P(E,)> P(E,). A causa della proprieta ¢), infatti, in generale le valutazioni
qualitative sono piu "raffinate” di quelle quantitative. Ad esempio, mentre
£2 >aw E per ogni E possibile, accanto a P(£2) > P(E) & consentito anche
porre P(£2) = P(E) (4.2.1 Nota). Pit in generale, se E, #E, e E, = E,, riesce
E, >at E,; (4.3.2 Proposizione), mentre sara P(E) = P(E;) se E ,~E, € giudicato
di probabilita nulla, come si puo fare se E; A E, # £2 (4.2.1 Nota).

Vedremo pilt avanti che se la descrizione & fatta con una partizione
infinita, gli eventi elementari di probabilita positiva sono al pitt un numerabile
(Proposizione5.1.1). Segue allora che se la partizione ha cardinalitd superiore
al numerabile, esistono infiniti eventi elementari di probabilita nulla. Indicati
con w, e W, due di essi, si ha w,v @, >att @,, mentre P(w,v®,)=P(w,)+
P(w,)=0=P(®,). Questo mostra che in ambiente infinito pill che numerabile
non ¢ mai possibile introdurre probabilita quantitative che mantengano in
senso forte I'ordinamento associato a una valutazione qualitativa. In tal caso ci
si deve allora per forza accontentare di‘realizzare la condizione in senso
debole. Di richiedere cioé che sia P(E) > P(E,) se E, >att E,. Il problema &
ripreso e approfondito in ambiente finitornel prossimo numero.

4.4 Quozienti di probabilita e funzioni peso

In ambiente finito, quando la descrizione dell'incertezza
¢ fatta mediante partizioni, il modo pili semplice di esprimere
una valutazione di probabilitd in modo completo — su tutti gli
eventi logicamente dipendenti dalle partizioni — ¢ quello di
distribuire la probabilita (massa) 1 a "pezzetti" sugli eventi
elementari. In virtd della Definizione 4.2.1, la valutazione
rimane allora determinata per additivita per tutti gli eventi
logicamente dipendenti (i sottoinsiemi) delle partizioni. Chi
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sceglie di valutare in questo modo, ma desidera esprimersi
prima in termini qualitativi, & sufficiente che lo faccia limi-
tandosi a confrontare in termini di attendibilitd gli eventi
elementari. Limitandosi cioé ad introdurre una valutazione
qualitativa sulla partizione scelta per descrivere l'incertezza. La
questione € trattata in dettaglio nel prossimo numero.

4.4.1 Quozienti di probabilita.

Sia P={w,, ..., ®,} una partizione e >att una valutazione qualitativa definita
su di essa. Tenendo conto della discussione fatta in Commento 4.3.2, di 4.3.2
Proposizione e della Definizione 4.2.1, per determinare su P una probabilita
guantitativa che conservi l'ordine di attendibilita di quella qualitativa, si dovra
porre P{w;) =0 per ognili, P(@y) = P(w;) se @, >att w;, P(wy) = P(w;) se
@y, =att w; e 27— P(@;)=1.Poiché gli addendi di questa sommatoria sono
non negativi, uno di essi deve essere positive. Almeno quello o quelli di
attendibilitd massima, mentre gli altei, in accordo con la Definizione 4.2.1
e con l'ordine di attendibilitd, possono essere anche tutti di probabilita
nulla (4.2.1 Nota). Per concordare con l'ordinamento determinato dalia valu-
tazione qualitativa non sono richieste altre condizioni. Salvo che nel caso
particolare dell'equiattendibilita {giudizio di-simmetria) — in cui si deve porre
Plw))=1/n perogni { —, esse nonbastaino per determinare la probabilith P su
{,,...,w,}, cioe le probabilita P(®;). Queste andranno scelte dopo un
supplemento di analisi, rispettandol fe condizioni di uguaglianza e disu-
guaglianza viste sopra. Cosa ¢he si pud fare esprimendosi, anziché sulle
probabilita direttamente, sui'loro rapporti, eome andiamo ad illustrare qui di
seguito.

11 problema che si pone quando un soggetto decide di confrontare due eventi
per stabilire guale sia a suo giudizio il rapporto delle loro probabilita, €
analogo a quello che si incontra quando si hanno da misurare delle grandezze.
In generale, misurare significa mettere a confronto una grandezza con un‘altra
ad essa omogenea — scelta come uniti di misura - in vista di stabilire se sono
uguali o se e di quante la prima supera o & inferiore alla seconda. Di dire ciog
qual & il loro rapporto. Questo metodo del confronto a coppie per dare una
misura a una grandezza, pud essere utilmente adoperato anche per analizzare le
propric opinioni e sensazioni al fine di far emergere il grado di fiducia. Cosi,
per giungere a una valutazione di 2 su {®,, ..., ®,}, si possono mettere
a confronto le coppie di eventi m;, o, giudicati di probabilita positiva
— gli eventuali di probabilitd nulla sono gia valutati —, al fine di stabilire qual &
nel nostro giudizio il rapporto tra le probabilita P(w;) e P(wy,), ovvero il loro
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quoziente di probabilita P(w;)/P(w;)23,

Osserviamo prima che le disuguaglianze e uguaglianze viste sopra prevedono
in linea di principio che si facciano (#*-)/2 confronti — escludiamo di con-
frontare gli eventi @), con se stessi e mettiamo a confronto le coppie w; e @y, in
un solo verso —. In pratica, perd, il numero di confronti pud essere ridotto a
n~1 e — allo stesso tempo — la procedura di valutazione pud essere notevol-
mente semplificata e resa pih precisa se mettiamo le classi di alternative
equiattendibili in ordine di attendibilitd non-crescente ed elenchiamo le alterna-
tive di ogni classe consecutivamente in un ordine qualsiasi. Otteniamo cosi
una permutazione degli w; che — riassegnando eventualmente gli indici —
possiamo sempre elencare nell'ordine naturale. Si ha allora @, Zait @, att ...
2att @, con w, alternativa di attendibilita massima, e quindi di probabilitd
massima € positiva. Posto q; = P(w;){ P(w,), riesce g, = 1. Per conservare
I'ordinamento di attendibilitd deve essere g, = g;,; — la sequenza (g;) deve
gssere monotona NON-Crescente — € g; = ¢,y 5e @; =att @, ; - assegnando cosi
un quoziente comune alle alternative di ogni classe di equiattendibilitd —. Una
volta valutati questi quozienti, la P resta univocamente determinata (e restano
cosi determinati anche gli altri quozienti). Sussiste infatti in proposito la
seguente proposizione.

Prorosizione.

Siano P={w,, ..., w,) ungpartizione di.£2 in alternative (3.4.1Nota e termino-
logia) e 2awt una valutazione qualitativa'su' P tale che @, 2att @, 2att ... 2att @y,
Scelta allora una sequenz@ i; gaum.pus Gy -HON negativa, mMonotond nHon
crescente, tale che q; = g, , s¢ O; =att W);,, e posto q; = P{«)) | P(®,),
i=1,....n resta determinata una probabiliie'P su P per la quale riesce:

P(wp)=q;/Th= qn- (2)

Le condizioni q; = q;,, se @; =att ¢, e quelle di non negativiti e monotonia
della sequenza (q;) sono necessarie e sufficienti affinché la probabilita P sia
concorde in senso debole con la valutazione qualitativa 2at.

23 Si tratta di una procedura largamente praticata nel mondo delle scommesse,
anche se le valutazioni che vengono ivi espresse si discostano del grado di
fiducia, perché gli allibratori sono disposti a giocare sole ponendosi in con-
dizioni di vantaggio {a loro giudizio). L'argomento viene approfondito nel
§ 9.1. Si riveda anche in proposite il cenno fatto al termine dell'Esempio 3
del n° 2.1.1, quello che riguarda la partita di calcio.
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DiMOSTRAZIONE.

Si ha intanto P(w;) = P(w,)q; per ogni i=1, ... ,n. Inolire, poiché
deve essere X;_, P(wy) =1 (condizione di normalizzazione), si ricava
Tho apP(o)=Plw) 2, q,= 1, da cui si ottiene 1a {2). Cid prova che P &
una probabilitd secondo le condizioni richieste dalla Definizione 4.2.1.

La necessith per P delle condizioni g; = ¢, se @; =att w;,; ¢ quelle di non
negativith e monotonia delle g; & ovvia.

La sufficienza segue immediatamente dalla (2). Se wy, =att @;, riesce infatti
qj, = q; per costruzione e quindi P(@y,) = P(w;), come deve essere, atteso che
abbiamo convenuto che alternative ugualmente attendibili debbano essere di
probabilit uguale. Se invece @y, >att ;. sempre per costruzione riesce g =>4g;,
da cui segue P(®y,) = P(w,), in accordo — in senso debole — con 'ordinamento
di attendibilita, =

(SSERVAZIONE.

Per valutare i rapporti g; abbiamo scelto di elencare le alternative in ordine di
attendibilitd non-crescente e di confrontarle tutte con @, attribuendo cosi a
questa alternativa il ruolo “privilegiato” di #nird di misura. Abbiamo scelio
ciogé di dare misura 1 a @, riservandoci di dare alle altre alternative, in
subordine e per confronto, misure (rapporti) ¢; £ 1. Cid ¢ stato fatto per due
motivi, Il primo & che in questo modo basta-porre g, =1 e scegliere una
sequenza di rapporti g, ..., g, mongtona non-crescente ¢ rispettare la
condizione g; =g, , Se ; =att @;;; per trovarsi concordi con l'ordinamento di
attendibilita. Il secondo & dovatsinveee al fatto che w, — alternativa di
attendibilita massima — & sicuramente di probabilith pesitiva, condizione
indispensabile per dare significatoai rapporti P(w;)/P(e;). Condizione,
questa, che sussiste perd anche se si affida il ruolo di unith di misura a una
qualunque delle alternative di probabilita positiva. Nelle ipotesi precedenti, se
w, & una di esse, scegliendola come unita di misura si genera una sequenza di
quozienti g;= P(w;) | P{w,), che per concordare con l'ordinamento di attendi-
bilith dovra essere monotona non-crescente e tale che g; = g;,; se @; =att @y
~ come prima —, ma con g,=1 e quindi g; 21 sei<h ;€1 sei>h.
Normalizzando si trovano per le P(@;} ancora le (2).

COMPLEMENTO.

1n alternativa alle procedure precedenti, in cui si tiene fisso uno dei termini del
confronto, si pud pensare ad altre che non soddisfano questa condizione. Ad
esempio, in certe circostanze pud essere che le alternative appaiano tanto pitt
facili da confrontare quanto pill prossime siano giudicate le loro attendibilita.
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Elencate le alternative in ordine di attendibilitd non-crescente — come prima —
la procedura di valutazione pill fedele a questo modo di sentire & allora quella
di mettere a confronto le coppie di alternative consecutive. Le eventuali
alternative giudicate di probabilita nulla si troveranno allora elencate in coda.
Per le altre, posto che siano s, st ha O< P(w;.)/P(op=r;1, r;=1
se m; =att @, ,,i=1,...,s-1, da cui si ottengono s | equazioni lineari
linearmente indipendenti del tipo P(w;,,)=r; P(®;). che assieme alla
condizione di normalizzazione consentono di completare il calcolo con la
determinazione delle probabilita delle s alternative di probabilita positiva.
Anche in questo caso, come in quello dei procedimenti con termine di
confronto fisso, le condizioni poste per le r; — allora per le ¢; — sono necessa-
rie — ovvio — e sufficienti affinché la corrispondente valutazione di probabilitd
sia concorde con l'ordinamento di attendibilita.

La sufficienza si giustifica cominciando con l'osservare che, come abbiamo
visto, le alternative di probabilita positiva precedono quelle di probabilita nulla
e che per gueste ultime il rispetto dell'ordine di attendibilita & ovvio. Per
provare che cid accade anche per quelle di probabilita positiva, confrontiamo
y, con @; per 1 <h<j<s. Siha:

P(a)j) =7 P(cuj_l) =ri T Plw; ;) = Fig - Th Plop), (3}
dg cul si‘ricava P(ey) < P(@y), perché i rapportir; sono tutti non superioria 1,
e in particolare & P(wy) = P(a)j) Se @y, =att 7, perché allora ry=...=r;;= 1
per costruzione. [ |

Nora.

Se l'ambiente ¢ finito, & data una‘valetazione qualitativa e siamo dispost a
gindicare totte le alternative di probabilita positiva, esistono allora probabilita
che concordano in senso forfe con l'ordine di attendibilita. Cid anzi accade
anche se si attribuisce probabilita nulla alle alternative di attendibilita minima
(e solo a loro). Nelile notazioni e ipotesi precedenti, in entrambi i tipi di
procedimento ivi considerati — quello iniziale e quello del precedente com-
plemento —, cid si realizza mantenendo le rispettive condizioni di uguaglianza
q;=q;s; ¢ r;=1, se @; =att @;,,, e rimpiazzando altrimenti le disuguaglianze
deboli q; 2 q;,, e r;< 1 con le disuguaglianze forti g; > q;,, e r; < 1.

1] problema di trovare valutazioni quantitative che concordano in senso forte
con 'ordinamento di attendibilitd di una valutazione qualitativa in presenza di
alternative di probabilita nulla e di artendibilitd diversa dalla minima, sara
ripreso nel § 17.2, Vol. II e risolto positivamente in ambiente finito usando
probabilita condizionate.
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4.4.2 Funzioni peseo.

Riprendiamo in esame il primo dei due procedimenti di valuta-
zione indiretta della probabilitd in ambiente finito visti nel
numero appena concluso. In corrispondenza alla partizione
lo,, ..., w,} st e scelta un'alternativa @, di probabilita positiva
come termine fisso per il confronto dei rapporti ¢; = P(w;)/ P(®,),
i=1,...,n che in forma moltiplicativa si scrivono P(®;) =
q; P(w,). S1 legge allora che i quozienti di probabilita ¢, , ... , g,
$ONno numeri non negativi, uno almenc positivo — almeno g, =1 —,
proporzionali all'n-pla delle probabilita P(w;), ... . P(@,).
Usando la (2) del numero precedente si vede allora che essi sono
in grado di misurare atiraverso i rapporti g;/q; i quozienti di
probabilita di ogni coppia (@;, @;), per cui riesce P(;)> 0.
Risultato che si pud ovviamente ottenere anche usando al posto
dell'n-pla (g, , ... , g,) una qualonque altra n-pla di numeri non
negativi — basterebbe dello stesso segno o nulli - ad essa propor-
zionale. In relazione a cio si da allora la seguente definizione.

DeriNizioONE.  Funzione peso.

Sia P={w,,..., 0, una partizione in eventi elementari.
Chiameremo funzione'peso-ogni'applicazione 7T di dominio
{w,, ..., w,}, non negativa, swon ddenticamente nulla e pro-
porzionale secondo un faitore positivo alla probabilita P di
pari dominio. I numeri 7(®w;), ... , T(®,) si dicono pesi di
@y, ..., 0y, rispettivamente.

Sussiste allora la seguente proposizione.

PropPosizionE.

Sia {w,, ..., ,} una partizione e Tt una sua funzione peso. Posto T w;) = Tt;,
allora si ha Pla)|P(o)=m/m, 1<i.j<ne n'j>0, e riesce:

Py = my/Eho, m, kh=1,...n. (4)
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Le funzioni peso si ripartiscono in classi di funzioni proporzionali. Le
funzioni di ogni classe determinano per normalizzazione — mediante
l'operazione (4) — la medesima distribuzione di probabilita, che a sua volta é
una funzione peso, l'unica nella classe con pesi di somma 1. La corrispon-
denza tra le distribuzioni di probabilita su {w, , ..., w,} e le classi di funzioni
peso ad esse proporzionali é percid biunivoca.

DiMOSTRAZIONE.

Per definizione di funzione peso riesce P(®;) =k 7T; per ogni { e per definizione
di probabilita 3.7 _, P(w;) = 1. Allorasiha 2.7_ | P(@) =kXi_ m;=1e
quindi k= 1/27_, ;. Sostituendo questo valore di k in P(@y,) = k 7y, che vale
per ogni A, si ottiene la (4). Per la seconda parte della tesi osserviamo che
usando nella (4)ipesic®;,...,c7, al postodei 7, , ..., 7T, ¢ >0, la costante

¢ si semplifica ¢ si ottiene percid lo stesso risultato. 11 resto & ovvio. [

ComrLEMENTO. Proprieta dello funzione peso.

La funzione peso ¢ sostanzialmente una probabilita non normalizzata, nel
senso che il suo prolungamento per additivita-sugli eventi somma di alternative
soddisfa le proprieta della probabilita ad essa associata, con la sola eccezione
della condizione di normalizzazione, che richiede alla somma delie probabilita
delle alternative di essere 1, mentre alla somia dei pesi & richiesto soltanto di
essere positiva. 1l risultatoré facile conseguenza della proporzionalita tra la
probabilita e le funzioni pese corrispondenti, ma merita tuttavia di essere visto
con gualche dettaglio.

Cominciamo per questo colprolungare la funzione peso 7 sugli eventi somma
di alternative. Con notazione analoga a quella usata per la probabilita nella
Definizione 4.2.1, poniamo:

E=VE& 8clw,...w,}, ME) =2 yee 7).

Posto ancora §,= ?:3 T(@;), per la (4) abbiamo (@) =, P(w) per ogni
we{®;,...,w,}. Segue allora:

TE)=2 gee W) =2 pee SpP(0) =5, P(E).

Da qui si vede intanto che P(E) = IXE) /Sy, ciod che la (4) si estende agli
eventi somma di alternative.

E facile poi provare che 7T soddisfa proprieta analoghe a quelle della proba-
bilitd. Basta per questo moltiplicare per §,; membro a membro le proprieta
del Teorema 4.2.2 ¢ ricordare che s P(F) = MI(E). Le prime quattro allora
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diventano:

a') MhH =5, mMey=0 (segueda s, P =5, 5, P(¢)=0),
b'y 0=mEY<s, (segue da 0 < 5. P(E) <55,

¢') Se E,nE,=¢, allora E,vE,))=TWE,))+ TE,)
(segue da S P(E,VE,) =5, P(E)) + 5, P(E,)),
d') ME)=s, mME) (segue da s P(E) = S5~ 5, P(E).

L'elenco delle altre quattro proprieta del Teorema 4.2.2 pud essere ormai
facilmente completato dal lettore.

4.4.3 Nota. Asperii operativis

Come messo in evidenza dalla formula (4) di 4.4.2 Proposizione, le funzioni
peso esprimono in modo indiretto una valutazione di probabilitd su una
partizione finita {w,, ..., ®,}. la medesima se le funzioni peso sono pro-
porzionali, Data percio una funzione pese — una n-pla arbitraria di numeri non
negativi, di cui uno almeno positivo {4.4.2-Definizione) —, la determinazione
della corrispondente distribuzione di probabilita pud essere fatta utilizzando
la funzione peso originale o altra ad essa proporzionale, che ai fini pratici
potra essere scelta in modo di semplificare lo sviluppo dei calcoli previsti
nella formula (4). Luso-della formula (4) porta alla determinazione
preliminare della distribuzione di-probabilita sulle alternative della partizione
{w,, ..., m,} e, aseguire, al calcolo-delle probabilita degli eventi logicamente
dipendenti dalla partizione che lteressano — di somme logiche di alternative —.

Un secondo accorgimento da tenere presente per lo sviluppo dei caleoli &
suggerito dalle proprietd della funzione peso viste in 4.4.2 Complemento
— analoghe a quelle della probabilitd — che consentonc di interpretare le
funzioni peso come misure di probabilith non normalizzate. Dal punto di vista
operativo cid significa che il calcole delle probabilita degli eventi logicamente
dipendenti dalla partizione pud essere effettuato senza bisogno di determinare
preliminarmente la distribuzione di probabilith associata a una data funzione
peso. Basta infatti operare con i pesi come fossero probabilitd e normalizzare i
risultati a posteriori servendosi dell'uguaglianza P(E) = T(E) (5. Questa
modalita di calcolo sara conveniente se gli eventi da valutare non sono troppo
numerosi, € potra comungue essere adottata se non si ha interesse di determi-
nare la distribuzione su {w,; . ..., @,}.

Circa la scelta di una funzione peso — della valatazione —, come ampiamente
discusso nel n®4.4.1, pud accadere che la valutazione quantitativa venga
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espressa mediante quozienti di probabilita, a partire magari da una preliminare
valutazione qualitativa. Nella parte introduttiva del n® 4.4.2 abbiamo osservato
che se 1 quozienti di probabilita sono quelli ottenuti confrontando le alternative
con una fissa di esse, essi risultano allora proporzionali alle rispettive proba-
bilita. L.a loro sequenza costitunisce percid una funzione peso. Se i quozienti
sono numeri razionali — come accade spesso in pratica —, in accorde con
quanto osservato all'inizio di questa Nofa, li potremo moltiplicare per un
conveniente fattore comune — ad esempio per il loro minimo comune muitiplo —
ottenendo cosi una funzione peso a valori naturali, sicuramente pit semplice di
quella originale per il calcolo delle corrispondenti probabilita. Si veda in
proposito 4.4.4 Esempio 4.

In 4.4.1 Complemento abbiamo segnalato che, oltre quella ora ricordata, si pud
pensare anche di seguire altre regole per la scelta dei quozienti di probabilita.
Abbiamo considerato con dettaghio, in propesito, quelia che prevede che
le alternative vengano preliminarmente elencate in ordine di attendibilitd
non-decrescente, come nella regola precedente, ma valutate poi usando i
quozienti di probabilitd di coppie di alternative che in quell'ordinamento sono
consecutive. Questa regola di confronto sequenziale pud essere usata anche in
assenza di un ordinamento| qualitativo preliminare degli @;. E sufficiente per
questo mettere da parte le eventuali alternative di probabilitd nulla — che non
hanno bisogno di essere ulteriormente valutate — e tenere conto che in assenza
di un ordinamento qualitativo 1 quozientt r; = P(w;, )}/ P(w;) relativi alle
alternative di probabilitd positivasonesoggetti alla sola condizione di essere
positivi — non si ha da rispettare la monotonia —.

Importa ancora segnalare che lin questi casi'-in cui non & prevista un'alterna-
tiva fissa come termine di ¢onfronto.— la sequenza {(r;) non € una funzione
peso. Per la (3) riesce infatti P( W=l P(w,). La funzione peso & allora
datada 7, =q,=1, T;=0se P(w;) =0, T;=r, ... r;_; se P(w;) >0 (& sottinteso
che le alternative di probabilitd positiva precedono nell'elenco guelle di
probabilitd nulla). Si vedano in proposito 4.4.4 Esempio 5, in cui gli @; sono
elencati in ordine di attendibilitd, e 4.4.4 Esempio 6, ove la regola di valutazione
sequenziale & accolta solo in parte.

4.4.4 Esempi.

Come abbiamo visto, la funzicne peso & uno strumento a disposizione del
soggetto per indagare sul suo grado di fiducia. Gli esempi che seguono illu-
strano l'uso di questo strumento. Spesso si arriva alla determinazione di una
funzione peso a seguito di confronti tra gli @; di una partizione (Esempi 4,5)
0, pil in generale, facendo intervenire anche somme di @; {Esempio 6).
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1

In termini di funzione peso, il giudizio di simmetria sui casi possibili di un
insieme {@,....,®,} & espresso dalla classe delle funzioni costanti
positive.

Con riferimento a 4.1.1 Esempio 12 {urna con una pallina bianca, 2 nere, 3
rosse e 4 verdi) si estragga una pallina e in ipotesi di simmetria, si calcoli
la probabiliti che essa sia di un dato colore.

Numerate le palline da 1 a 10 ¢ indicato con @y, l'evento viene estratta la
pallina numero h, possiamo esprimere il giudizio di simmetria introdu-
cendo su {@,, ..., ®,,} la funzione peso [. Indicati con B, N, R, V
eli eventi esce bianca, esce nera, esce rossa, esce verde, 1 loro pesi
(4.4.2 Complemento) sono allora dati dal numero delle palline del rispettivo
colore. Pertanto si ha: (B) = 1, AN) = 2, Z(R) = 3, (V) = 4. Poiché
5= 10, da qui si ricava:

PB)=01, PIN)=02, PR)=03. P(V)=04

Gli eventi B, N, R, V sono esaustivi e a due a due incompatibili. Sono
percid una partizione in una desecrizione che considera indistinguibili
le palline di uno stesse colore. Pertanto, la quaterna (7(B), T(N),
T(R), 7(V)) & una funzione peso su {B, N, R, V}. In virth della {(4), la
probabilitd dei quattro eventi si calcola.allora dividendo i loro pesi per
B+ W(N)+ TR + 7V, Si ottengono 1 valori calcolati in precedenza,
perché Z(BY+ AN)+ R+ V) =T @ ,) + ... + T ®,) = 5.

Questo risultato, visto [quijnell'ssempio, vale in generale. Ovvero,
se {@;,...,m,} ¢ una paitizione su cui & data una funzione peso
mekE,, .., E; sonoleventi somma 'di alternative esaustivi e a due
a due incompatibili, allora prolungando 7T sulle somme di alternative
— in particolare su £, , ..., E, —sihache E;), ..., ME,) ¢ una funzione
pesosu {E,,...,E;} eriesce ME)+...+ TWE)=Mw,)+...+ T w,). La
facile verifica & lasciata al lettore per esercizio.

Generalizzazione dell' Esempio 2.

Si estragga una pallina da un'urna contenente n, palline di tipo 1, n, di
tipo 2, ..., ngditipos n=n;+... +n,. Calcolare la probabilita che la
pallinag estratta sia di tipo h nell'ipotesi che le n palline abbiano la stessa
probabilid di essere estratte,

Posto £y, = la pallina estratta é di tipo h, riesce T(Ey) = ny, da cui segue
P(EL) =ny/n.
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4 Con riferimento a una corsa di cavalli un allibratore dia come favoriti
i cavaili A,B,C.,D. Indicari con gli stessi simboli gli eventi «A vince»,
.., «D vince», e con E l'evento «vince un outsider», egli esprime la sua
valurazione sull'insieme delle alternative {A, B, C, D, E} mediante i
seguenti quozienti di probabilita:
P(B) P(C) PD) P(E)

%=0,7, %=0,5, “%=1,2, ?)(—A—)=0,1.

Calcolare la distribuzione di probabilita su {A.B,C,D E}.

Poiché l'alternativa A & il termine di confronto fisse per le altre alternative,
i quozienti P(A)/P(A)=1,0,7,0,5,1,2,0,1 costituiscono una funzione
peso su {A,B,C,D,E}, che ai fini del calcolo conviene sostituire con
quella di pesi 10,7,3,12,1, ad essa equivalente. Normalizzando
(dividendo i pesi per 35} s: ottiene:

P(A)=0,286, P(B)=0,200, P(C)= 0,143, P(D)= 0,343, P(£)=0,029.

5 Lesquadre A, B, C, D pariecipano a un tornea di calcio all'italiana — ogni
squadra incontra wutte le alire —. Un allibratore giudica le squadre favorite
per la vintoria nell'ordine indicato e decide di esprimere la sua valutazione
sugli eventi {alternative) «A vince», «B vince», «C vince», <D vince»
mediante quozienti di probabilita. A tal fine egli vitiene di poter dare una
valutazione piii accurat@ metiendo a confronto coppie di squadre di forza il
pin possibile simile, ovvero coppie di squadre consecutive nel suo ordine
di preferenza. In accordocon giiesta atteggiomento egli fornisce allora i
seguenti quozienti di probabilita:

p Uy
P(A) - 0383 P(B) - 0191

o)
()]

Calcolare la distribuzione di probabilita su {A,B,C.D}.

= 0,5,

Completati con P(A)/P(A)= 1, 1 quozienti 1,0,8,0,9.0,5 non costitui-
scono una funzione peso, perché ora non & fisso il termine di confronto.
Essi ci permettono perd di risalire a una funzione peso osservando
che riesce: P{B)Y=0,8 P(4), P(CY=0,9x0,8 P(A)=0.72 P(A),
P(D)Y=0,5x0,72 P(A)=0,36 P(A), da cui siricava

aB) _ (S £D)
P(A) - 078; - 07721 P(A)

P(A)
e quindi i pesi (A) =100, 7(B) =80, (L) =72, (D) =36. Normaliz-
zando (somma dei pesi 288) si ottiene:

=036
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P(AY=0,347, P(B)=0,278, P(C)=0,250, P(Dy=0,125.

6  Con riferimento all' Esempio 4, un appassionato scommertitore da come
Javoriti i cavalli A, B, C, I} in questo ordine (che in parte contrasta con
quello dell’allibratore dell'Esempio 4). Indicari anche qui con gli stessi
simboli A, B, C, D, E gli eventi «A vince», ..., «D vince», «vince un
outsider», questo scommettitore esprime la sua valutazione sull'insieme
delle alternative {A, B, C, D, E} mediante | seguenti quozienti di
probabilita:

PE) _ 1
*OP(E)” 187

Caleolare la distribuzione.diprobabilitasu{A ,B,C,D,E}.

Anche in questo esempio i quozienti che vengono forniti non costi-
tuiscono una funzione peso, ma si pud costruirne una operando in
modo analogo al precedente, tenendo anche conto che E & costituito dalle
alternative A, B, C, D (Teorema 3.4.3) e che riesce perciod P(Ey=P(A)+
P(B)+ P(Cy+ P(D). Allora si ha: P(B)=3/5P(A), P(C)=2]3x3{5P(A)=
2{5P(A), P(D)=58x2[5P(A)= 1|4 P(AY, P(E)=1/18x(1+3/5+2/5+
1/4YxP(A)=1/8P(A), da cui si ricavano i quozienti di probabilita

PB) 3 PO 2 POy T PE) 1

PA) 5" - PAY SiriPA) 47 PAY 8°

e moltiplicando per 40 ,si; trovane igpesi di A,B,C, D E ¢spressi
nell'ordine da 40,24, 16,10, 5, Normalizzando si ricava:

P(A)Y=0421, P(B)=0,253, P(Cy=0,168, P(D)=0,105, P(E)=0.053.
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partita a testa e croce che prevede # lanci di una moneta perfetta, in cui si sup-
pone che il risultato di ogni lancio non dipenda da risultati di quelli precedent,
possono allora essere studiati ponendosi in ipotesi di simmetria. Le probabilita
degli eventi logicamente dipendenti dalla partizione P({E,, ... .E,}) possono
cioé essere valutate come rapporto di casi favorevoli e casi possibili, come
fatto in precedenza.

14.2.2 Estrazione senza rimessa. Distribuzione ipergeometrica.

Qui si suppone che la pallina estratta in ogni singola estrazione non venga
rimessa nell'vrna. Per ogni n < b+r riesce allora [E] A ... A Ep], # @ se e solo
se sono soddisfatte le condizioni A< b e h<n, n-h<r, n-h<n, che si tradu-
cono nella max{0,n-r) £ h<min (b, n). In questa ipotesi possiamo allora
applicare la (46). Poiché I'estrazione avviene senza rimessa, i fattori a secondo
membro — in numero di # - sono frazioni di denominatore decrescente da b+r,
quello di P(E)), a b+r-(n-1): quello di P(E,|E| A ... AE;_,;). Il denominatore
del risultato & percid (b+r),,. Circa i numeratori, siamo in grado di dire che A
di essi dipendono da b e n—h da r, perché il prodotto logico prevede h estra-
zioni di pallina bianca e n-k di pallina rossa. Percorrendo i fattori da sinistra a
destra — come si & fatto del resto per il calcolo del denominatore — i numeratori
che dipendono da & sono nell'ordine b, b-1 ..., b-(h-1), e quelli che dipen-
dono da r sono r,r-1,...,#=(n=h=1). Per la proprieta commutativa della
moltiplicazione, come numeratore del tisultato troviamo allora (b)y, (r),_p-
Pertanto: P([E/ A ... AEJL) = (03,00, 1 (h+r), e la (47) ora diventa
(”) B (r)n_p
h

(b7 se max {0, n-rY=h<min(b,n)

P(S,=h) = (48)

0 attrimenti

e prende il nome di distribuzione ipergeometrica.

ComrLEMENTO. Estrazioni a gruppi di uguale numerosita,

Gli eventi S,, = h descrivono il risultato della sequenza di n estrazioni di una
pallina per volta senza tenere conto detl'ordine. Si pud pervenire all'osserva-
zione dello stesso risultato estraendo dall'urna n palline tutte in una volta. E
del tutto naturale allora pensare confrontare gli eventi S, =k con i corri-
spondenti Eh Ve su n palline estratte dall'urna_tutte in una volta h sono
bianche. Si tratta di eventi sicuramente diversi, perché sono diverse le
modalita d'estrazione e con esse i rispettivi stati d'informazione. Se si suppone
che nell'estrazione a gruppi i sottoinsiemi di » palline abbiano la stessa
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probabilita di essere estratti, viene perd naturale ritenere che per ogni & gli
eventi S, =he E;ﬁ’“ debbano avere probabilita uguale. Per dare corpo a questa
sensazione, numeriamo idealmente le palline da 1 a b+r per renderle distingui- ,
bili {fisicamente lo sono) — come abbiamo fatto in casi analoghi in precedenza
(ad es. in 4.1.1 Esempi 9, 10, 11, 12) — e introduciamo la partizione di £2 negli
eventi elementari esce linsieme di palline {i,...iy}, 1<i,<...<i,<b+r, che
giudichiamo equiprobabili. Gli eventi elementari possibili sono allora in numero
di (bj;’_ ). Quelii favorevoli a E;E”) si ottengono scegliendo % delle b palline
bianche in (z) modi e ri-k delle r palline rosse in ( nfh) modi. Si ottiene allora:

re) = (3,
L'espressione che si ricava per la probabilita di E,Q'” & formalmente diversa da
quella dell'evento S, =/ del modello sequenziale. Ma solo formalmente. E
facile verificare infatti che i duc risultati sono uguali (esercizio).

In conclusione, se un modello d'sstrazione con oggetti di due tipi prevede che
le operazioni avvengano in modo sequenziale un oggetto per volta e a caso,
ove si abbia interesse per il numero di successi (estrazione di un oggetto di un
dato tipo), ma non per l'ordine d'estrazione, le valutazioni di probabilita che si
riferiscono a sequenze di n oggetti possono esscrc fatte sostituendo idealmente
al modello originale quello che prevede una sola estrazione di un gruppo di n
oggetti tutti in una volta, in condizioni di simmetria. 11 che significa immagi-
nare di scegliere a caso un elemento da un'urna contenente come oggetti i
sottoinsiemi di # elementi che si pesseneformare con i b+r oggetti.

(b+r

n

). max(O.n-r)Sh<min(b,n). (49

14.2.3 Estrazione con ¢ontagio, Distribuzione di Pélya.

In questo schema si suppone che dopo ogni estrazione la pallina estratta venga
rimessa nell'urna assieme ad un'altra dello stesso colore. Allora, contraria-
mente al caso dell'estrazione senza rimessa, la composizione dell'urna viene
ora modificata aumentando di una pallina il suo contenuto dopo ogni
estrazione. Di conseguenza gli eventi [E; A ... A E;j];, sono possibili per ogni n
e h<n, come nel modello senza rimessa. Nella (46) i denominatori dei fattori a
secondo membro sono noti, come nei due modelli precedenti, ma ora crescono
da b+r ab+r+n-1 e il loro prodotto & allora (B+r+n-1),. Circa il
numeratore, il ragionamento ¢ analogo a quello del caso senza rimessa, salvo
dover qui incrementare anziché decrementare i fattori, rispettivamente da b a
b+h-1edarar+(n-h)-1. Si ottiene percid w(h,n-M)=P([E; A ... AE;]}) =
(b+h-1),(r+n-h-1),_[(b+r),. Usando la (47) si ha percid P(S,=h)=
(Z){(bﬂh—l)h(r-i-n—h—l)n‘hf(b-z—r+n—i)n], da cul si ricava:
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bth-1\ {r+n-h-1 b+r+n-1
h ) ( n-h )/( n ) (50)
che ¢ la distribuzione di Pélya relativa al modello base.

La formula si generalizza considerando anche in questo caso, come in quelio con
rimessa, un'urna con due palline, una bianca e una rossa, attribuendo peso b alla
bianca e peso r alla rossa per la prima estrazione ed incrementando di « il peso
della pallina estratta in ciascuna delle estrazioni successive. Allora riesce
P(E))=b|(b+r)e P(E)=r/(b+r). Peril calcolo di P(E/,;|E;A... AE)), 1<i<n,
occorre ¢ basta conoscere il numero di successi nei primi # colpi. Siano questi
J<i.lpesidi E/ )lE]n... nEfedi E;.;iE]A ... A E/ sono allora
b+ja e r+(i-j)a, rispettivamente. Le loro probabilitd sono percid nell'ordine
(b+ja)[(b+r+ia) e (r+(i—pa) | (b+r+ia). Per la (46) allora si ottiene

PS,=h =

, bib+a) ... (b+(h-Da)rir+a) .. (r+(a-h-1)a) _
P(IE/A ... AE]R) = (b+r) (b+r+a) ... (b+r+in-1)a) B

Chia(-Bla)-1] ... [(-Bla)- h+llGriad[(-rla)-1] ... [(-ria)-n+h+1]
[(-bla)- (r/a)][( blay-(rla)--11 ... [(-bla)-(r/a)-n+1]

Posto p=b/(b+r), g=r|(b+1) ¢ y=a/(b+r), quindi b/a=p/yerfa=q/y da
qui si ricava

_ 200:CqiDnh _ Iy 9/ Dan [ 1 Pa
PSy=h) = ( ) ¢ 17 = TR (nen)t /

e quindi finalmente:

P(Sy=h)= (—iw) (-qf}f)/(-l/y) y>0,p,g20,p+g=1. (509

n-h b

La (507 ¢ la formulazione -della distribuzione di Pélya unidimensionale.
I parametri p e g sono la prababilita inizialedi estrarre pallina bianca e rossa,
rispettivamente, e possono essere interpretati come indicatori del bilancia-
mento iniziale dei due colori. Il parametro y& invece l'incremento percentuale
del peso complessivo iniziale in vista della seconda estrazione, e in quanto tale
puo essere interpretato come un indicatore dell'effetto che ha I'incremento
di peso sullo sbilanciamento di cui sopra. E utile osservare per questo che
riesce P(E, \E N=pll+p =P, y=-ly/(1+n}P(E;) e simmetricamente
P(E,IE)) = P(E,) [¥/(1+p] P(E,). Sicché, y/(1+9) & il decremento
percentuale della probabilitd che nella seconda estrazione esca l'oggetto di un
colore (bianco o rosso), se nella prima estrazione & uscito l'oggetto dell'altro
colore (rosso o bianco). Ad esempio, se nella seconda estrazione il pesc
complessivo dei due oggetti aumenta del 10%, 50%, 100%, le suddette
probabilita diminuiscono del 9,09%, 33,33%, 50%, rispettivamente.

Questo modello & stato introdotto da G. Pélya e F. Eggenberger (1923) per
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studiare problemi di contagio tra individui di una popolazione colpita da una
epidemia. E'osservazione di un individuo sano {ammalato) & una indicazione
di regresso {progresso) dell'epidemia, perché rafforza la probabilita di osser-
vare un prossimo individuo sano (ammalato), in misura tanto maggiore gquanto
pil grande & ¥.

14.3 Estrazioni con pil alternative

Nel caso di una sequenza di estrazioni di un oggetto per volta da
un'urna contenente oggetti di ¢ tipi, con ragionamenti del tutto analoghi
{differiscono solo per il riferimento a pia tipi d'oggetto, anziché a due). si
ottengono risultati simili a quelli trovati nei modelli con due alternative.
Ci possiamo percid limitare a una descrizione essenziale dei modelli e dei
relativi risultati. Per descrivere il risultate di una sequenza di n estrazioni di un
oggetto per volta consideriamo Hltanto la sequenza di partizioni F, , ... ., B,
ove B = {a)]”), ,w;”} e wh nell'estrazione i-esima esce un oggetto di
tipo h Allora l'evente (u,g A ADD rn) L€ P Ay descrive una sequenza di 7
estrazioni e, in analogia al caso di due alternatlve, [a),g}/\ LA co,;? Inj.ng @
il generico w,i DN a)}i'” che prevede che l'ogeetto di tipo /1 venga estratto rny,
volte (che ny, degl; indici k; e Jh, sianougualia i), h=1,...,f, n;+...+n,=n

Usando il teorema delle probabﬂitél composte ora si trova:

(i) (1) _
P([e A" TAey 0 ) = 1)
P(w;E”)P(w,;:’iw”)) P(co””iw,éj” /\&)Zl 1)), o+ tn=n

Nei tre modelli con e senza rimessa e con contagio e loro generalizzazioni, il
risultato analogo a quello del caso t=2 & qui, come vedremo, che la proba-

bilita di [ey, {“ a’lii)]nwwﬂ: dipende da guagnte sono le estrazioni di
oggetti di tzpo ] , guante di tipo t, ma non da guali. In simboli si ha percid
P({a};;“ ijiz)]nl, nt) =7m{n,,... ,n.). Indicato allora con 5,2’” il numero
aleatorio degh oggetti ditipo A che Vengono estratti nelle n estrazioni,
Sn(“+ o+ S =n, i costituenti di ¥, A ... A B, che compongono I'evento

Sy =npa a8 P=ny) sono (1) (") (F

R} = 51 i 1
n; 7ty ny )—n,fﬂ;....n[..
Pertanto si trova:

i_ (M yy = M = 52
P((S,/=npA A(S)=n)) = Tt T )y iyt =1, (32)
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Come nel caso £ = 2, anche qui la coerenza della valutazione & assicurata da
13.2.5 Teorema. Tn tutti tre 1 modelli riesce percid:

: !
T PSepa A=) = T Ay =1

it thasER it tAER

14.3.1 Estrazione con rimessa. Distribuzione multinomiale.

E sufficiente considerare il caso generale, quello in cui l'urna contiene 7
oggetti distinguibili, 1, ..., ¢, ai quali vengono attribuite in ogni esirazione
probabilita p, , ... , p, di essere estratti, p, +... +p;= 1. Usando la (51) si ha

allora 7w(n;,...,n;) =p)* ... p}* e sostituendo nella (52) si ottiene

P( S“)__ S(t)_ —_ n! iy ity _
Sy =n)A A8, =h) = T e =1

pi>0.i=1,....n p;+..+p,=1.

(53)

che & la distribuzione multinomiale —su H A ... A F -

14.3.2 Estrazione senza rimessa. Distribuzione
ipergeometrica multipla.

Generalizzando il discorse fatto per il modello senza rimessa nel caso 1=2,
supponiamo qui che I'urna contenga m, oggettiditipo 1,...,m,oggettiditipot e
poniamo m=m1,+...+m,. Poiché I'6g2€1to estratto non viene rimesso nell'urna,
nella (51) i casi possibili sano tutti ¢ soli guelli per cui riesce O <n; <m; per
ognii=1,...,t Soddisfatee'queste condizioni, al denominatore del secondo
membro della (51) troviame # fatteri decresgenti di 1 a partire da m, e al numera-
tore ancora n fattori, di cui n; decrescenti di 1 a partire da m; (generalmente non
consecutivi), i=1,..., ¢ Pertanto si ha w(n,,....n) = 08y, ... MJn,/ (M,
e percio si trova
nl (m])ﬂg (m;)n;

. ‘
P((Sﬁ1)=ﬂi)/\"' A(Sy=ng) = nl...ng] (m)y ’

che si pud anche scrivere

P = nisi=n = (1) ()] ()

g n

(54)
ap<m, i=1, . L nt =0, mpt SR = AL

La (54) & la generalizzazione della (49) e prende il nome di distribuzione
ipergeometrica multipla. Analogamente a guanto visto nel caso ¢ = 2 per



488 Modelli di estrazione e collocazione

la (49), ¢ facile verificare che si perviene allo stesso risultato per la probabilita
dell'evento Egj) .. = S 1 0ggetti estratti tuttl in una volta da un'urna conte-
nente m; oggetti di tipo 1, ..., m, di tipo t, m=m,+ ... +m,, n; sono di tipo
1. .., n;ditipo 1, nell'ipotesi che i sottoinsiemi di » oggeiti che si possono
formare con gli m disponibili abbiano uguale probabilita di essere estratti
{scelta a caso dei sottoinsiemi di n oggetti). Pertanto:

Se non interessa l'ordine d'estrazione, il modello di scelta sequenziale
senza rimessa di n oggetti a caso uno per volta da un'urna che ne
contiene m, puo essere sostituito nei caleoli dal modello di scelta a
caso di un sottoinsieme di n oggetti tutti in una volia.

1l modello senza rimessa pud essere generalizzato in termini di pesi in modo
analogo a guelli visti per il modello con rimessa (per =2} e per quello con
contagio {per t=2). Basta supporre che dopo ogni estrazione i pesi degli
oggetti vengano decrementati (di -1 nel modello base), anziché incrementati o
lasciati invariati. Si ottiene cesi.un medello con contagio negative che si presta
ad essere studiato assieme |a quello con contagio positivo, come in effetti
faremo nel prossimo numero.

14.3.3 Estrazione con contagio. Distribuzione
di Polya multipia.

Ferme restando le ipotesi fatte nel numero precedente sulla composizione

iniziale dell'urna, supponiamo ora che dopoe ogni estrazione {'oggetto estratto

venga reimbussolate assieme a‘uno 'dello stesso tipo. Ragionande in modo

analogo al caso =2 allora si.ottiene;

T(nysn ) = g Gty -DY. g Gyt D] (my+n;-Dp, ... (mptae-1g,
T m...(m+n-1) {m+n-1)y

Sostituendo nella (52) si trova

PSS =n) A n (s Py = (M) L (M )/(’”T‘l) (55)

Hy L

n,+ ... +n;=n, che ¢ la distribuzione di Pélya multipla relativa al
modello base.

Passando al caso generale, come nel caso con rimessa consideriamo
un'urna contenente f oggetti distinti, 1, ..., ¢, una distribuzione di probabiliti

su B = {a)g” s eens a);”} assegnata mediante fa funzione peso b, ,...,byeun

peso a>0 destinato a incrementare il peso relativo all'ultimo oggetto estratto
prima dell'estrazione successiva. Posto b=b,+ ... +b,&p,;=b (b, ... ,p;=b,(b
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la distribuzione iniziale. All'atto della j-esima estrazione (j>>1) il peso comples-
sivo della distribuzione di Bloy'a... awf ) & b+(-1)a, dicuibj+jat la
parte che compete all'evento a)i'(ﬂ 0] ],(1_55/\ /\Cl)(;z:]) se in precedenza & stato

estratto j; volte l'oggetio di tipo 7, i=1, ..., 7. Allera riesce:

b} [P (b;-i—(n;—l)a)] {bf (b;'i'(."l[‘l)a)]
b..(b+(n-1a) .

1) (1) [
P([a)h[ A, /\mhn ]nl’.‘.‘nt) =

Motltiplicando a numeratore e denominatore ciascuno degli » fattori per-1ja e
ponendo y=a/b—percui sihab;la=p;/y i=1,...,t—daqui si ricava:

) - Cpiln; o CPel Dy
(-1/Pn

Sostituendo nella (52) sivtrovarinfine laseguente formula generale della
distribuzione di Pélya multipla:

P((S},”::ql)/\...A(s,{”=nt))=('p”y)...('pf”')/('”"). (55"

n, Ry n
y>0,p;,>0, i=1,....0 p+. . +pe=1, 0+ . +n,=n

(i} nj
P({wh,l/\"'/\mhn]nlil"’ni =7T(!1],v..,nr).

Come preannunziato al termine del numero precedente, si possono considerare
anche modelli con contagio negativo. Manteniamo per quesio le ipotesi prece-
denti sulla composizione dell'urna e sulla funzione peso della distribuzione
iniziale, ma diamo adesso.ad « il 'significato di decremento di peso. Con
ragionamento analogo a quello. del caso disincremento positivo ora si trova:

{ b] (b}*(ﬂlfl)a)] .ea {br (br*(li’rl)a)]

(1] (n) [
P([G)}”’/\‘.. /\C!)hn ]ﬂlsl-')n[) =

b (b-(n-1)a) ?
purché sia b;~(n;-1)a20,i=1,... ,n Moltiplicande qui a numeratore ¢
denominatore ogni fattore per 1/a ( invece che per -1/a) si ricava

(1_ (t_ _ pz/}’) pilY / 1y
PSP =n) A n(5P=n) = ( . ( o ('), (56)

ove il significato di p;. n;, n e y& quello che hanno nella (55").

14.3.4 Esempio.

Riprendiamo 4,1.1 Esempic 12 — urna contenente 1 pallina bianca (oggetto di
tipo 1), 2 nere (oggetti di tipo 2), 3 rosse (oggetti di tipo 3) e 4 verdi (oggetti
di tipo 4) — e poniamo gli stessi quesiti, con riferimento perd a tutte tre le
modalita d'estrazione. Si tratta di calcolare la probabilitd che in una sequenza
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di 4 estrazioni di una pallina per volta le palline estratte siano tutte bianche
(evento E,), dello stesso colore (evento E,), di colore diverso (evento £;), una
bianca, due verdi e una di altro colore (evento E,).

Usando la notazione dei paragrafi precedenti abbiamo r=4, m;=1, m,=2,
m;=3,m;=4,m=10e p,=1/10,p,=2/10, p,=3/10, p,=4/10. I quattro
eventi inoltre si scrivono:

= (/=4 = (5% 4),\(5”) O ASIE0 A(S=0)
Eg- Vie 85724 = VIL I/ = 0 A AL 5= 0)]
E;= Aj (8/7=1)
E,= SYEDASTED A= visPED) =

$=D A=A D ASTEOIVIS =0 A (5= D)

Per calcolare le loro probabilitd useremo la (53) per il modello con rimessa,
la (54) per il modello senza rimessa e la (35) per guello con contagio.

In relazione all'evento E, riesce n,=4, n, =n, =n,=0. Allora si ha:
41 134 724073,0,440
PIE) = yiaranan (19) (o) Go)dig) = ©:0001

nel modello con rimessa, P(E;}= 0 nel modello senza rimessa perché
m=4>1l=m;e

pE = (EHHENE) = s = oons

in quello con contagio (unitario):

Come si vede at fini del caleolo si passono trascurare i fattori corrispondenti
agli eventi S "L, cosa che d'ora in pot faremeo sistematicamente.

Probabilita di E,. : )
Riesce P(Ej)=Li=, PUS{"=4) A A 1, (SI"=0)). Nelle modalita con
rimessa e con contagio nell'ordine si ha:

41 [ 4 1+16+81+256
P(E,) = 2 (m) - 3048 1200 oon = 0.0354,

P(Eg)=:l [(‘f)/ (5)] = rsziseas

4 715
Nel modello senza rimessa riesce (S(U 4) = (S, 2 4y = (5, (3 4y=¢e
percid E, = (S.*54) e allora si trova P(E,) = {4 )f(m) =1/210=0,0048,

e

= 0,0783.
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Probabilité di E.
L'evento E; ¢ possibile in tutti i tre modelli e si ha:

PE)= 7 === —= 0,0576 (con rimessa),

re= () / (1) =00336  (concontagio),

P(E;) = (i)(f)(:)(?)/(?) =0.1143  (senza rimessa).

Probabilita di E,.
Anche l'evento E, & possibile in tutti i tre modelli. Ora si trova:

4 1 74322 41 1 (4323 .
PE) = T 10(10) 10 T2 10(10) 1o = 0:0960 con rimessay,

pea= () QRN 006 concomasio
o= () (RGN - 0252 s mess

14.4 Modelli di collocazione

Sono numerose-le circostanze in cui interessa indagare sulla
ripartizione degli individui dijana popolazigne in classi in ragione di certe loro
caratteristiche. Ad esempio, sulla ripartizione degli italiani per sesso, o peso, o
altezza o classe di reddito,; oppure! sullaltipartizione degli articoli di una
qualche produzicne in base a fissati livelli di qualita; oppure ancora sulla
suddivisione dei sinistri denunciati a una compagnia di assicurazione per
giorni della settimana o, se si tratta di assicurazione auto, per cilindrata €/o
zona di circolazione; e cosi via.

In questa e in analoghe circostanze, un'indagine capillare permette-
rebbe ovviamente di pervenire ad una distribuzione statistica della popolazione
in base alle caratteristiche desiderate, e non vi sarebbe allora alcunché
d'incerto. Ma ¢ altresi evidente, che in presenza di popolazioni numerose
l'osservazione e classificazione di ogni individuo ¢ spesso praticamente
irrealizzabile, o per motivi economici e/o per ragioni di tempestivita (si pensi
ad esempio alle previsioni dei risultati elettorali, fatte subito dopo la chiusura
dei seggi). In altre casi pud anche essere che non sia troppo oneroso pervenire
ad una conoscenza completa della distribuzione statistica, ma che ¢id abbia
interesse in una prospettiva induttiva: in vista cioé di utilizzare l'informazione
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acquisita per ottenere valutazioni nei rignardi delle distribuzioni statistiche di
situazioni analoghe future, o comunque incerte. Come ad esempio quella della
classificazione degli incidenti per cilindrata ¢ zona di circolazione, sicuramente
non proibitiva con 1'uso dei moderni elaboratori eletironici e di evidente
interesse per la compagnia ai fini di una valutazione del fabbisogno per la
copertura degli impegni per il prossimo o i prossimi esercizi.

Come detto all'inizio, e come ormai facilmente s'intende, gli esempi
potrebbero continuare numerosi; ma non & il case di insistere. Interessa invece
segnalare, qui, che tutte queste situazioni si prestano ad essere descritte
utilizzando uno schema comune. Suddivisa la caratteristica che interessa
esaminare in «livelli» — maschio e femmina per il sesso, scale numeriche per il
peso (altezza, reddito), giorni della settimana (o mesi) per le denuncie di
sinistro, eccetera — si pud infatti immaginare di pervenire alla classificazione
della popolazione assimilando.i-«livelli»a-casselti-e collocando un individuo
{oggetto} per volta nel cassetto corrispondente al suc livello. La scelta
del cassetto per un individuo € obbligata se si conosce il suo livello (se & stato
osservato). Altrimenti, quando il medello & usato per descrivere una situazione
incerta, i criteri di scelta saranno probabilistici.

Un medello di collocazione quale quello appena delineato pud
essere ricondotto facilmente a un modello d'estrazione. Se sono n gli individui
della popolazione e s i livelli della caratteristicz, tale modelio prevede infatti
che il risultato di una collocazione si ottenga operando n scelte di un cassetto
(una per ogni individuo). I 'modello di collocazione diventa allora modello
d'estrazione se immaginianio un'graa ¢ontenente gli s cassetti e usiamo gli »
individui come indici delle esirazioni numerandoli, dando a loro un rome e un
ordinamento. 1 cassetti (ogeetri nell'urna) vanno considerati a due a due
distinti, perché ciascuno di essi € usatlo perjndividuare un livello della caratte-
ristica che si vuole classificare. Sicché, 'urna che serve a descrivere il
modello di collocazione mediante un modello d'estrazione, contiene s oggetti
di 5 tipi. Le modalita di collocazione, tradotte in modalitd d'estrazione,
saranno poi quelle che permetteranno di dare una struttura probabilistica al
modello. Di attribuire cio¢ la probabilita di scelta dei singoli cassetti per la
collocazione sequenziale degli n oggetti.

14.4.1 Aspetti descrittivi dei modelli di collocazione.

Poich¢ 1 modelli di collocazione possono venire interpretati come modelli
d'estrazione con piu alternative, per le notazieni ci riferiremo a quelle dl
precedente § 14.3, adeguando perd la terminologia. Occorre per questo
anzitutto dare individualita ai cassetti e lo facciamo numerandoli da 1 a 5. Cid
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posto, il generico costituente cohm della partizione ¥, che nel § 14.3 & definito
dalla proposizione nell'estrazione i-esima esce un oggetto di fipo h, si esprime
qui in modo pil appropriato con la proposizione l'oggetto i-esimo viene
collocato nel cassertto h. 1 costituenti della partizione [P, A ... A B, descrivono
il risultato della collocazione in modo dettagliato. Il generico di essi,
a);lj) A A a),flﬁ) dice cioé che il primo individuo viene collocato nel cassetto
f,, il secondo nel cassetto 4,, ... , I'n-esimo nel cassetto #,,. Il che si
pud indicare in modo piti suggestivo ponendo (A, ..., h,)= a)}gf A A a),i’:;)
e dando aj costituenti il nome di collocazioni. Le collocazioni vengono cosi
descritte dalle disposizione con ripetizione (h,, ..., k,) di classe n (r-ple
ordinate) dei numeri 1, ...,s. Data (k,, ..., h,), la corrispondente colloca-
zione si ottiene ponendo 'oggetto i-esimo nel cassetto A;, i=1, ..., 5.
Viceversa, data una collocazione, si risale alla disposizione che la descrive
ponendo al posto i-esimo.della corrispendente.disposizione il numero del
cassetto che contiene l'oggetto i, Il numero massimo delle collocazioni
possibili — quello dei costituenti di I, A ... A B — & quindi s™.

Vediamo di chiarire la questione riprendendo in esame 4.1.1 Esempio 13, in cui
¢ prevista la collocazione di =2 palline @, » (1, 2 nella notazione precedente)
in §=3 cassetti 1, 2, 3, che abbiamo ivi rappresentato graficamente nell'ordine
con!l L 1 I Nell'ipotesi che sia possibile collocare entrambe le palline
anche in un solo cassetto le collocazioni possibili — gia viste allora, ma che
conviene qui riportare — sono:

ol | L laol [P SerfTals] JLal (61| [als]
N

el (el Lall lelal

Le corrispondenti descrizioni in termini di disposizioni con ripetizione — di
classe 2 dei numeri (cassetti) 1,2 ,3 — sono le seguenti:

(L) 22y 3.3 (L2 (1L, (2,3}
2,1y (3,1 (3.2)

Usando i simboli dei modelli d'estrazione gli individui (oggetti) a e b diven-
tano indici della prima e seconda estrazione, alle quali vengono associate le
partizioni P = (o, 0, 0@} ¢ B = {w(}”, a)fzi”, a)(jb’}. Si ha allora
@@a = (1,1), oF A 0P=(1,2), @A 0?'=(3,1), eccetera.

In 4.1.1 Esempio 13 si & considerato anche il caso in cui i cassetti possono
contenere al pili una pallina. Le prime tre collocazioni — quelle corrispondenti
alle disposizioni (1,1}, (2,2), (3,3) - diventano allora impossibili.

Sin qui il discorso riguarda collocazioni di oggetti distinguibili. Se questi sono
indistinguibili, non & possibile tenere conto dell'ordine in cui gli oggetti
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vengono collocati. La rappresentazione grafica delle collocazioni possibihi
deve allora essere modificata. Con riferimento al nostro esempio si avra allora
la seguente rappresentazione:

oo 1 lod , jool|o]o] lo ‘ﬂt_!ﬂol

In generale, la partizione che descrive la collocazione di n oggetti
indistinguibili in s cassetti & la {(S,i“:rlj)/\ A (Sf): He) th+.L+ng=n,
nella quale il generico fattore Sn( e n; significa ora il cassetto i-esimo contiene
n; oggetri (in termini d'estrazione: i successi di tipo i sono n;). Per avere
una notazione pill adatta ai problemi di collocazione viene naturale di porre
[r;,...,n5]= (Sf£])=”1)/\ oA (S,gjj=rzs). Per indicare la generica occupa-
zione dei cassetti si viene cosi.a.disporre diun simbolo meno ingombrante, in
cui si legge che il primo cassetto € occupato da #, oggetti (che € vuoto s¢
n,=0), il secondo da n, oggetti, ... , I's-esimo da n; oggetii. Per questo
motivo daremo a #, , ..., n, il nome di numeri di occupazione. Circa il numero
delle possibili occupazioni, esso & dato da (**#°1), con n=n,+ ... +ny. Si
tratta delle combinazioni con ripetizione di s elementi di classe x (gli s cassetti
che vengono scelt n volte). Proveremo questo risultato indirettamente in
14.4.2 Nota. Osserviamo ancora qui, invece, che il numero delle occupazioni
possibili del nostro esempio & (757"} =6 e che con la nuova notazione esse si
scrivono:

[2,0,0], [0,2,0],000,2 01 [L, 1,01, {1,0,1], [0, 1, 1}.

14.4,2 Le statistiche della fisica delle particelle.

In questo numero riportiamo a titolo di esempio alcuni modelli di occupazione
che vengono utilizzat in fisica per studiare il comportamento di sistemi di
particelle subatomiche: elettroni, fotoni, neutroni, nuclei, protoni, ... . Per
pervenire ad una modellizzazione, lo spazio delle fasi del sistema viene
suddiviso in un numero convenientemente grande di celle — i casseti —
destinate a ricevere le particelle (gli individui di una popolazione). Il compor-
tamento dei sistemi non & comune a tutti i tipi di particelle. Per questo motivo i
fisici hanno proposto, per lo studio di questi sistemi, pilt di un modelo. Tutti
vengonoe comunque ricondotti ad un comune schema descrittivo. Le particelle
sono considerate ovviamente indistinguibili. Non sarebbe infatti realistico
supporre di essere in grado di identificarle materialmente, dando a loro un
nome. Nulla impedisce perd di immaginare di farlo, se cid serve per descri-
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vere le modalita di collocazione e per introdurre nel modello la struttura
probabilistica. Noi lo faremo per tutti i tre modelli che andremo a studiare qui
di seguito. In primo approccio descriveremo ciog l'operazione di collocazione
mediante la partizione P, A ... A B, spiegandola cosi come se le particelle
fossero distinguibili e collocate nelle celle una alla volta in un ordine
assegnato. La struttura probabitistica viene allora introdotta stabilendo la
modalita d'estrazione sequenziale delle celle. Noi considereremo qui le tre
modalitd d'estrazione base — con e senza rimessa, con contagio —, trovando
per questa via tre modelli classici della fisica delle particelle, che sono stati
perd introdotti originariamente assumendo opportune ipotesi di simmetria.
Poiché le particelle sono indistinguibili, ¢id che concretamente interessa
calcolare, nelle tre modalitd d'estrazione suddette, & la distribuzione di
probabilita sull'insieme della occupazioni {[n,, ... ,nl, t n,+...+ns=n}.
Per un adeguato commentordeimmodellivinteresserd tuttavia considerare
anche la distribuzione di probabilita sull'insieme delle collocazioni, ciog
sulla partizione ¥, A ... a ¥,. Ricordiamo in proposito che abbiamo
indicato con 7m(n,,...,n,) la probabilita del suo generico costituente
[w;i"f}/\... /\a),;';)]ni,...,ns, che qui dice, tenendo conto dell'ordine, che
n, particelle vengono collocate nella cella 1, .0, n, nella cella s.

Statistica di Maxwell-Bolizmann.

Supponiamo che la cella assegnata ad ogni particella sia scelta a caso tra futte
le s disponibili, occupate e non. I corrispondente modello d'estrazione &
allora quello sequenziale con rimessajesso prevede percid che si eseguano n
estrazioni con reimbussolamento di una cella per volta, da un'nrna che ne
contiene s distinguibili. La'distribuzione di probabilitd sull'insieme delle
occupazioni si ottiene allogd poncadonella (53) p;=1/s,i=1,...,s. Sitrova:

n! n
Py = ()t tng=n,

In questo modello riesce 7(n,,...,n.)=(1/s)" ... (1/s)"s=1/s". Le 5"
collocazioni (gli eventi elementari di P, A ... A [B,) sono dunque tutte possibili
ed equiprobabili. Questa condizione di equiprobabilita - conseguenza qui della
modalitd di collocazione — viene assunta nel modello originale direttamente
per ragioni di simmetria. Anche se pud sembrare a prima vista un'ipotesi
ragionevole, si & rivelata perd in realtd inadeguata ad interpretare in modo
soddisfacente il comportamento di qualsiasi sistema di particelle subatomiche.
L'ipotesi di simmetria sulle collocazioni — e percid anche quella di collocazione
sequenziale con rimessa — non corrisponde ciog al comportamento osservato
di nessun sistema di particelle.
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Statistica di Fermi-Dirac.

Supponiamo che la cella assegnata ad ogni particella sia scelta a caso tra quelle
virote al momento della sua collocazione. Allora, le collocazioni possibili sono
tutte e sole guelle che prevedono celle occupate al pilt da una particella. 1
corrispondente modello d'estrazione & quello sequenziale senza rimessa.
Perché l'operazione non sia impossibile, bisogna percio che sia n < s (ma in
questi modelli 7 va pensato in realtd molto minore di 5). La distribuzione di
probabilita sull'insieme delle occupazioni si ottiene allora ponendo nella (54)
t=m=3s, n;<m;=1 - sicché riesce (ZIL‘) =1-i=1,...,s equindi si trova:

Pny, o on D =1/(C) mti=1. s+ +ng=nss.

In questo modello le occupazioni sono dunque equiprobabili. Sono tali anche
le collocazioni possibili, che sono in numero di (s), - si pud assegnare una
cella in s modi alla particella 1. in s~ 1 modi alla particella 2, ..., in s-n+1
modi alla particella n — ¢ riesce (#n,,....n,) = 1/(s), come si vede ponendo
t=m=sem;=...=my=1 pell'espressione di 7(n,,...,n,) del n® 14.3.2.
Come gia segnalato, la condizione di simmetria per le occupazioni € assunta
come ipotesi. A titolo di curiosita segnaliamo ancora che questo modello ¢ ad
esempio adatto per spicgare il comportamento di sistemi di elettroni, di
neutroni e di protoni. Pill in generale, le particelle che obbediscono alla
statistica di Fermi-Dirac sono dette fermioni.

Vale anche la pena di osservare che il problema che stiamo trattando pud
essere interpretato come una gencralizzazione dell'estrazione del lotto su una
ruota. Al posto di estrarre5 dei 90 numeri presenti in un'urna, qui si
immagina di scegliere n di § celle disponibili: Se queste non sono distinguibili
— com'¢ nel nostro caso — o non interessa l'ordine d'estrazione si ottiene che le
combinazioni di classe #.di s’ oggetil distingunibili {qui di celle) sonoc
equiprobabili.

Statistica di Bose-Einstein.

Nel modello Fermi-Dirac, una cella non pud essere occupata da pill di una
particella. Possiamo pensare che questo accada perché le particelie sono dotate
di una forza repulsiva in grado di impedire alle altre particelle 'ingresso in una
cella gid occupata (da una particella). It modello che andiamo ora ad esaminare
si lascia invece descrivere immaginando che le particelle si attraggano con una
forza traducibile nel corrispondente modello d'estrazione in termini di contagio
unitario. Che il problema di occupazione possa cio¢ essere assimilato a un
modello d'estrazione di Pdlya da un'urna contenente s celle, incui ¢ 1 sia il
peso iniziale di ciascuna cella sia l'incremento di peso della cella estratta in
ogni singola estrazione. La distribuzione di probabilitd sull'insieme delle
occupazioni si ottiene ora ponendo nella (55) t=m=s, my=1,i=1,...,8, ¢
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quindi si ricava:

P(n,,....,nH= 1/ stn- 1 , n+..tng=n

Come nel precedente modello di Fermi-Dirac, anche in questo le occupazioni
possibili sono equiprobabili. Ora perd il loro numero & maggiore, perché ogni
cella pud essere occupata da piti particelle (anche da tutte). Questo modello si &
mostrato adatto per la descrizione del comportamento di alcuni sistemi di
particelle, quali ad esempio i fotoni e gli atomi di idrogeno. Le particelle che
obbediscono alla statistica di Bose-Einstein vengono denominate bosoni.

Nota. Formule combinatorie,

Sappiamo che le valutazioni di probabilita sulla partizione P A ... A [P, che si
ottengono con procedura sequenziale sono coerenti (13.2.5 Teorema) e che
sono percit coerenti anche quelle che si ottengono a partire da queste per la
partizione {(S, “_"1)/\ /\(S —nS) $a,+ .. +n,=n}, meno fine della
prima. Vale 1 percid la somma delle prebabilitd dei loro eventi elementari.
Questo risultato pud essere usato efficacemente come strumento per dimostrare
in via probabilistica talune formule di tipo combinatorio. Vediamo qualche
esempio.

Nel caso delle statistiche di Fermi-Dirac ¢ di Bose-Einstein le occupazioni
sono combinazioni di s elementi-di classe », semplici le prime e con ripetizione
le seconde. Poiché sono equiprobabiliyla loro somma — che deve essere 1~ @
uguale alla probabilitd comune per il loro numero, e questo & allora il reciproco
delle rispettive probabilita. Cid dimostra che ( ) & il numero delle combinazioni
semplici di 5 elementi di classe me (S T 1) le combinazioni con ripetizione.
Posto nella (48) ny=max(0 n'"yyen,=min(b,rn) e sommando per h
compreso tra n, e 1, si ottiene la formula combinatoria:

S (1) By = B+ 1)y
h:IZO

Ponendo p;=b,/(b,+...+b,) a secondo membro della (33) e sommando per

n;+... +n,=nsi trova la seguente generalizzazione dello svituppo del binomio
di Newton.

By b = (b . b,

2 T
At 4mg=n T

Analogamente, sommando ancora per #, +...+#1,=n a secondo membro
della (53') siricava la formula combinatoria:
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s (-p:/y)m (-pn’y) =('Lf"/), y>0,p;>0, p;+..+p;=1.

At tng=a Y T iy

COMPLEMENTO.

Il modello di Fermi-Dirac prevede che le particelle si respingane con intensita
tale da impedire che una cella possa essere occupata da pili di esse. Per quel
che riguarda 'aspetto probabilistico si suppone classicamente che le occupa-
zioni possibili — in numero di ( fl) — siano equiprobabili. Come abbiamo visto,
questa vatutazione & equivalente a quella che si ottiene assimilando il problema
di collocazione a uno di estrazione sequenziale (delle celle) senza rimessa, che
pud anche essere interpretato come problema di estrazione con contagio
negativo unitario (n° 14.3.3). La valutazione della distribuzione di probabilita
sulle occupazioni con procedura sequenziale consente di introdurre modelli
con contagio negativo in cui le particelle si respingano con forza piti debole di
quella prevista dal modello di Fermi-Dirac, capace cio¢ di ostacolare l'ingresso
delle particelle in celle gii occupate, ma non di impedirlo. Analogamente,
l'assegnazione della probabilita con procedura sequenziale permette di intro-
durre modelli con contagio positive in cui le particelle si attraggano con forza
graduata a piacere dall'entith del contagio. Per imodelli di contagio negativo si
userd la formula (56) — purché siano soddistatte per n e per i numeri di
occupazione #; le limitazioni ivi previste — e per quelli di contagio positivo
la (55") - che non pone limiti per il numero delle particelle e per i numeri di
occupazione (salvo ovviamente che per la somma di questi, che deve essere
uguale al numero delle partieelle = (n° 14.3.3).

A titolo di esempio consideriamo il problema di collocazione di 4 particelle in
6 celle ¢ andiamo a calcolarg la probabilita{delle occupazioni in cingue ipotesi
sull'entita de] contagio, comprendenti i tre modelli (statistiche) studiate sopra.
Osserviamo anzitutto che gualunque sia l'entitd del contagio (negativo o
positivo), la distribuzione iniziale & uniforme, riesce p;=1/6 € si pud pensare
assegnata attribuendo peso 1 alle singole celle — come gia fatto del resto per il
modello di Bose-Einstein —. Circa il contagio, lo esprimeremo in percentuale
di 1 (del peso comune delle celle). Esso risulta percid -1% nella statistica
di Fermi-Dirac, 0% in quella di Maxwell-Boltzmann e 1% in quella di
Bose-Einstein. Per guesti tre casi il calcolo della distribuzione sulle occu-
pazioni si effettua usando le formule messe in evidenza sopra per ciascuno di
essi. Per gli altri due modelli abbiamo scelto un contagio negativo e uno
positivo di entita pari a 0,15. Abbiamo allora a=0,15, b,=...=bs=1, b=0,
1/y=bla=40 e p;/y=20/3. Riesce b;—(4-1)a=0,55, ¢ percid ogni cella ha
la possibilith di essere estratta 4 volte anche nel modello con contagio negativo
pari a -0,15 — le quattro particelle possono essere collocate anche in un solo
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cassetto —. Usando la (56) troviamo allora che la corrispondente distribuzione
sulle occupazioni €

Py, on = () V(O e em=

"y M4 4

Quella relativa al modello con contagio +0,15 & analoga (basta sostituire
20/3 con -20/3 e 40 con -40), come segue usando la (559. In tutti 1 modelli,
poi, la P([n, . ....n,]) & una funzione simmetrica dei numeri di occupazione.
Le occupazioni che hanno lo stesso insieme di numeri {#, , ... , 7} hanno cio¢
uguale probabilita. E sufficiente percid riportarne una per tipo, come abbiamo
fatto nella tabella pilt avanti, elencandole in ordine di «concentraziones
decrescente. Circa i! loro calcolo, ¢i limitiamo qui ad indicare quello della
probabilita di una delle (.f) (? ) = 15 occupazioni che concentrano tre particelle
in una cella ¢ la rimanente in un'altra cella, Per l'occupazione [3,1,0,0,0,0] e
contagio -0,15 si trova allora:

ris oo (PR (1)(4)-

( (zois)ﬂ;ga)(u/s) N (z?;;3) xlxi)/““gﬁg‘” _ 0,00214.

Se il contagio & 0,15 si ha invece:

w0 S IERER) (7)) 1)-

( (-20/3)(-23/3)(-26/3). (-20/3) )/ (-40) (-41) (-42) (-43)
3t 1 41

= 0,00339.

Come si vede nella tabella, e com'@-ovvio che sia, P([4, 0, 0, 0, 0, 0]) cresce al
crescere del contagio e P([1,1. 1,'1.-0,.0]) decresce. Crescono anche le

a | P4,0,0,.. | PU3. 10, D PC2,2.0,.. 0 | PA2,1,1,..) | PAL1,LL,..D)
-1 0 0 0 0 0,06667
-0.15|  0,00029 0,00214 0,00390 0,00919 0,02161
0 0,00077 0,00309 0,00463 0,00926 0,01832
015 | 000214 0,00399 0,00529 0,00920 0,01601
1 0.00794 0.00794 0,00794 0,00794 0,00794

probabilitd delle oceupazioni [3, 1,0, 0,0, 0], [2, 2, 0,0, 0, ], meno concen-
trate della prima, mentre la probabilitd della [2, 1, 1,0, 0, 0] & prima crescente e
poi decrescente.
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[a,b]

la.b[

la,bl, Ja.b]
card(J)

3(:

M. U

[SI-3

Z

~N

P

parte intera di x

n...n=h-1)
(n), =n ... 2:1
(nky

i coefficiente binomiale

x tendente a v, da destra

x tendente & x, da sinistra

insieme dei numeri naturali, O escluso
insieme det numeri naturali, 0-incluso
insieme dei numeri reali

insieme dei numeri reali positivi

insieme dellew=ple di numeri-reali

intervallo chiusa

intervallo aperto

intervalli semichiusi (semiaperti)

cardinalitd dell'insiemed

insieme complementare dell'insieme J
intersezione, unione di insiemi

appartiene (un elemento a un insieme). non appartiene
relazione d'ordine tra elementi di un insieme
equivalenza

asserisco (sono in grado di affermare) che se o € una
proposizione (ipotesi) vera anche la proposizione p & vera



EPeq)
—peq)
AcCB BoA
ASB A2B
AxB

LA, YV, D, &

AP, VP
NE, VE
- &P

PAP , PVvP
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P € g sono a-equivalenti

P ¢>q ¢ una tautologia

insieme A incluso (sottoinsieme) nell'insieme B
insieme A sottoinsieme proprio dell'insieme B
prodotto cartesiano degli insiemi A ¢ B

connettivi di proposizioni «non», «e», «o», «implica»,
«biimplica» o operazioni con eventi di «negazione»,
«prodottos, «somma», «implicaziones», «biimplicazione»

congiunzione e alternativa multiple delle proposizioni di &P
prodotto e somma logici degli eventi di &
insieme delle negazioni delle proposizioni di &

insieme delle ‘congiunzioni p A p’ (alternative pvp') con
pePepcdP

insieme delle negazioni degli cventi di &

insieme dei prodotti logici £ E' (somme logiche EvV E')
conEeéeEed

- E (negazione dell'evento £)

evento impossibile o_insieme vuoto

evento certo

l'evento Eimplical'evento F

I'evento Elimplica l'evento F, ma non viceversa
E=F

partizione dell'evento certo

partizione prodotto delle partizioni ¥, , ..., B,
partizione generata dall'insieme di eventi &

algebra generata dall'insieme di eventi &

algebra degli eventi logicamente dipendenti dall'insieme &

A(&)-1{9}
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