SUTI PROCESSTI DI ARRIVO DI SINISTRI
' PER RISCHI «ANALOGHI» (%)

di ATTILIO WEDLIN (a Trieste) (*¥*)

SoMMARIO. - In questo lavoro si affronta il problema della inferenza bayesiana
incrociata su due processi poissoniani di arrivo di sinistri parzialmente scam-

N

biabili. La distribuzione iniziale dei parametri aleatori ¢ scelta nella fami-
glia delle distribuzioni gamma bidimensionali.

SUMMARY. - This article deals with the mutual bayesian inference on two Poisson
partially exchangeable processes of claim occurrence. The initial distribution
of the random parameters belongs to the family of bidimensional gamma
distributions. : '

1. Scopo del presente lavoro & di suggerire un possibile approccio
per la risoluzione del problema riguardante I’inferenza simultanea su due
(o pitt) processi di arrivo poissoniani in ipotesi di scambiabilita parziale.
Per quanto riguarda la rilevanza pratica di questo problema ci possiamo
riferire, per un esempio, ad una situazione di Teoria del rischio: & il
caso della Compagnia di assicurazione che desidera adeguare periodica-
mente la valutazione del premio all’andamento concreto della sinistra-
lita riguardante due (o pili) rischi diversi, ma per qualche aspetto « ana-
loghi », non potendo peraltro avvalersi di numerose osservazioni cam-
pionarie per ciascuno dei rischi considerati. « L’analogia » di cui si parla
deve intendersi traducibile, come sara chiarito successivamente, nell’ipo-
tesi di scambiabilita parziale delle variabili campionarie che contano
il numero dei sinistri (per esercizio) per i rischi considerati.

(*) Pervenuto in Redazione il 19 giugno 1974.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del G.N.A.F.A. del C.N.R. nell’an-
no 1973.

(**) Indirizzo dell’Autore: »Istituto di Matematica Finanziaria dell’Universi-
ta - Piazzale Europa 1 - 34100 Trieste.
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I1 problema inferenziale testé delineato sara trattato con un proce-
dimento bayesiano e la distribuzione iniziale sull’insieme dei parametri
incogniti verrd scelta nella famiglia delle dlstr1buz1on1 ‘gamma-bivariate
(multivariate).

La distribuzione gamma-multivariata, sulla quale daremo qualche
notizia nell’Appendice I°, & nota fin dal 1941 ed & stata oggetto di nu-
merosi lavori a carattere teorico, ma ben poco & stata finora adoperata
in campo applicativo; & nostra intenzione mostrare invece che essa pud
rivelarsi praticamente utile per I'inferenza su processi di arrivo poisso-
niani.

A causa della complessita formale della maggior parte degli svilup-
pi € delle dimostrazioni, riporteremo nel testo soltanto la traccia del
ragionamento ed i risultati finali, mentre i suddetti sv11upp1 troveranno
posto nella Appendice II.

2. Affronteremo ora il suddetto problema inferenziale nel semplice -
caso di due soli rischi « analoghi », riservandoci di fare nel seguito
qualche osservazione sul caso generale. |

Si vuole dunque inferire simultaneamente su due processi di arrivo
di sinistri di tipo poissoniano con intensita aleatorie rispettive ®; ¢ O,
nelle seguenti ipotesi:

a) scambiabilita dei due processi stocastici di arrivo I'={Xx;
heN} e I'={Y:; keN}; tale ipotesi equivale, come si sa, a ritenere
le variabili aleatorie (v. a.) del processo i-mo (i=1,2), aventi il signi-
ficato di « numero di sinistri relativi al rischio i-mo verificatisi nel pe-
riodo di osservazione unitario A-mo (k-mo) », ugualmente distribuite e
stocasticamente indipendenti subordinatamente ad ogni possibile valore
0: dell’intensita aleatoria @;. Per lipotesi fatta precedentemente si ha:

PXy—=n|0,]=[0"exp(—0))/n! n=0,1,2,.. ed h =1,2,..
P{Y,=1m|06,) =[07-exp(— 6,)}/m!, m=0,1, 2, v © k =1,2, ...

b) Indipendenza subordinata delle v. a. Xi e Yy dei due distinti
processi 'y e I, rispetto ad ogni possibile coppia di determinazioni

(01, 6,) delle intensita aleatorie ®; e @,; formalmente cid significa che
sussiste la seguente uguaglianza:

P{(Xh=n A(Yk_m)lﬂi,92]—P(Xh-—n|9“9 ) P(Yk-—'Inlei,Oz},

qualunque siano gli interi 4, k, n ed m e le determinazioni #;, 6,. Circa
il significato, peraltro evidente, di questa ipotesi basta osservare che se
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fosseto note le intensity di atrivo dei sinistri, ciod se fossero note le
caratteristiche dei due processi stocastici It e I';, nessuna ulteriore in-
formazione campionaria disponibile per uno di essi ci insegnerebbe qual-
che cosa di pilt sull’altro. : :

.. ¢) Indipendenza stocastica subordinata tra X1 e ©,, relativamente
ad ogni possibile determinazione di @y, e tra Yi e O, rispetto a O
¢i0-equivale a supporre che sussistano entrambe le:

P(Xy=n|0,,0)=P{X,=n|0),  ¥hn;
PV =m|0,,0,) =P (Vi=m|0,), ¥ kom

Con tale ipotesi si afferma che se fosse nota Iintensita di arrivo
di uno dei due processi, nessuna informazione acquisita sull’intensita a-
leatoria dell’altro processo pud riuscire significativa agli effetti di una
migliore conoscenza del primo (gia determinato dalla intensita nota).

d) Dipendenza stocastica tra le Xy, e le Y dei due distinti prb-
cessi stocastici I'y e T2, qualunque siano gli interi h e k.

Di tutte le ipotesi sin qui elencate & forse I'ultima quella che ri-
chiede qualche ulteriore precisazione. In primo luogo & appena il caso
di ricordaré che non vi & contraddizione alcuna tra la suddetta ipotesi -
di dipendenza stocastica e quelle di indipendenza subordinata affermate
sub b) e ¢). Secondariamente, circa l'origine della dipendenza stocastica,
essa va cercata in quella stessa carenza di informazioni sui parametri
del modello che ci ha fatto assumere « scambiabili » le v. a. di uno stes-
so processo stocastico I'i. Se le osservazioni disponibili per 1’inferenza:
sull’intensitd incognita ®; sono scarse e se riteniamo che il rischio a cui
si riferisce il processo I'; sia, per qualche verso, analogo al primo po-
tremmo pensare di avvalerci anche delle osservazioni sulle v. a.
Yi(k=1,2,3,..) per linferenza su ©;; la stessa considerazione vale
ovviamente, in modo simmetrico, per l'inferenza su @, mediante osser-
vazioni statistiche sulle v. a. X, (h=1,2,3,..) di I'i. E non potremmo
avvalerci delle osservazioni statistiche in questi termini se ritenessimo
indipendenti le variabili campionarie X» € Yi. -

Per quanto concerne 1’analogia dei due rischi, essa potrebbe ba-
sarsi sull’esistenza di circostanze comuni che influenzano in modo simile:
la sinistralitd nei due casi. Si pud pensare, con riferimento all’assicura-
zione contro -la -grandine, che costituiscono rischi analoghi i contratti
riguardanti terreni -agricoli situati in due zone-diverse, anche molto lon-
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tane tra loro, ma simili sotto I’aspetto metereologico; altri esempi, forse
ancora pill significativi, si potrebbero cercare in altri rami elementari
(R.C. A., incendio ecc.). ’

11 modello che abbiamo descritto elencando le numerose assunzioni
ai punti a, b, ¢, e d costituisce un « processo inferenziale parzialmente
scambiabile ». Come & stato dimostrato in un mio precedente lavoro [5],
condizioni necessaria per la dipendenza stocastica delle v. a. X1 e Y&
appartenenti ai due distinti processi I't e I'»-e soddisfacenti alle ipotesi
sub a),b) e ¢) & che i parametri aleatori @; e @, siano stocasticamente -
dipendenti. -

Allora in un 1mpostaz1one baye51ana del nostro problema se le
v. a. X, e Y, sono giudicate stocasticamente dipendenti, lo stato di in-
formazione iniziale (precedente 1'osservazione campionaria) non pud
essere espresso mediante la scelta di una distribuzione congiunta di pro-
babilita per i parametri aleatori ®; e @, che postuli una loro indipenden-
za stocastica; in termini delle densitd delle distribuzioni congiunte e
marginali iniziali dovra quindi essere:

000,10 % 67 6) - o (B2

Come gia preannunciato, sceglieremo la densitd congiunta iniziale
g (01,0,) entro la famiglia delle distribuzioni « gamma-bivariate » ca-
ratterizzate da una densita del tipo seguente:

70,69 =L I (p) Tpgl ™ 67" 0" exp (=6, — 0,) -

14 2 e o) 127 o)

r=]

definita per 0:>0 ¢ 6,>0, e nella quale p; e p, sono parametri nume-
rici positivi-con pi<p,, p & il coefficiente di correlazione lineare tra le

v.a.0; ¢ 0, (1), (p)-=p (p+1) (p+2)..(p+r—1) ed infine LD (0)
¢ il polinomio di Laguetre generalizzato di grado r definito dalla

‘L‘;"“’(e)= (_flgi D(—1r,p;0) = s (’ ‘:_’_’_; )(-—e)h/hz |

=0

ove @ (—r, p; 0) ¢ la funzione ipergeomettica confluente (o di Kummer).

() Interessa osservare che p & necessariamente positivo per ragioni- insite
nello stesso procedimento costruttivo della suddetta densita di probabilita; se in-
teressa accogliere una correlazione negativa si deve procedere ad un opportuno
cambiamento di variabile. :

Per maggiori dettagli sulla gamma-bivariata vedi I’Appendice I.
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Si pud dimostrare che le densitdh marginali g® (6) e g® () sono
di tipo gamma standardizzata di parametri rispettivi p; e p: €, chiaramen-
te se non vi ¢ correlazione tra le intensitd aleatorie, ciot se p=0, la
densita congiunta g (64, ;) si riduce al prodotto delle densita marginali.

Ritornando al nostro procedimento inferenziale, lo stato di infor-
mazione iniziale dovra allora esprimersi mediante una valutazione nu-
merica dei tre parametri della suddetta densitd congiunta: assumeremo
interi positivi e maggiori di 1 entrambi i parametri p1 € ps, con pi< -
=ps ¢ 0<p<1. Supponendo ora di aver osservato P’evento {Xi=n)a

(Yi=m)}, la verosimiglianza per 6; e 6, corrispondente si ricaverebbe
nel modo seguente: o

(1) L(B,,0,]n,m)=1,(0,,0,|n)-1,(0,,0,|m)—

=1, (8; | n)-1,(8,/m) = [0 exp (— 0,)/n!] 6" exp (— B,)/m 1],

ove le successive uguaglianze della catena risultano giustificate fispet-
tivamente dalle ipotesi sub b, ¢ ed a. ‘ ‘
La densita congiunta finale per ®; ¢ @, ¢ allora:

(2) g (9'1" 92 ln’ m) =

= 0,(0,,0,).1(8, ,0,|n,m).[ f [ 90(8,,0,)1(8, , 0, | n, m) 40, d0,]-1.
' 00 -

Particolarmente interessante per i nostri fini risulta I’analisi dell’in-
tegrale doppio entro parentesi quadrata il cui significato & quello di pro-
babilitd dell’evento osservato {(Xi=n)A(X=m}, valutata in base allo

stato di informazione iniziale espresso dalla 2 (01, 6,). Con ci0 si porra
in evidenza la dipendenza stocastica tra le variabili campionarie X; e Y;

derivante da quella assunta tra le intensita aleatoric @; ¢ ©,.
Risulta come si dimostra al numero 1 dell’Appendice II:

3) PP =P (X, = n)A (Y, =m)| =

4 oo
= ff 90(6,,6,). 1(8,,0,|n,m)do, dg, =
0 . | ’ .

. n ;n (P)”‘ —_— +eoo Qr(p)r . 1
—_ [(-3:1!) 2 (+171)] ”i! ) (m4-py) 2 1 7(__ ’I','n—*—_p‘,p‘;? .

r=0 T !

l
« F(—r,m +P2’1’2;?)
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ove la funzione F (..) & la nota funzione ipergeometrica di Gauss. In
seguito, per brevita, indicheremo la serie suddetta col simbolo

1
O(PysPey05 "7"”5‘2")-

Si osserva immediatamente che i prodotti racchiusi entro le prime
due parentesi quadrate sono i termini generali di due distribuzioni di
probabilita di tipo binomiale-negativo di parametri rispettivi pi, 1 /2 €
P2, 1/2 e che la probabilita Pe™™ si riduce al prodotto dei suddetti ter-
mini generali solo se il coefficiente di correlazione p tra le intensita alea-
torie @, e ©, & uguale a zero: infatti in tale ipotesi la somma della se-
rie & uguale a uno. Questo fatto & in accordo con il risultato che si
otterrebbe se linferenza sui due distinti processi di arrivo I'' =
={Xn|heN} e I''={Y:|keN} venisse condotta separatamente sce-
gliendo per entrambe le intensitad aleatorie delle densitd iniziali di tipo
« gamma-univariata » con parametri rispettivi p1, 1 € p,, 1.

Si pud dimostrare partendo dalla 3) (vedi il numero 2 della Appen-
dice II) che le distribuzioni marginali delle variabili campionarie X; e
Y; sono di tipo binomiale-negativo di parametri rispettivi p;, 1/2 e
pa 1 /2:

(p,)"

(3,) p (Xi = 'n} = n!

. 2=t n=20,1,2,..

(3") l’[Y1 = m} = gf—;){'f . 2—(m+tps) m=20,1,2,..

e quindi coincidono con i due primi fattori della Po™™,

‘ Per il calcolo del coefficiente di correlazione lineare R (X, Y:) tra

le v. a. X; e Y31, dopo quanto si & detto sulle relative distribuzioni mar-
ginali, & sufficiente determinare la speranza matematica E (X;-Y)) il cui
valore, come si pud verificare con un facile ma laborioso svolgimento,

€ pari a p; (p2+p); vedi App. II, n. 3.
Si perviene allora al seguente semplice risultato:

(4) R (X, Y,)=1(0/2). (p, /1’2)1/2 = .9/2 .

‘Ritornando ora alla determinazione della densita finale g (6, f2|n, m)
delle intensitd aleatoric sulla base dell’evento osservato {(Xi = n)A
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A (Yi=m)} e della ﬁsséta densitd iniziale si ha;

(5) g8, 92 | n,‘ m) = 90 (04 5 6,). P (X, =n)A (Y, =m) |91,92l/P(" " -
| —K. Clas eX-p (— 20,)] (03" 1 exp (—20,)] {1 4

(e p)] LTV (0,) LIV (6,
con ‘

K= 2(z;l+h)+(p’;*—m\) [(I'(p, + n’lj I'(py,+m)o (py ’pz y 05 NyM; ]/2)%] '

‘ Nell espressmne trovata si hconoscono facilmente entro le prime
due parentesi quadrate i nuclei di due densita- gamma-univariate di
parametri pi+n, 1/2 e p,+m, 1/2; la serie che compare nell’ultimo
fattore ¢ invece identica a quella presente nella densita iniziale g (6;, 6).
Quest’ultima osservazione permette di affermare che la densita finale
g (61,0, | n, m) non appartiene pitt alla famiglia delle distribuzioni « gam-
ma-bivariate » e cid sembrerebbe escludere il sussistere di una autori-
producibiyl‘ité per la prescelta densitd congiunta dei parametri aleatori
nel meccanismo bayesiano di trasformazione.

- Peraltro, accanto alla proprietd di autoriproducibilita « immediata »
delle distribuzioni relative all’insieme dei parametri aleatori che & ca-
ratteristica per le famiglie « coniugate naturali » della funzione di ve-
rosimiglianza, esiste, come ha messo in evidenza J. Spragins gia nel 1964
(2), una autoriproducibilitd « ritardata » per la quale ¢ condizione ne-
cessaria e sufficiente la sola esistenza di un riassunto esaustivo di dimen-
sione finita e indipendente dalla numerosith delle osservazioni campiona-
rie per la funzione di verosimiglianza.

Ora un tale riassunto esiste nel nostro modello proprio a ragione
delle ipotesi accolte: la verosimiglianza per 0, e O, relativa all’osser-
vazione delle determinazioni (M, 1, v, )=n € (11, My, ... ;M) =m
assunte da uno stesso numero k (tale ipotesi non € chiaramente essen-
ziale) di v. a. nei due processi I'; e I';

(6) '1(919 92 l”‘, m) =
a2y 0= n x -k
= (67" 0% exp[— k (6, + O/t (nnl) & (my )
' L h=1 h=1

Q) SPRAGINS 1. A note on the Iterattve Applzcatzon of Bayes’ Rule. 1.E. E E.
Transactlons on Information Theory, n. 4 1965.
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. ' fk k)
ammette evidentemente come riassunto esaustivo la terna (2 n,,,Zm,,,Ic)
1 1 .

che possiede i requisiti richiesti. Allora anche scegliendo come densita
iniziale per la coppia (@, ®;) una gamma-bivariata deve accadere che la
densita finale corrispondente raggiunga dopo un conveniente numero
'di osservazioni campionarie una forma autoriproducente nelle succes-
sive fasi del procedimento bayesiano di trasformazione. Mos’t"r'erenio
‘infatti che cid si verifica gia dopo 1’osservazione delle v. a. X; e Y1
altre parole 1a (5) € gia autoriproducente.

Infatti se supponiamo di venire a conoscere, oltre alle determina-
zioni n di X; ed'm di Yi, anche quelle #’ di X, ed m’ di Y3, 1a nuova
densita finale g (01,6.|n,n’; m,m’) ha la seguente espressione (vedi il
procedimento del numero 1 dell’App. II): .

(M) 9(8;,6,n,n";m,m)oc g(0,,0,,|n,m).L(H,, Gé | ', m’) oc

oe[67™+ axp (— 36,)] [0+ exp (— 36, {1 +

+oo ‘
+ 3 T g o) 1D (0,
h=1 (pz)

che ¢ dello stesso tipo della (5), come si era affermato.
Ricapitolando 1 risultati sin qui riportati possiamo dire che se in
un processo inferenziale poissoniano parzialmente scambiabile, tale ciod
da verificare le ipotesi menzionate sub a, b, ¢ e d, lo stato di informazio-
ne iniziale viene espresso mediante una densitd congiunta gamma-biva-
riata di parametri p;, p, e p per le intensita aleatoric ®; ¢ ®, e se si
suppone di aver potuto osservare le determinazioni di k=1 variabili
campionarie in ciascuno de1 due process1 I'nel;edi aver ottenuto il

riassunto esaustivo [N-—- Znh,M 2 my, 5 k] allora la dens1ta finale ri-

sulta proporzionale al prodotto (3).

, (n o , 1 .
® (0, lp‘+1\’1-1—l) b, | py + M’l-—l—k)[l+
400 plor . (pe—1)

ove si ¢ indicata sinteticamente con f fq” 8,|p,+ N, ) ’espressione

1
1+ &

(®) La costante di proporzionalith & 6 (p,, p,, 0; N, M ; - i 23
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di una densitdh gamma-univariata per l’intensita aleatoria @; di para-
|

14k

sita finale & autoriproducibile.

‘metri pi+N e e con f? () I’analoga per @. Inoltre questa den-

- 3. Anche nell’impostazione bayesiana dei problemi inferenziali han-
no spesso rilevanza i valori caratteristici (valor medio, varianza, ecc.)
delle distribuzioni marginali dei parametri aleatori. Per ottenere espres-
sioni sufficientemente generali di tali valori caratteristici prenderemo
le mosse dalla densita congiunta finale (8).

‘ Per la densita finale marginale di @; si ottiene la seguente espres-
sione:

) g0, N, M, oc 08 exp [ — 6, (1 + B)]-
+°° r - 1
' rio e W Ao (0,). F(— 7, Py ‘l“»M’ Py | m)

[N

che chiaramente non & quella di una densitd gamma-univariata per la -
presenza dell’argomento 6; nella serie che costituisce 1'ultimo fattore
di g (0| N, M, k). |

~ Per la corrispondente speranza matematica si trova:

i i 1
p,-—}—N. 0(1?1,1?2,Q,ZV+1,M,m)

T+ 1
+ o( Pys P2y0; N,M;m)

(10) E(O,|N, M, k) =

_pn+N

144 A0
avendo posto in generale:
§ 1
o\Py,Pgs0; N+ u, M+ v; I %
(11) Ay p= — - i
' 0(1’1’1’2:9; N, Mi'fm)

Si tratta dunque del prodbtto- della speranza matematica di una
v. a. con densitdh gamma di parametri p;+N e 1/(14+k) per un fattore
perturbativo costituito dal rapporto di due serie.



SUT PROCESSI DI ARRIVO DI SINISTRT ECC. 995

, La varianza della intensitd @, ¢ espressa da un analogo prodotto,
come si pud facilmente verificare determinando prmia E (@ [ N, M, k):

(12) V(0| N, M, k) =[p, + N)/0 + k| [(p, + N+ 1) 4z —
—(p, + N) A3 o];

si osservi infatti che il rapporto nella prima parentesi quadrata & la
varianza di una v. a. con distribuzione gamma di parametri (p;+N) e
1/(14k). | | o

Con riferimento all’intensitd aleatoria @ ci limiteremo ad indicare .
la sola densita marginale perché nella sua espressione sussiste un’appa-
rente dissimetria rispetto alla g (6; | N, M, k) 1a cui origine & spiegata
nell’Appendice 1. ,

Si ha infatti, come si pud verificare:

(13)  g(8; | N, M, k) oc (65 exp[— 6, (1 4]}

2 r (py—1) . 1
. ,,.fo [Q(p,)r/(}h)r] Lr (92) 9("‘ ¥y Dy + N7 by, m)y
nella quale il primo fattore del termine generale della serie dipende dai
parametri p; e p,, mentre cid non avveniva esplicitamente nella (9).
~ Per quanto riguarda i valori caratteristici di questa distribuzione,

essi sono perfettamente simmetrici a quelli espressi dalle (10) e (12),
a parte la ovvia sostituzione di Ao € Azo con Ag; e Aoy

Sempre a proposito delle intensitd aleatoric @, e @, riesce ancora
particolarmente interessante la considerazione del coefficiente di cor-
relazione R (@1, ®; | N, M, k) per la cui determinazione occorre perd an-
cora conoscere il momento misto E (8,-0,| N, M, k).

A conti fatti risulta:

(14) E(6,-0,|N, M, k) =[(v, + N)(p, + M)/(1 + k). Ay,

per cui tenendo conto della (10) e della (12), I’espressione del coeffi- ‘
di correlazione ¢ la seguente:

(16)  R(O,, 0, |N, M, k)=

_ | (P, 4 N) (py + M) (Ay; — Ara Agy) |
(Py+) (o +M){(py+ N +1) A2 0—(py+N) AL ol (Do M+ 1) Aoz~ (po+ M) AT 1] 12
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Riporteremo infine le espressioni della distribuzione congiunta del-
le v. a. campionarie Xi.n e Yiun (h=1,2,..) e delle corrispondenti di-
stribuzioni marginali rimandando il lettore per i dettagli d1mostrat1v1 al-

le considerazioni del n.ro 1 dell’Appendlce 11.
Per la distribuzione conglunta si ha:

{16) P[ k+h=”)A(Yk+h—m)l'—‘
== ffp{ X,,+;,__n)A(Y,,+h_.m |91,92]g(91,62|N ]‘[ ]v 119 d6 S

= Bun B + N/ ] [1/<k 2P U+ D+ 2.
Py + M),,,/m N[1/k 4 2) ]’" [k + 1)/ + 2] JJjprtar]

nella quale il coefficiente Bu,m Che moltiplica le due distribuzioni bino-
miali negative ha la seguente espressione:

o(pysPs:05 A?+7')11[+?’l§m)

a—
. [agad
-3

L N

Bn,n.), = 1
| | ro‘(pnpz,@; Ny M )

Ewdentemente le distribuzioni margmah non sono piu blnomlah
'negatlve come accadeva per le (3 ) e (3”); si ha infatti:

}l £ () (e

n! k42
zi @yt M L "+ 1)m+M
m—o e m ! k + 2 k42 ?

mentre I’espressione di P {Yi.n=m} & petfettamente analoga a questa
salvo le ovvie sostituzioni dei parametri.

- Ci sembra jparticolarmente interessante per la comprensione della
struttura logica del processo inferenziale parzialmente scambiabile pro-
posto prendere in esame il comportamento asintotico del coefficiente di
correlazione lineare tra i due parametri aleatori ®; e O, del modello, al
divergere del numero delle osservazioni campionarie. Eccone le ragioni:

poiché l'ipotesi di dipendenza stocastica delle variabili campionarie di

- uno dei due processi di arrivo da quelle dell’altro si fonda sostanzial-
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mente sull’analogia dei due rischi considerati e sulla supposta carenza
di informazioni disponibili sull’andamento della sinistralita per entrambi,
vien fatto di pensare che quando le informazioni campionarie diventano
convenientemente numerose per entrambi i processi o per almeno uno
dei due l'inferenza incrociata,cioé 1’acquisizione di informazioni su un
processo mediante osservazioni eseguite sull’altro, dovrebbe risultare
sempre meno importante per entrambi i processi inferenziali, o per quel-
lo dei due per il quale le osservazioni sono diventate numetrose.

Tale comportamento ipotetico potrebbe per esempio trovare con-
ferma se il coefficiente di correlazione lineare R (®;, @; | N, M, k) fosse
infinitesimo al divergere di k e in effetti, sotto certe condizioni, cid

si verifica perché essendo lim A., =1, la (14) tende al prodotto
Je—>+o0
E(O:|N,M, k)-E (®;|N, M, k) sicché lim R (61,0, | N, M, k)=0. Tale
k-4 o0 : .
limite esiste se risultano convergenti i rapporti (p1 + N)/(1 + k) e
(p2+M)/(1+k).

Analogamente ad A.,., anche B, tende a 1 al divergere di k per = |

cui la distribuzione congiunta delle variabili aleatorie Xi.» € Yi.x tende
al prodotto di due distribuzioni binomiali negative: all’aumento del-
I'informazione campionaria, i due processi scambiabili I'; e I', tendono
cosi sempre pilt a «slegarsi » per cui il nostro processo inferenziale
parzialmente scambiabile si riduce a due distinti processi inferenziali
scambiabili separati.

Il caso in cui si voglia inferire simultaneamente e in modo incro-
ciato su pitt di due processi di arrivo poissoniani di sinistri non compor-
ta difficolta concettuali maggiori di quelle incontrate nel problema fin
qui trattato; si intende perd facilmente che il formalismo, gia abbastanza
pesante nel nostro caso, lo diventa ancora di piti, richiedendo attenzioni
e cautele ancora maggiori.

APPENDICE 1

CENNI SULLA DISTRIBUZIONE GAMMA-MULTIDIMENSIONALE

Su un lavoro dal titolo « A two-variate gamma-type distribution »,
pubblicato sulla rivista Sankhya nel 1941, W. F. Kibble mostrd che la
densita congiunta di due v. a. ®; e @, stocasticamente dipendenti, .con
coefficiente di correlazione lineare p, positivo, e tali da avere distribu-
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zioni marginali di tipo gamma-univariata, poteva essere espressa dalla:

4w gr |
M 90,0 =00 0@+ 2 Fr L o9 I ©:, )]

definita per 6,>>0 ¢ 6,>0 e in cui g () e g »(0,) rappresentano due den-
sith gamma di parametri uguali p e 1 e, come noto, (p),=p {(p+1)...
... (p+r—1); infine L, (4, p) & un polinomio legato al polinomio di La-
" guerre generalizzato di grado r; definito dalla

ESUESE I i =

h=0 r— ih! !

dalla rglézioné seguente:
L0, p)=(— 1y.r 1. L ().

+ Lestenzione della (1) ad n variabili aleatorie & dovuta agli Autori
A. S. Krishnamoorthy ed M. Parthasarathy (vedi bibliografia).

+  Muovendo da un wvettore aleatorio X= (X1, X, ..., X») con distri-
buzione normalen-dimensionale, con E (X)=0 e matrice di dispersione

: o
L o2 1 O
) 2.:_- - . )
_O1n' Ogpn 1

essi determinano la funzione géneratrice dei momenti (f. g. m.) del vet-
tore Y= (Xi*/2,X7?/2,...,X,/2) ed infine quella della somma @ di
m=2p (p intero qualunque) vettori indipendenti Yy, Y, ..., Y, le cui
distribuzioni sono tutte caratterizzate da una f. g. m. uguale a quella
del vettore Y. Risulta, per la f. g m. del vettore @ = 2‘ Y,

h=1

@ - ey, .. ,‘ajtn)={det(In'——.E?Ud)]—1’

ove U, & una matrice dlagonale di d1men31on1 nXn con e]emen‘tl diago-
nali w, w, ..., U |
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La corrispondente densita di probabilita per le variabili aleatorie
6,0, ..., 0,, componenti del vettore @, ¢ simbolicamente espressa
dalla: ' ‘ '

(3) 90,65, .. y On) =

n +-o0 Py L (6; L(6;,
—|Fo@|ji+ 3 B | 2o TR E0RE 4y

i==1 . r! 1<j D p

L®,p L0,
T ez p’p p’pH |

nella quale i coefficienti pi, ..., p12.» dipendono, in modo noto; dagli
elementi di X, le g; (f;) rappresentano tutte delle densita gamma-univa-
riate di parametri p e 1 ed il simbolo [ ]” rappresenta la potenza r-
ma del polinomio entro parentesi con le posizioni

£ ] 2O _[E ©,p) I :
p y pr

[ L (9, p) ]m - .Lm (99 P) ,
P T (P

Chiaramente, per n=2 si ritrova la (1) con p=pi..

Modificando convenientemente la (2) i suddetti Autori pervengono
~alla pilt generale densita gamma n-dimensionale:

(4 g(0,,60,,...,0,) = [I_I1 gi(ailpi)]‘§1 +

S L(bi,p) L6
i<j Oij y

f”") 4o

+ 5
r=1 P Dj

R LT 10 ¢

y Pn

nella quale ora le densita g (6: | pi) sono di tipo gamma-univariata ‘di
parametri p; e 1.

~Circa le condizioni di convergenza delle serie in parentesi graffa
‘della espressione (3), i suddetti Autori dimostrano che condizione suf-
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ficiente per la assoluta convergenza & la:
(5) 3 oyl +,}Zk leir |+ o 4] 01,2,..n | < 1.
%) 5,

Nel caso n=2, la densita (4) si riduce alla:

(6) 98,y 05) =9,(6,|p))-9, 65| py) |1+

*Q1y/*

+oo Ty L, (91’1’1) L, (92’p2)§
e T T ),

1(0, |29, (85| p,)

to g (p)r 912 (ﬁl—l) (pa—1) }
1 S ——= I (0 )L,- 0,) .
+ r=1 (Py)r(Do)r 1 %

~R. C. GriFrITHS ha dimostrato (vedi bibliografia) che la (6) & ef-
fettivamente una densitad di probabilita se p<min (p;, p2) e 0<pp<1

(anche in questo caso pi, conserva il significato di coefficiente di corre-

lazione tra le v. a. ®; e @), per cui supponendo p=p,<p, ¢ scrlvendo
pr2=p si ha

(1) g(8y,65) = g1(8, | )95 (0, | py) 11 +

+oo ylpo” _ -1,
+ 2 0 Lg-pl 1) (6‘) Lgpn 1) (92)

r=1 (.p 2)7’ ’

e sara questa la densitd da noi impiegata nel Testo.

AﬁPENDICE II.

1. Proveremo ora il suss1stere della (3) di pagina 6.

Tenendo conto delle espressioni della densitd iniziale g (91, 0) e
la verosimiglianza I (6;, 6; | n, m), si ha:

j(t) Pg&, m) —_ [n Im! F(pi) I (1‘72)]—1 ff 9f1+n—1 -9§’+""f1.

‘ too _ _
.exp(_zei_v-zeg).g_zo [71e"/(po)]) L7V (8,) L™ (8,)} db, do,.
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In [1], al numero 5, si dimostra che asintoticamente, ciot per

o .
r—>+ oo € per p2—2~ , risulta:

L. (6, p) ‘ L(p) g-r=0t oo 4o
i D) < Vm exp (6/2) (9, p),

per cui si potra ritenere valida tale maggiorazione per gli » maggiori di
un conveniente intero positivo so.

L, (0
Ponendo ora K, (9, p) = sup ——((F)’—ﬂ e K (6, p)=max[A(0,p);
r<s r

K,, (9, p)] e tenendo conto della relazione L, (0, p) = (—1)"r! Ly (0),
si ha: , «

Zrtelmo)] - | TR O) ] - | TV 0] =

L, (0y,p,)
(Do)

< K(0,,p)K(0,,p,)C,

L. (9, , piﬂ' .
(24)r

= 2 [ (ph /1] -

r=0

essendo C la somma della serie di termine generale p” (pi),/r! che fa-
cilmente si verifica essere convergente per 0<p<1. -

D’altra parte, il prodotto C, K(,,p,) K(8, ,p,) 671"~ . gstm=1 .
- exp (— 26, — 20,) risulta integrabile in senso generalizzato sull’in-

tervallo 0<0;, 6,< 4 o per cui risulta possibile il calcolo di Po™ me-
diante integrazione per serie.

Poiché riesce:

+00
[ 0% exp (— 8 0) LY (8) 0 =[k! (B),/r1 8" '] F(— r, k4 1, B51/s)

0
se f>0, s>0, k> —1 e per r intero positivo o nullo, risulta facilmente:
PO™ = [(pn 277 0 1] (P 272 /M- 0(py, 2y, 051, m 5 1/2)

e questa & l’espressione riportata a pag. 7.
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2. Per giungere alla determinazione delle distribuzioni marginali

relative alla (3) del testo conviene partire dall’espressione (*) del nume-
ro 1 di questa Appendice e osservare che la funzione integranda, in
quanto ‘proporzionale al prodotto di una densitd di probabilita per

una funzione di verosimiglianza, riesce non negativa per ogni coppia

(n,m) di interi non negativi. Inoltre, essendo convergente la serleZ ry ’"')
m==0

la cui somma ¢ la probablhta dello evento {Xi=n}, sussiste la pos-

sibilita di pervenire alla distribuzione margmale di X; nel modo se-
. guente:

Ni==0

L +eo
P X, =a]= % P = [I'F(p,) F(pz) ffepﬁ’n-l o

N | .' 1,'
- exp (— 206, — 6,) - { Z CH /ml )exp (— 93)] S .
r=9 (Po)r

- LV (0 Li’“"”w;)] a6, a0, = [n!- I'(p) F(pm"

to ! 7

.3 e (pe) f oY+ exp (— zoi) L”"”“ (9,) e, ,
r=0 (-pz)r

essendo lecua l’mtegrazmne tel‘mme a termine per quanto detto al nu-

mero 1 d1 questa Appendice e avendo posto I(p,)= I o 'exp(—~92)

- L (6,) 46, . |
Per la nota proprietd di ortogonalita dei polinomi di Laguerre
L) rispetto alla funzione peso 6* exp (—0), e ricordando che L 0=

- =1, si ha Iy (p))=T (p2) e I, (pz) 0 per r=1.
' - Risulta dunque:

+o00
Py(X,=n)=[n! T'(p)" | 6911 exp(— 20,) d9, =
- i 1 1 1

i (‘. :

= I(p, + n)f[n! rkp.) 27" = [(pp)- 2P 1]

cosicché la distribuzione margmale d1 X; €& binomiale negatlva di para-
metri pr e 1/2.

Analogamente si ottiene Po{Yl-m} [(pz)m/m 1] 2—(watm) |
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~

3. In qﬁesto numero intendiamo provare che E (Xi-Y1)=p; (p2+p).
Facendo ancora riferimento all’espressione (+) del numero 1 si ha:

0

+o0 ' | ' |
B(X.¥) = 3 am 20 2 ([0 — 1)t — 1)t F(p)) Tp ™,

n,m=0 nm

: ’ ‘ 00 4o _ _
-opt" 1 gft ™=l exp (— 2B, -9271 o (P 2)r1;(m 1)(9 )L(p 16|40, d6, .

SI osservi che per ogm coppia di interi p051t1v1 n, m la funzione
mtegranda ¢ mon negativa e integrabile in senso generalizzato; di pit
la serie doppia il cui termine generale & la funzione integranda risulta -
assolutamente convergente per ogni coppia di reali f; e 4, positivi, sicché
sussistono le condizioni per poter effettuare la sommazione sotto il dop-
pio segno di integrale ottenendo facilmente:

EX,.Y)= f j [ <1¢,)I‘ P 67 63%exp (- 6,—0,) ‘:z’p‘; L7 Ye,).
re= r

L 6] 6, a8, = 1 (5) Tl 5 72 5,5, 9, (0

potendo ancora ricorrere all’ mtegrazmne termine a termine e avendo
posto '

.+.
f “exp(—0) L' 7V () doy, i=1,2.

Ora é noto che J, (p)=[(—=1)'T (pi—1)/(1 — ) 'r!] per r<1
mentre J, (p))=0 per r>1, per cui facilmente si ottiene: '

E(X, . Y)=[I(p) T'(p)] " ([ (p, + 1) T'(p, + 1) +

+lo/pal I'(py + 1) I'(py + 1)} = p, (py + 0)-
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