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SUNTO

In questo contributo si illustra il progetto didattico con il quale si é costruito I'omonimo
laboratorio presentato alla VIII edizione di “La matematica dei ragazzi: scambi di espe-
rienze fra coetanei”. Tale proposta, coniugando arte e geometria, riguarda i ricoprimenti
del piano e le trasformazioni geometriche. Il lavoro ha coinvolto una classe quinta della
scuola primaria.
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1. PREMESSA

In questa esperienza si & voluto parlare di geometria presentandola attraverso le

opere d’arte, in quanto nella classe in cui si € svolto il progetto c’era la necessita
di avvicinare gli alunni (in particolare, alcuni) ad argomenti che, per la loro dif-
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ficolta, risultavano ostici o, addirittura “spaventosi”. L'arte viene generalmente
vista come un argomento lontano dalle regole e ha un forte richiamo all'aspetto
creativo.

L'autore scelto per condurre gli alunni in questo percorso di scoperta € stato
Maurits Cornelis Escher, i cui lavori sono forse i pit adatti per far osservare le
regolarita geometriche nascoste. Abbiamo preso spunto dalle sue opere per stu-
diare la divisione regolare del piano, cioé il ricoprimento di superfici mediante
tassellazioni, che sta alla base dei “disegni periodici”

Dali é iniziato, quindi, un percorso sulle forme geometriche, che si € concluso
con la creazione da parte degli stessi alunni di figure piane che abbiamo chia-
mato “piastrelle”, in quanto, proprio come le piastrelle del pavimento, potevano
essere usate per ricoprire una superficie.

Lesperienza di seguito descritta faceva parte di un progetto dellTstituto Com-
prensivo Valmaura di Trieste, che coinvolgeva anche altre classi, intitolato “Gio-
cando con la geometria” e inserito tra le attivita del Nucleo di Ricerca in Didattica
della Matematica dell'Universita di Trieste?. Il progetto era guidato da Marina Roc-
co, che, oltre a coordinare il lavoro dei docenti, ha svolto anche interventi in classe
con gli alunni.

Viene qui descritto il percorso compiuto da una classe quinta (eta degli allievi:
10-11 anni). La classe non era numerosa (14 allievi), ma c’erano alcuni alunni che
evidenziavano forti criticita relazionali, soprattutto se si sentivano inadeguati
per il compito richiesto. La compresenza di Marina Rocco con I'insegnante Da-
niela Leder ha permesso la rapida individuazione delle difficolta, sia relazionali
sia “matematiche”, man mano che si sviluppavano, e la tempestiva attivazione
delle opportune strategie per superarle.

2. TEMPI DI ATTUAZIONE E METODOLOGIA DI LAVORO

I1lavoroin classe si é svolto per due ore settimanali tra ottobre 2009 e aprile 2010,
per un totale di 40 ore, con un coinvolgimento attivo e un momento di discus-
sione prima e dopo lo svolgimento di ogni attivita. Gli alunni hanno lavorato in-
dividualmente e in piccoli gruppi e sono stati guidati in discussioni collettive. In
questo modo le intuizioni di alcuni bambini sono state condivise da tutti e sono
state poi registrate su un quaderno, un raccoglitore ad anelli contenente buste
trasparenti che servivano anche a conservare le immagini studiate.

In seguito, per preparare la presentazione del lavoro alla manifestazione “La
matematica dei ragazzi”, i bambini hanno lavorato a gruppi di tre o quattro. Ogni
bambino aveva un ruolo ben definito, ogni gruppo aveva preparato un “discorso”
e aveva stabilito quali attivita proporre e quali materiali realizzare.

Alcuni giorni prima della manifestazione sono state svolte le “prove” della
presentazione, invitando altre classi dello stesso istituto, sia di scuola primaria
sia di scuola secondaria di primo grado.
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Nel progettare questa esperienza si € tenuto conto dei traguardi per la classe
quinta, per 'area matematica, riportati nelle Indicazioni per il curricolo per la scuola
dell'infanzia e peril primo ciclo d’istruzione?. Ci si € anche posti la finalita di sviluppa-
re negli alunni competenze di carattere trasversale e sociale, relative alla comuni-
cazione efficace, alla gestione e all'utilizzo delle risorse intellettuali, nonché alla
gestione personale dell'alunno.

3.SCHEMA DEL PERCORSO DIDATTICO

Il percorso didattico € stato progettato tenendo presente sia 'evento cui si vole-
va far partecipare la classe (l'ottava edizione della manifestazione “La matema-
tica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei”), sia la crescita culturale che
desideravamo per gli alunni.

Il percorso cognitivo iniziale verteva principalmente sulle trasformazioni geo-
metriche nel piano ed era cosi articolato:

Ricerca di figure geometriche piane nella struttura di alcune opere di Escher.
Problemi di costruzione di triangoli.

Ricoprimenti del piano o di parti limitate di piano.

“Carte strutturate”; trasformazioni geometriche che portano un modulo di
una struttura in uno degli altri moduli della stessa struttura.

5. Griglie per la costruzione, a partire da un modello dato, di figure congruenti,
simili, affini,...

SowoN e

Sono stati poi aggiunti i seguenti punti, dettati da necessita didattiche emerse
nel corso dello svolgimento del lavoro in classe:

1bis. Parole connesse con la geometria.
2bis. Sul significato di “proprieta”.

Di seguito € riportata la descrizione dettagliata del percorso svolto.

3.1 RICERCA DI FIGURE GEOMETRICHE PIANE NELLE OPERE DI ESCHER

Abbiamo cominciato il nostro percorso consegnando agli alunni, una alla volta,
alcune immagini tratte da disegni di Escher, scelte in base alla struttura geome-
trica di supporto (quadrati, rettangoli, esagoni,...). All'inizio, i bambini hanno
osservato e descritto cio che vedevano, limitandosi agli aspetti figurativi; quasi
subito pero hanno notato la regolarita della disposizione dei soggetti rappresen-
tati. Per aiutarli a definire tale regolarita, si & sovrapposta alle immagini della car-
ta traslucida (semplice carta da forno), sulla quale i bambini dovevano segnare i
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punti comuni a piti elementi dell'opera, che poi dovevano unire liberamente con
segmenti. Il confronto tra le diverse esecuzioni e la relativa discussione hanno
portato i bambini a individuare dei criteri di convenienza nel tracciare i segmen-
ti: in questo modo, gli allievi hanno trovato e riconosciuto le figure geometriche
piane “nascoste” che costituiscono la struttura dell'opera.

Sono state usate delle immagini per le quali la soluzione non era immediata,
come quella riportata in Figura 1, un disegno da noi realizzato e ispirato alle opere
diEscher. Sinoti che nella figura vi sono puntiin cui siincontranole code di 6 pesci,
che sembrano disporsi come i petali diun fiore: ci6 in un primo momento induce a
ipotizzare come generatore della struttura un esagono regolare, ma con un‘analisi
pitt attenta siscopre che la struttura e generata da un triangolo equilatero.

Figura 1. Un disegno ispirato alle opere di Escher.

Nello svolgere questa attivita, ci siamo accorte di qualche incertezza degli
allievi nel parlare di triangoli, quadrati, vertici e angoli. Cio ci ha portato ad
ampliare il percorso inizialmente progettato, aggiungendo l'attivita “Parole
connesse con la geometria”.

3.1BIS PAROLE CONNESSE CON LA GEOMETRIA

Ogni alunno ha contribuito alla compilazione di una lunga lista di parole che
poi sono state classificate come segue: parole legate alle forme piane (rettango-
lo,...) o alle forme solide (sfera,...), agli spostamenti (traslazione,...), alla misura
(ampiezza, area,...), a strumenti di misura o di disegno geometrici (goniometro,
compasso,...); parole legate a particolari enti geometrici, come gli angoli (piatto,
acuto,...), le linee (allineato, linea curva, rette parallele,...), i poligoni (lato, base,
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diagonale,...), e cosi via. I bambini hanno notato che c’erano parole che potevano
stare in piu “famiglie di parole”.

3.2 PROBLEMI DI COSTRUZIONE DI TRIANGOLI

Abbiamo proposto in forma di problema la stesura delle istruzioni per la costru-
zione di un triangolo con riga e compasso, a partire dall'assegnazione di tre suoi
elementi. Nell'ordine, sono stati assegnati: tre vertici, tre lati, tre angoli, due an-
golieunlato, duelati e un angolo. Le procedure di costruzione sono state “scoper-
te” dagli alunni stessi e descritte sotto forma di “schede di istruzioni”.

Lo scopo di questa attivita non era tanto quello di introdurre i criteri di con-
gruenza o di similitudine dei triangoli, quanto quello di sottolineare che, datoun
problema, si possono trovare nessuna, una, alcune, “tante” soluzioni, in dipen-
denza dagli elementi assegnati. In effetti, datiivertici, si ottiene sempre uno e un
solo triangolo. Se invece, ad esempio, si parte da tre segmenti congruenti ai lati
del triangolo cercato, ci si puo trovare nellimpossibilita di eseguire il compito, o
nella situazione di trovare infiniti triangoli che differiscono tra loro solo per la
posizione (daun certo punto di vista, € sempre “lo stesso triangolo” che ha subito
uno spostamento o unariflessione). A partire da tre angoli dati, si possono invece
ottenere (nel caso sia possibile una soluzione) infiniti triangoli simili tra loro.

Nello svolgimento di questa attivita si € constatato che i bambini spesso con-
fondevano misure e grandezze. E inoltre emersa l'esigenza di dare significato alla
parola “proprietd”.

3.2BIS SUL SIGNIFICATO DI “PROPRIETA”

In questo paragrafo si riportano sinteticamente le conquiste cognitive degli allie-
vi, seguite alle discussioni collettive guidate.

Si e stabilito che una proprieta “dice” cio che una figura geometrica (o qualun-
que altro ente geometrico) puo essere, non puo essere o deve essere.

Sieanche osservato che, nellavita quotidiana, la parola proprieta significa che
“qualcuno possiede qualcosa’, mentre, nelle varie discipline, le proprieta sono “la
carta d'identita” degli oggetti (ad esempio, in geografia, una proprieta diffusa tra
1 fiumi che sfociano in mari chiusi e quella di avere la foce a delta).

Si ¢ quindi concluso che, in geometria, le proprieta di un oggetto servono a:

- riconoscerlo, cioe coglierne le differenze rispetto a un altro;

- descriverlo, elencandone le caratteristiche riscontrabili, distinguendo quelle
che deve avere da quelle che potrebbe avere e citando quelle che non puo avere
(ad esempio, un rombo deve avere i lati uguali e puo avere gli angoli retti; un
triangolo equilatero non puo avere un angolo retto);
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- usarne correttamente il nome, con la consapevolezza che il nome implica le
proprieta;

- costruirne un esemplare (ad esempio, costruire un rettangolo basandosi sul
fatto che ha quattro angoli retti, oppure basandosi sul fatto che ha le diagonali
uguali e che esse si dimezzano).

3.3 RICOPRIMENTI DEL PIANO

Osservando i lavori prodotti con l'attivita descritta nel paragrafo 3.1, si € eviden-
ziata la possibilita di ricoprire il piano con opportuni poligoni* o forme da essi
derivate: si e fatto nascere cosinei bambini il desiderio di realizzare qualche cosa
di simile alle opere di Escher.

Abbiamo iniziato costruendo delle serie di triangoli equilateri di vari colori con
cui si & cercato di ricoprire un cerchio. A seconda del colore, i lati dei triangoli ave-
vano dimensioni diverse, in proporzione fissata. Ad esempio: il triangolo giallo era
quello unitario, il triangolo rosa aveva il lato lungo la meta di quello giallo, il trian-
golo verde meta di quello rosa e quindi un quarto di quello giallo, il triangolo blu
meta di quello verde, quindi un quarto di quello rosa e un ottavo di quello giallo.
Per i bambini € stato naturale costruire triangoli via via pill piccoli per cercare di
ricoprire il cerchio, iniziando cosi a intuire questioni relative a processi infiniti.

Abbiamo poi cercato di osservare le relazioni tra questi triangoli equilateri via via
piu piccoli, costruendo altri triangoli con la carta gommata Crepla o il cartoncino.

Abbiamo visto che, per ricoprire il triangolo giallo di lato unitario, ci vogliono
quattro triangoli rosa (dilato 1/2), sedici triangoli verdi (dilato 1/4) e ben sessan-
taquattro triangoli blu (di lato 1/8). Per capire meglio queste relazioni abbiamo
costruito una tabella, ipotizzando anche altri rapporti tra i lati dei triangoli (cfr.
Tabella 1). Cio ha destato I'interesse degli allievi, tanto che un’alunna ha osserva-
to: “Facendo geometria si puo parlare anche di aritmetica: ricoprendo, infatti, un triango-
lo equilatero con altri triangoli equilateri piut piccoli vengono fuori delle cose incredibili:
le potenze!”

Ci siamo inoltre accorti che cio che valeva per i triangoli equilateri poteva es-
sere usato pure per altre forme geometriche, come ad esempio i quadrati. I bam-
bini hanno cosi compreso anche perché si ha che: 1 m?*=100 dm?=10000 cm2

Divido il lato del Numero dei Numero dei Numero dei
triangolo giallo in... | triangoli rosa triangoli verdi triangoli blu

2 parti 4 =22 16=24 64=2°

3 parti 9=3? 81=34 729=3°

10 parti 100=102 10000=10* 1000000=10°

Tabella 1. Proporzioni trailati dei triangoli usati per ricoprimenti del piano.
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3.4 CARTE STRUTTURATE

In questo punto del percorso si tornava a Escher, che, tra I'altro, rimase affascina-
to dalle decorazioni dell'architettura araba in Spagna, le stesse che hanno ispira-
to un materiale didattico largamente diffuso qualche decennio fa, generalmente
chiamato carta strutturatas. La Figura 2 ne ¢ un esempio ed e quella su cui ha lavo-
rato la classe.
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Figura 2. Un esempio di “carta strutturata”

Dopo aver discusso sul significato di “modulo” della carta strutturata, definito
come il minimo elemento capace di generare I'intera carta, siamo andati alla ri-
cerca del modulo della carta riportata nella Figura 2.

I bambini hanno formulato inizialmente l'ipotesi che si dovesse ricorrere a
due figure, che hanno chiamato “esse” e “stella”, e si e subito visto che le “stelle”
di per sé non sono necessarie, in quanto risultanti come “spazi vuoti” creati dalle
“esse”. Considerando per0 il contorno delle “esse”, formato da 10 segmenti a due
a due corrispondenti in una simmetria centrale, i bambini, dopo una lunga di-
scussione, hanno constatato che basta scegliere opportunamente cinque di tali
segmenti per generare l'intera carta. Individuato cosl il modulo, occorre ripeterlo
piuvolte nel piano per ottenere la carta, ricorrendo a simmetrie assiali, traslazio-
ni e rotazioni.

Sié provato poi a costruire delle carte strutturate insieme con i bambini: per
costruire i disegni si partiva da una griglia formata da un certo numero di “pia-
strelle” a forma di quadrato, rettangolo, triangolo rettangolo, o parallelogramma.
Simodificava, quindi, il contorno di una piastrella della griglia in modo da otte-
nere una piastrella di forma diversa, ma della stessa area di quella precedente. La
“piastrella modificata” (ovvero il modulo che serviva a generare la carta) doveva
poi essere riportata su tuttala griglia (cfr. Figura 3).
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Figura 3. Elaborati ottenuti nell'attivita di costruzione di carte strutturate.

Le isometrie piane e altre trasformazioni geometriche, come le similitudini e le
affinita, erano gia note alla classe, ovviamente a livello intuitivo, con un “lessico
familiare”: tra gli obiettivi di questa attivita c’erano I'approfondimento dei conte-
nuti e 'uso di una terminologia specifica adeguata.

Per I'approfondimento delle isometrie, abbiamo trattato le simmetrie assia-
li come corrispondenze di punti del piano, esemplificando con piegature della
carta e spilli, come descritto ad esempio in RUDES (1982). Piegando e forando la
carta, gli alunni hanno anche composto simmetrie assiali, scoprendo che, se gli
assi sono paralleli, si ottiene una traslazione e, se sono incidenti, una rotazione.

In entrambi i casi, gli alunni sono stati indotti a riflettere sulla possibilita di
definire traslazioni e rotazioni indipendentemente dalla possibilita di generarle
attraverso la composizione di simmetrie assiali. Sono state cosi evidenziate le
informazioni necessarie per realizzare una data rotazione (centro, verso e angolo
dirotazione) e traslazione (direzione, verso e lunghezza della traslazione).

3.5 GRIGLIE PER COSTRUIRE FIGURE CONGRUENTI, SIMILI, AFFINI,...

Per integrare le conoscenze sulle trasformazioni geometriche, abbiamo fatto
svolgere agli alunni la seguente attivita: dovevano riprodurre una data figura
piana, disegnata suuna griglia quadrata suddivisa in quadretti uguali, su griglie
di tipo diverso, da noi ottenute da quella iniziale attraverso una data trasfor-
mazione geometrica. Per realizzare tali griglie abbiamo utilizzato congruenze,
similitudini, affinita e proiettivita. Gli alunni hanno cosi scoperto che un'im-
magine subisce modifiche dipendenti dal reticolo su cui viene disegnata (cfr. ad
esempio Figura 4).
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Figura 4. Riproduzione di un disegno su una griglia ottenuta con una proiettivita.

Nelle diverse situazioni, gli alunni sono stati guidati a riflettere sulle proprieta
comuni alla figura iniziale e alla sua trasformata.

4. 1L LABORATORIO

Lultimo passo del percorso didattico consisteva nella preparazione, assieme agli
allievi, diun laboratorio della durata di circa venti minuti, da proporre ai visitato-
ri dell'ottava edizione della manifestazione “La matematica dei ragazzi”.
Abbiamo cosi realizzato un laboratorio costituito da due sezioni, intitolate
“Ricoprimenti” e “Proprieta in geometria”. In ognuna di esse gli alunni della clas-
se proponevano ai visitatori due attivita; le postazioni dilavoro erano le seguenti:

1a. Ricoprimenti/figure alla Escher.
1b. Ricoprimenti/puzzle.

2a. Proprieta/isometrie.

2b. Proprieta/costruzione di triangoli.

All'inizio della visita, gli allievi ospiti venivano suddivisi in quattro gruppi. Si
faceva in modo che ogni gruppo svolgesse, nell'arco della visita, un’attivita sui
ricoprimenti e una sulle proprieta.

Per ogni argomento da proporre, gli allievi avevano preparato tre tipi di pre-
sentazione, tenendo conto dell’eta dei visitatori: i “piccoli” (6-9 anni), i coetanei
(10-11 anni) eiragazzi “piti grandi”.
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I ragazzi hanno cercato di comunicare in modo efficace:

- spiegando con l'uso di metafore, similitudini e confronti;
- scegliendo argomenti ritenuti adatti alla data fascia d’eta;
- costruendo dei “mediatori” di conoscenze, quali ad esempio giochi.

In alcune postazioni di lavoro (Ricoprimenti/figure alla Escher e Ricoprimenti/puz-
zle) gli alunni hanno presentato ai visitatori le stesse attivita che avevano svolto
nel percorso in classe; per le altre postazioni sono state realizzate nuove attivita
e ideati nuovi materiali.

In particolare, nella postazione 2a, sulle proprieta delle figure geometriche,
dopo aver introdotto tale argomento illustrando le “carte d'identita” di alcuni ani-
mali, che riportavano le loro caratteristiche, venivano presentate le “carte d'iden-
tita” di alcune figure geometriche, che ne riportavano le relative proprieta.

Per spiegare il significato della parola “proprieta” ai bambini pitt piccoli, gli allievi
avevano avuto l'idea di realizzare un gioco del domino, in cuilaregola erala seguente:
I'animale raffigurato doveva essere collegato al cibo di cui si nutre (cfr. Figura 5).

# g -

o ——— ——— |
Figura 5. Tessere del gioco del domino sugli animali usate nella postazione 2a.

Si chiedeva, quindji, ai visitatori di scegliere un animale tra quelli raffigurati nel-
le tessere del domino e si spiegava che esso aveva caratteristiche specifiche, che
erano state riassunte in una sua “carta d'identita”. Cio permetteva di riconoscerlo,
cosi come in geometria le figure si riconoscono in base alle loro proprieta.

Nella postazione 2b si facevano costruire ai visitatori dei triangoli, parten-
do da dati assegnati. Poiché disegnare usando la riga e il compasso, come fatto
nel percorso in classe, avrebbe richiesto troppo tempo, si era scelto di utiliz-
zare materiali concreti gia predisposti, quali cannucce di plastica colorate per
rappresentare ilati dei triangoli, e ritagli di carta colorati per rappresentarne
gli angoli (cfr. Figura 6)°.

PARTE PRIMA 46



5.VALUTAZIONE DEL LAVORO SVOLTO

Per valutare l'efficacia del percorso svolto con la classe, occorre precisare che i vari
contenuti erano stati gia tutti introdotti negli anni precedenti, cosi come previsto
dalle indicazioni nazionali per il curricolo della scuola primaria’. Gli obiettivi speci-
fici del nostro progetto didattico erano sia di tipo matematico, sia di tipo relazionale.

Per quanto concerne gli obiettivi di tipo relazionale, se si considera che tutti
gli alunni della classe hanno partecipato alla manifestazione “La matematica dei
ragazzi” tenendo un comportamento adeguato, si puo dire che essi sono stati pie-
namente raggiunti.

Gli obiettivi matematici consistevano in approfondimenti, riflessioni e riela-
borazioni relativi ad argomenti gia affrontati in precedenza. Si mirava soprattut-
to a favorire I'uso consapevole del linguaggio specifico e a stimolare lo sviluppo
della capacita di effettuare collegamenti tra contenuti diversi. La verifica svolta
alla fine dell'anno scolastico, che includeva anche quesiti su conoscenze dichia-
rative e procedurali riguardanti argomenti trattati in questo percorso, ha avuto
risultati soddisfacenti.

La partecipazione alla manifestazione “La matematica dei ragazzi” ha avuto
altri effetti positivi sugli alunni, soprattutto per quel che riguarda l'accrescimen-
to dell'autostima, come gia rilevato nelle precedenti edizioni da vari insegnanti
che vi avevano preso parte. A questo proposito, chiudiamo le nostre riflessioni
conun commento di un’alunna (Federica):

“Siamo andati alla Matematica dei Ragazzi e ne sono uscita con un sorriso fino agli
occhi perché la maestra era orgogliosa di noi, ma soprattutto perché io ero orgogliosa di me!”
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