IL TRIPLO LINKING ED APPLICAZIONI NELLA TEORIA
DEI DIFETTI DEI MEZZI ORDINATI (*)

di CORRADO TANASI (a Palermo) (**)

SOMMARIO. - Sulla frontiera S di un 4 -disco D* sia dato un link non banale
di n componenti. Associamo a ciascuna componente un manico di dimen-
sione 4 e di indice 2 con framing zero. Sulla 4 -varieta liscia w* = S+
{manici} ottenuta, definiamo un triplo linking. In questo lavoro dimostriamo
I esistenza di una relazione tra il triplo linking e il triplo prodotto di Sullivan
sullafrontiera di w* provando come un’informazione (il triplo linking) data
dal link su S3 si traduce in un’ informazione (triplo prodotto di Sullivan) sulla
coomologia (di indice 1) relativa della 4 -varieta W* rispetto al suo bordo
(e viceversa). Si dimostra poi come il triplo linking é un invariante che per-
mette (insieme ad altre condizioni) di decidere se un difetto, di tipo anelli di
Borromeo, pu essere o no topologicamente stabile nel senso della teoria dei
difetti nei mezzi ordinati.

SUMMARY. - On the boundary S of a4 -ball D* we consider a nontrivial link
with n components. At each component of the link we attach a handle with

zero framing. In the smooth 4 -manifold W* = S> + { handles} we define the
triple linking number. This paper shows a relation between the triple linking

number and the Sullivan’s triple product on the boundary of w4 proving that

an information (the triple linking number) over the nontrivial link in the S 3
can be translated as a information over the relative cohomology of the 4 -
manifold W* with respect to its boundary (and vice versa). We also prove
that the triple linking is a topological obstruction for linked singularities as
Borromeo’s links in condensed matter.

Introduzione. Lo “scenario” in cui si svolge la teoria dei difetti ¢ uno
spazio fisico M, (per noi sara una varieta differenziabile) in cui ¢ situato
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un aggregato molecolare; nei punti in cui il materiale ¢ nello stato non ecci-
tato, € definito un parametro d’ordine che ad ogni punto £ € M associa il
punto ® ( z) di uno spazio V chiamato la varieta degli stati interni. Usual-
mente la varicta degli stati interni €, nello spazio del parametro d’ordine,
I’insieme dei punti corrispondenti ai possibili stati aventi la stessa energia.
Alle alte temperature all’aggregato ¢ associato un gruppo G di simmetrie. 11
passaggio da una fase di alta temperatura ad una di bassa temperatura, com-
porta una rottura di simmetria. Si passa allora dal gruppo G ad un suo sot-
togruppo H. I difetti sono i punti corrispondenti alla fase di alta tempera-
tura con gruppo di simmetria G ¢ su questi punti il parametro d’ordine non
& definito. I parametro d’ordine & definito solo nei punti corrispondenti alla
fase di bassa temperatura con gruppo di simmetria H. La varieta degli stati
interni ¢ (algebricamente) lo spazio quoziente V = G/ H . 1 difetti compor-
tano un costo energetico, per cui il mezzo fisico tenta di riorganizzatsi in
modo che i difetti siano ridotti quanto pit sia possibile. E utile sapere (so-
prattutto nei sistemi complessi come cristalli liquidi, elio 3 superfluido ecc.)
se esiste un’ostruzione all’estensione del parametro d’ordine @ sui punti
di difetto ossia al rilassamento del mezzo verso una configurazione senza
difetti. I difetti, nei mezzi ordinati, appaiono in configurazioni ¢ strutture
assai diverse. Il merito di aver messo ordine nella classificazione di tali
varieta di casi, spetta ai francesi L. Michel, K. Toulouse ¢ M. Kléman [5,6]
e ai sovietici V.P. Mineev ¢ G.E. Volovic [7,8].  Essi hanno sviluppato,

contemporancamente ¢ indipendentemente, uno schema di classificazione
dei difetti nei mezzi ordinati con il quale ¢ possibile decidere sulla sta-
bilita topologica (e quindi fisica) dei difetti nei cristalli liquidi, senza fare
ricorso a considerazioni energetiche. Ora la teoria dei difetti dei cristalli
liquidi e dei mezzi ordinati, elaborata dai due gruppi, decide sulla stabilita
rispettivamente di punti, linee e pareti di difetto, coinvolgendo essenzial-
mente solo i gruppi di omotopia m,, m, me della varieta degli stati in-
temi. In questa circostanza assume un ruolo centrale non tanto la struttura
di gruppo delle classi di omotopia della varieta degli stati interni, quanto
le loro classi di coniugazione (senza alcuna struttura algebrica). I lavori
di V. Poénaru e di G. Toulouse [13,14] dimostrarono successivamente che
anche la struttura algebrica dei gruppi di omotopia ha un ruolo imporante
nella dinamica dei difetti, perché i commutatori non banali di tale struttura
algebrica (la super-algebra dei gruppi di omotopia della varieta degli stati
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interni), costituiscono un’ostruzione per 1’incrocio dei difetti. Alla ricerca
teorica si affiancava il finissimo studio sperimentale sui cristalli liquidi rea-
lizzato da Y. Bouligand [1]. Egli scopre che in un mezzo di tipo colesterico,
taluni difetti si materializzano sotto forma di due anelli linkati. Questo
link ha due properieta: 1° & topologicamente (e quindi fisicamente) stabile,
2° tutte le ostruzioni (particolarmente quelle di V. Poénaru, G. Toulouse)
conosciute sono nulle. Il lavoro [2] di Y. Bouligand, B. Derrida ecc. intro-
duce un nuovo invariante (piu fine) legato al gruppo w3 V. Alcuni ricerca-
tori (Volovic, Mineev ed altri) posero la questione se e come potesse inter-
venire, in questa teoria, il Massey-triple-product. Anche se quest’ultima
questione sara 1’oggetto di un prossimo articolo, tuttavia per 1a sostanziale
affinita tra il Massey-triple-product e il triplo linking (ciascuno di essi &
costruito allorche altri invarianti sono nulli) in questo lavoro riteniamo di
poter dare una prima risposta al quesito.

Sulla frontiera S? del disco D*, dotato della sua struttura differenzia-
bile standard, considereremo un link con un framing con il quale costru-
iremo, canonicamente, una 4-varieta W* con frontiera. Poi studieremo
certi invarianti, in primo luogo il framing e poi il linking number e costru-
iremo un terzo invariante: il triplo linking che sara definito solo quando i
primi due sono nulli. Indagando sulle relazioni tra questi invarianti e al-
tri invarianti topologici delle varieta di dimensione quattro con frontiera,
dimostreremo come il fatto che il framing e il linking sono non nulli, si
traduce in una informazione sulla interserzione nella coomologia relativa
della 4-varieta, modulo il suo bordo. Se il framing ed il linking num-
ber sono nulli, appare una seconda relazione che lega il triplo linking al
triplo prodotto di Sullivan sulla frontieradi W*. Cosicché un’informazione
(triplo linking) data da un link su S? si traduce in un’informazione (triplo
prodotto di Sullivan) sulla coomologia relativa (di indice 1) della 4-varieta
W* rispetto al bordo V3 (e viceversa). Questo fatto sara utilizzato per di-
mostrare che se su una 4-varieta, il framing ed il linking sono nulli e se il
triplo linking ¢ non nullo, questa varieta non pud mai avere come frontiera
V5 Uia V;2, ove V;? & una sfera di omologia meno n dischi. 11 triplo linking
si ispira ai lavori di D. Sullivan [15]. Mostriamo infine come il triplo link-
ing ¢ un invariante che permette (insieme ad altre condizioni) di decidere se
un difetto, di tipo anelli di Borromeo, pud essere 0 no topologicamente sta-
bile nel senso della teoria dei difetti nei mezzi ordinati. In altri termini mo-
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streremo 1’esistenza di un’ostruzione all’estensione del parametro d’ordine
@ sopra linee di difetto (tipo anelli di Borromeo) che decide sul rilassa-
mento del mezzo verso una configurazione omogenea.

1. I disco 4—-dimensionale D*, con frontiera la sfera 3—dimensionale S3,
sara supposto dotato della sua struttura differenziabile standard. Su S? sia
dato un link L con ncomponenti (embeddings ) §* £ §3 (4 =,...,n) in
cui si suppone che se ¢ # j, im f; Nim f; = §. Nel seguito la notazione S}
sostituira I’immagine f;(S!).

DEFINIZIONE 1. Se n= 1 il link S} si dira nodo.

Un nodo in S? ¢& fibrato [9] se esiste una fibrazione S3-1, R Si

3L >, S! x D?
N .
S

Un link & fibrato se & fibrata ogni sua componente S} (i = 1,...,n).
Si richiede che la fibrazione abbia un buon comportamento in un intomo
di ciascuna componente. Con cio si intende dire che ogni componente del
link dovra possedere un intorno parametrizzato come Sy x D5, incui S} ~
S1 x 0 (0 & il centro del disco D?), e tale che la restrizione di faS!x
(D? - 0) sial’applicazione in ' datada (z,y) — y/|y|.

DEFINIZIONE 2. Chiameremo framing una banalizzazione del fibrato
normale di un nodo in S>.

Modulo una isotopia che lascia il nodo fisso, i framings sono classi-
ficati da numeri interi. Esiste infatti una corrispondenza biunivoca tra le
classi di isotopia di framings e le classi di omotopia delle applicazioni di
S! nel gruppo SO(2) (cf. ad esempio [4, 0 12]). Per cui si passa, me-
diante S' -2 S(0O(2)), da un framings ad un altro e tutti i framings di
questo tipo, di fatto definiscono il gruppo fondamentale di SO(2)(~ Z)
cosicche due di essi differiscono per un numero intero.

Costruiamo, canonicamente, una coppia (W?*, V3 = 9W*) data da
una 4-varieth W*, avente V3 (3-varieta chiusa) come frontiera.
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Decomponiamo D* nel prodotto dei due dischi 2-dimensionali D?
e d*>. La frontiera 8( D? x d?) di D* si decompone in 8(D? x d2) =
(8D? x d?) U(D?* x 8d?), ovvero in due anelli solidi allacciati e incollati
lungo i loro bordi rispettivi.

Si incollino (in modo ovvio) le coppie 3D? x d? e D? x d? lungo la
frontiera comune D? x 9d?. La regione D? x d? contenuta in 9( D? x
d?), con la parametrizzazione naturale, si chiama zona (o regione) di in-
collamento.

DEFINIZIONE 3. La coppia ( D* xd?, 8 D?* x d2), con la parametriz-
zazione naturale, si chiama manico ordinario di dimensione quattro e di in-
dice due, i dischi D* x {centro del disco d*}, {centro del disco D*} x d® si
chiamano rispettivamente anima e coanima del manico, mentre 0 D? x d?
dicesi regione di incollamento.

Un manico di dimensione ne indice ) & la coppia ( D* x d*>, D> x
d" ).

{0} x d?

\ / coanima
aD' x 42

zona di
incollamento

Manico di indice 1 e dimensione 3

A ciascuna componente S} del link L (fibrato ed embedded in S?), si
associ un manico di dimensione 4 e indice 2 (D? x d?, S} x D?) in cui
dd? = S!. Mediante I’applicazione identica, incolliamo la zona S} x D?
(contenuta nel bordo del manico) con S} x D? pensata sulla frontiera S>
di D*(S? = 9D*) e si rendano lisci i contatti (3 pag. 199]. Con questi
dati iniziali definiamo W* nel modo seguente: W* = S + U%,(D? x

d?, S} x D?), con frontiera 9W* = V? una 3-varieta orientabile.
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OSSERVAZIONE. Si sa che

TEOREMA 1. Ogni varietd chiusa orientabile V3 si costruisce in
questo modo.

In altri termini scegliendo vari links e vari framings & possibile costru-
ire tutte le varieta orientabili ¥ [10]. Studiamo ora tre forme di incidenza
risultanti da una o due o tre scelte di embeddings f;(i = 1,...,n). Pre-
cisamente consideriamo i tre casi

A) FRAMING,

B) LINKING,

C) TRIPLO LINKING.

CASO A)
Trai framings ci soffermeremo su uno in particolare: il framing “nullo”,
che definiremo in due modi equivalenti.

Primo modo. Consideriamo una componente del link. Ora classica-
mente, si sa che

TEOREMA 2. Esiste (sempre) una varietd orientabile (non unica)
V? < S3, la cui frontiera 3V ¢ un nodo. La superficie V? si chiama
superficie di Seifert.

Ora su un intorno tubolare pieno S; x D? del nodo, in cui sia S} x
{centro di D?} = S} si consideri la parametrizzazione di D? data dalle
sue coordinate polari ( p, 8) . Si dimostra che, modulo un’isotopia che lascia
il nodo fisso, 1a parametrizzazione (S} x D?) NV? = {6 = costante } &
unica [9]. Allora

DEFINIZIONE 4. Un framing del nodo fibrato si dice nullo se la
parametrizzazione S} x D?* in un intorno U di S} x {0} ¢ data da un
sistema di assi X,Y diorigine z x {0} (z € S}), con asse X normale al
nodo e asse Y tangente alla superficie di Seifert.

Secondo modo. 11 nodo & anche bordo di un ciclo relativo 2-dimensio-
nale di D*. Questo significa che il cerchio S} x {0} C S3(~ 8D*) &
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bordo di un disco orientato D? di dimensione 2. Allo stesso modo, sia z un
punto diverso da O che appartiene ad un intorno di O e sia S} x {z} il bordo
di un disco D2, pure orientato, di dimensione due. Disponiamo allora di
un’orientazione su D? e di un’altra (coerente a quella di D?) sul disco
D? e dell’orientamento su D*. La situazione & rappresentata dai seguenti
diagrammi:

D *§ p*
i~ S S S
e per il disco D?
D2 ple_c)m D4

D2~ Slx(z) S &

E sempre possibile cambiare un poco la posizione dei dischi D? e D2
in modo che essi si taglino trasversalmente in un numero finito di punti
[11]. In un loro generico punto comune (y € D*n D%) gli spazi tangenti
T,,D2 e T,,D_,% sono orientati. Vogliamo dare un segno al punto comune y.
La scelta del segno & subordinata al confronto degli orientamenti tra una
base di T}, D*, una base di T, D? (orientata) e quindi con una base di 7, D?
(orientata). Se gli orientamenti delle basi di T}, D*, di T, D? e quindi di
T,,Di sono coerenti si attribuira al punto y il segno positivo, se non sono
coerenti si assegnera ad y il segno negativo. Se si inverte 1’orientamento su
T,,D2 , il segno di y non cambia percheé simultaneamente si inverte anche
I’orientamento di T, D2. Allo stesso modo sec cambia I’ orientamento su Si,
gli orientamenti sia di T, D* che di T, D? cambiano insieme e il segno di
y non cambia. Se si inverte 1’ordine con cui si succedono D? e D? anche
in questo caso il segno di y non cambia. Dunque il segno di y dipende
essenzialmente dall’orientamento di D*.

DEFINIZIONE 5. Diremo framing di un nodo la somma algebrica dei
segni associati a tutti i punti comuni ai cicli orientati D* e D2. Informula

Fr(D*,D2) = ) sign(y),

yeD*ND?
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Le definizioni di framing nullo delle definizioni 4 e 5 sono equivalenti.
Consideriamo infatti i vettori normali alla superficie di Seifert V2 del nodo
Si(= S} x {0}). Un’omotopia che muove la superficie di Seifert Vi
(orientabile) secondo la direzione data da tali vettori, distacca la superficie
iniziale V2, dando luogo ad una superficie finale V2 (superficie di Seifert
del nodo spostato S{ x {z}) che non incontra la precedente. D’altra parte
poiche ciascun nodo ¢ frontiera relativa 2-dimensionale di un ciclo relativo
in D*, se aggiungiamo a questi due cicli relativi le superfici di Seifert V2
e V corrispondenti ai nodi S} x {0} e S} x {z}, otteniamo due superfici
chiuse (cicli assoluti) di D* che si incontrano in un numero pari di punti.

CASO B)

In modo simile al caso A), si definisce il linking number. Con due
componenti distinte del link f; : S — S ed f;: §' = 83 i #j (4,5 =
1,...,m), si opera la stessa costruzione fatta nel caso del framing, sos-
tituendo perd ai cicli orientati D? e D7 i dischi orientati D? e D? i cui
bordi sono rispettivamente le componenti (orientate) del link S? e S’}

DEFINIZIONE 6. Se D? e D} sono rispettivamente dischi i cui i bordi
orientati sono rispettivamente le componenti del link S? e S}, si chiama
linking number di S,-2 e S} [9] il numero ottenuto sommando algebrica-
mente i segni (+1) associati a tutti i punti di incontro tra i dischi D,.2 e
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D?. Informula

Lk(S;,8})= ) sign(a).

zeD?ND?

I1linking number dipende solo dalla scelta degli orientamenti dei nodi
ma non solo dal modo in cui essi si succedono. Per cui Lk € un operatore
simmetrico rispetto agli indici ¢, j. D’ora in avanti per un link con n com-
ponenti, il linking number Lk(S?, S?) sara definito per ogni scelta degli
indici ¢ e j nell’insieme (1,...,n).

OSSERVAZIONE. Se in S tre nodi J, K ¢ Z sono tali che J e K
siano bordo di una superficie in $? che non tocca il terzo nodo Z, allora
Lk(J,Z) = Lk(K,Z).

2. Studiamo I'effetto congiunto (framing + linking) sulla coppia (W*,
V?). Indichiamo con H2(W*, mod V?) la coomologia relativa 2-dimen-
sionale di W* che supporremo d’ora in avanti, salvo esplicito avviso con-
trario, a coefficienti in R o in Q. Tale coomologia & definita da cocatene
di dimensione 2 di W* che hanno le loro cofrontiere in V3. Piu esplicita-
mente un cociclo di H2(W*, mod V?) ¢& in relazione duale con le catene
2-dimensionali di W* che hanno la frontierain V3. Nel nostro caso tale du-
alita si esplica mediante superfici orientate S? (ciclo relativo 2-dimensionale
di H2(W*, mod V?)), non necessariamente immerse, del tipo ( S2, 852)
— (W*,V?). In particolare una superficie chiusa V2 orientata, contenuta
in intW*, & un tale cociclo di H2(W*, mod V3)

ax?
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Orale superfici S?, V2 sono orientate, per cui & lecito porre la seguente
regola di accoppiamento

DEFINIZIONE 7. Per definizione
(VZ, §%) = E {dei punti comuni di V? edi $?} .

Generalmente i gruppi di coomologia H*(W*, mod V3) hanno strut-
tura di spazio vettoriale graduato, ed ammettono la decomposizione

HY(W*, mod V?) + HY(W*, mod V?) + ...+ H*(W*, modV?) .

Ora H*(W*, mod V'?) essendo di dimensione massima, contiene il coci-
clo (relativo) fondamentale, per cui H*(W*, mod V2) & canonicamente
isomorfo a R. In generale tra gli spazi di coomologia & definita una oper-
azione di cup-product H? x H? 5 HP*9, che induce in H *(W*, mod V?2)
una struttura di super-algebra. A noi interessera il cup-product nel caso
p=g=2, H® x H* x 5 H* ~ R, che induce la seguente regola di
accoppiamento tra cocicli.

DEFINIZIONE 8. Se [V2] e [V2] sono le classi di coomologia di
superficie chiuse e orientate, allora il cup-product tra[ V] e [V?] ¢

[V21U[V#1= Y { dei punti comuni di V}? e di V}?} .

Si tratta ora di studiare come incide ’effetto congiunto (framing, link-
ing) sulla struttura di cup-product in (W*,V?). Quando da un nodo di
un link, con framing, si passa (attraverso i manici) a (W*,V?), si crea la
situazione seguente: in maniera canonica, ad ogni componente orientata
del link si aggancia una classe di coomologia H2(W*, V3), che denotere-
mo con [ S?]. Se D? & il disco orientato, di cui S ¢ bordo, un rappresen-
tante di tale classe & dato da S? = D? + {anima del manico di indice 2 e
di dimensione 4} (cf. fig.3) per cui (S?, framing) — [S?] € H2(W*,
mod V3)
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S 12 = D% U { anima del manico}

fig.3

Con quanto fin qui si ¢ detto, dimostriamo il seguente

TEOREMA 3.

A) Il cup-product [ S}1 U [ S] & I'intero associato al framing.

B) Qualunque sia il framing, se S? é distinto da S7, allora il cup-
product sara

[S?1U[S?] = Lk(S{,S}) .

OSSERVAZIONE. 11 teorema suggerisce che se si passa, mediante i
manici, da un link con framing a (W?*, V3) si ottiene una matrice simmet-
rica 1a cui diagonale principale proviene dal framing e gli altri elementi dal
linking. |

Dimostrazione. La parte A) del teorema risulta dal fatto che i punti
d’incontro tra S? e S]2 non dipendono dai manici associati alle componenti
del link, perché i manici non hanno (tra loro) punti comuni.
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fig.4

I1 linking number tra S} e S} &, per definizione, la somma algebrica
dei segni (+ 1) associati a tutti i punti comuni ai cicli orientati D? e D?-
di cui S} e S} sono bordi. Ora poiche i manici associati alle componenti
del link S} e S} non hanno punti comuni, il cup-product tra le classi di
coomologia [ S7], [S}] ¢ la somma algebrica dei segni (4 1) associati a
tutti i punti comuni ai cicli orientati D} ¢ D?.

fig.5

3. Quando un invariante ha esaurito la sua “quantita di informazione”
(cio¢ ¢ nullo), un nuovo invariante (secondario) pud essere definito a par-
tire dal vecchio. Il nuovo invariante che ci apprestiamo a introdurre, &
triplo linking. Supponiamo ora che, qualunque siano gli indicii e j(i # j),
il linking number di S} e S} sia nullo. Si voglia “migliorare” (nel senso
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che tra poco chiariremo) la superficie di Seifert V? relativa al nodo S}.
Ora & sempre possibile assumere che il nodo S} sia trasversale a V(i #
7). Si fissi un orientamento sulla sfera S>. Sia p un punto di V? N Sj.
L’orientamento della componente S} del link, insieme all’orientamento in-
dotto da V2 su un piccolo disco di V,-2 di centro p, induce un orientamento
su 3. Tale orientamento pud essere concorde o discorde all’orientamento
prefissato su S3. In questo modo a ciascun punto di Vv,-2 N 'S'} si pu0 as-
segnare un segno che sara scelto positivo se vi € concordanza tra i due
orientamenti, negativo se vi ¢ discordanza

1

1
> 'S
3
v? v2
1 1
- +
fig.6

Possiamo enunciare la seguente definizione di linking number in ter-
mini di superfici di Seifert.

DEFINIZIONE 9. Si chiama linking number Lk(S}, S}) tra le com-
ponenti del link S} e S}, il numero ottenuto sommando algebricamente i
segni (+1) associati a tutti i punti di incontro tra V? e S}.

L’equivalenza tra le definizioni 9 ¢ 6 ¢ ovvia. Se il linking number di
S! e S} & nullo, I'intersezione tra V2 ¢ S} sara un insieme di punti i cui
segni positivi saranno tanti quanti i segni negativi.
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fig.7

Se una coppia di punti consecutivi ha segni opposti, si dira minimale.
Nel caso nostro esiste sempre una coppia minimale. Una coppia di punti
minimale si pud sopprimere modificando la superficie nel modo che segue.
Appoggiamo un manico di indice 1 e di dimensione 3 sulla superficie,
togliamo la zona di incollamento e lasciamo la superficie laterale

L’operazione di sopprimere coppie minimali sara continuata fino al-
I’esaurimento dei punti comuni tra V2 e S}. Il risultato € una superficie




























































