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(a,A) X (B,B) in Rp € dato da (a X B,II:B.A A H;B.B) e l'equaliz-
zatore da (a, JII** (R A S)).

E’ ora possibile caratterizzare i monomorfismi (a, A) R—> (B, B)

1 2
in R, come quei morfismi R tali che II*** ., R A II*# . R < II** . @
af af aa @

e, usando questa caratterizzazione, dimostrare che si ha una scelta
canonica dei sotto-oggetti, precisamente Subgr,, ((8,B)) = {B’< B}.
Infine, la fattorizzazione di un morfismo («, A)—2—s (B, B) attra-
verso I'immagine € data da (a, A)—R—e (B, Im(R)) (B, B), doveAIm (R) &
definito come 3 o8 (R) ed il secondo morfismo come ElaB (Im(R)).
B

Poiché il funtore T — Rp ¢ chiaramente cartesiano, I' in coppia
con l'identita A(a)—> Subg, (a) = A(e) definisce una interpretazione
«canonica» D — Dtr(Rp).

Per ottenere l'aggiunzione voluta, dobbiamo mostrare 1'esi-
stenza di un funtore esatto a sinistra e che conserva le immagini
Cat (Dtr(R)) = R, per ogni categoria regolare R. La sua definizione
¢ subito vista: poiché, se R>>a X § € un sotto-oggetto di @ X #§ in
una categoria esatta a sinistra R, allora R ¢ un morfismo parziale,
cioée R H;‘ﬂ € mono, se e solo se R € un morfismo parziale nella dot-

trina Dtr(R), ¢ facile vedere che la categoria Cat (Dtr(R)) ha come
B

oggetti i sotto-oggetti a'A—>a e come frecce ( a’i—mz, R,8'—>B)

le frecce a'-R——> B’ di R; & percido evidente quale deve essere il fun-
tore Cat (Dtr(R)) = R, cosi come il fatto che il funtore «grafo»

Rr——>Cat (Dtr(R)) € un suo quasi inverso.

2. - 11 topos delle entita F-interne

E’ possibile arricchire la nozione di d.e. tenendo conto anche
degli altri operatori logici. Cosi, per esempio, si pud definire una
dottrina del primo ordine (d.p.0.) come una d.e. D = (T, A) tale che:

1) ogni A(a) & un’algebra di Heyting;

2) per ogni termine aL->B di T esiste un funtore A(a) ﬂ—>A(B )
«quantificazione universale lungo ¢», aggiunto destro alla sosti-

tuzione t., che soddisfa le condizioni di Beck-Chevalley B;) e B;).
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Tra le conseguenze degli ossiomi di d.p.o., citiamo le seguenti:

la corrispondenza ¢tV definisce un funtore Ti——>0rd; la sosti-
tuzione ¢. conserva —, cioé . R— S = t. S, cio che in realth & equi-
valente alla legge di reciprocita di Frobenius.

Infine, una dottrina di ordine superiore (d.o.s.) &€ una d.p.o.
munita di una operazione o> Pa sugli oggetti di T e, per ogni og-
getto a, di un «attributo di appartenenza» 35, € A(Pa X o), che sod-
disfi le seguenti due equazioni:

C) M,= 13 (Vv (I1F%8 . R «—> II°FB6 | 35))

I1oP II2Pee " app PBp
(«schema di comprensione»)
E) V (II'IPI&Pf’B . 3 <—>1211’6PﬂB .3p3) =0 («estensionalita»).
T1Pes8 Ppg Pgs 8

PgPg

Le d.p.o. e le d.o.s. hanno lo stesso rapporto con le categorie
di Heyting ed i topos rispettivamente, di quello delle d.e. con le ca-
tegorie regolari. In particolare, ¢ ben noto che la dottrina degli
«insiemi» di un topos (elementare) ha la struttura di una d.o.s.; la
dimostrazione di questo fatto pud essere trovata per esempio in [J]
o in [W], eccetto per le equazioni C) ed E). D’altra parte, si puo
dimostrare che se D & una d.o.s., allora la categoria Rp costruita
nel precedente teorema ¢ un topos, cosicché si ha il

TEOREMA 2. Se D é la (2-)categoria delle d.o.s. e G e la (2-)cate-
goria dei topos e funtori logici, dllora laggiunzione del teorema 1
si restringe ad una aggiunzione

Cat ()

#D

Dtr ( )
e G ¢ una sottocategoria piena riflessiva di HD.

Dimostrazione. Per dimostrare che la categoria Rp = Cat (D),
dove D & una d.o.s., € un topos, basta esibire una corrispondenza
biunivoca e naturale Subgg ({(a, A) X (8, B) & Ro ({a, A), P(B, B)).
Ora, un sotto-oggetto R di (o, A) X (B,B) in R & canonicamente
dato da un attributo R <TI** - AATI%* - B; ad ogni tale attributo

associamo l'attributo R € A (a X PB) dato da

. AA Y (Hngs - R AT . 2p);

P,
g

vogliamo mostrare che R € un mdrfismo (a, A i—>P (8,B) in Rp
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dove P (B, B) & definito come (PB, V (28— [Iﬁﬂﬂ . B). Dall’assio-

I1Pe8

PB

ma C) si ha facilmente che il supporto di R ¢ {(a, A), per dimostrare

che R ¢& una funzione parziale, & sufficiente dimostrare la stessa

cosa per VII (II. R«<—1I. 3)*; in base alle equazioni vere in una
8

d.o.s., si ha che la condizione di funzione parziale per R € equivalente a

S = VHG.BPBPB

1 2
[I.R«——II.33A (II.R«<—1I.3p)]<I.8;
«PgPg pp

ma in ogni algebra di Heyting si ha (x«—>y)A(x«<—2) K y<— 2
cosicché:

1 2 1 2
S < VII (Il.3pe—1II.23) =1II . VH(H.agé—%H.ag)

che, per l'assioma E), ¢ uguale a II.®. Resta da dimostrare che la

0N

p
immagine di R ¢ contenuta in P(f, B). Si osservi dapprima che
H.Re—M3p< 33N .RST.3g>0.I.8=.1. (3g>1I. B);

dunque, per la funtorialita di V. e per la equazione B;) si ha il ri-
sultato voluto. Infine, ¢ sufficiente provare la bijettivita della corri-
spondenza in questione nel caso

Subgy, ((a, Ma) X (B, Mg)) Z Ro ({a, Ma), P (B, M )),

poiché il caso generale ¢ una facile conseguenza. Bisogna mostrare
che, se Re A (a X f, allora R. 33 = R, dove il primo membro & la
composizione di relazioni, che in Rp coincide con l'immagine inversa
di 33 lungo R X B, poiché R ¢ funzione parziale. Per C) si ha:

R=T9. M,AR=IP. 3 (R)AR= 3 (@7 .M AR=

= HH(H.R/\II.R);

poiché f. V(X)) =f. Vi X)AX e (U«—V) AV =(U«—V)AU,
si ha il rsultato voluto. Omettiamo le restanti verifiche, che non
presentano difficolta.

Rimane da dimostrare che Dtr(E), dove E & un topos, € una
d.o.s., cio¢ soddisfa C) ed E), nonché la funtorialitd di Dtr( ) e
Cat( ). Il primo fatto sara una conseguenza dei successivi sviluppi
ed il secondo & semplice routine. '

* Nel seguito ometteremo gli indici e gli apici dei II, salvo che sia necessario
per la comprensione.
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E’ ben noto che la struttura di un topos E permette di interna-
lizzare molte costruzioni esterne. In particolare, un topos E ammet-
te l'internalizzazione della propria dottrina, cioé esistono i funtori

P) EOP—P—>E «sostituzione interna»
d) E LE «quantificazione esistenziale interna»

A4 She . "
V) E ——E «quantificazione universale interna»,

le frecce

Pa X Pa—L)Pa Pa X Pa—!—>Pa Pa X PaiePa

e gli elementi globali

_— g r g QP
M= pe 12232 p(py x )
tali che, mediante la composizione con il funtore sezioni globali
E(1, —), danno luogo ad una struttura naturalmente isomorfa alla
dottrina esterna (E, Subz ( )) nel senso forte che le equazioni vere
nella dottrina Dtr(E) sono indotte dalla commutativita dei corri-
spondenti diagrammi in E. Per esempio, si puo dimostrare che le
frecce A, Ve— soddisfano le commutativita che internamente espri-
mono le equazioni definenti un’algebra di Heyting e che, per ogni
t € E, le frecce Pt, d; eV, sono funtori interni rispetto agli ordini
interni (Pa, <), tali che 3;— Pt — V. La definizione di queste frec-
ce e la dimostrazione delle loro proprieta dottrinali € lunga e labo-
riosa, ma fortunatamente & gia stata fatta da C. J. Mikkelsen in [M],
eccetto per le equazioni C) ed E). Il metodo usato in questo lavoro
¢ la cosiddetta «semantica di Kripke-Joyal» e nel seguito ci riferi-
remo ad [M] per quanto riguarda questo metodo e le sue principali
proprieta. Per dimostrare la validita interna delle equazioni C) ed
E), si osservi che la E) & espressa internamente da un diagramma
su 1, cosicché ¢ sufficiente dimostrarla esternamente, cid che non
presenta difficolta. Per dimostrare C), si osservi dapprima che, per
mezzo delle caratterizzazioni degli operatori logici interni contenute

in [M], la freccia P (a X 8) -i\-—>P (e X PB) che internamente espri-
me la formula V I (II. R«—11. 35) avente R come variabile libe-

ra, puo essere caratterizzata usando gli elementi generalizzati come:

Vxe|E|,Vx—R-—>P(a><B),VxM>a><PB
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{(a,v) ERA se e solo se V y-—l-—>x, v y—b—>B :(ia,b) € R se e solo
se b € iv.
Una descrizione esplicita di A puo essere data nel modo seguen-
Ag

te: sia P (a X 8) X a« —> P la trasposta di 3 e sia A’ la trasposta
axf

del grafo di Mg A’ € caratterizzata come:

Vx—<a4v—)-—>a.xPB, VxR—>P(a><B)

(a,v)e R\’ se e solo se (R,a) M= v
se e solo se V y—i-—>x, v yb—->B :bei(R,a) se e solo se b€ iv
se e solo se V yi—>x, v y—b—>B:(ia,b) € iR se e solo se b € iv.
Dunque, poiché hanno la stessa descrizione, A = A’.

Ora, la commutativita da dimostrare &

qy,

A taxB Ma
P(aXB)—>P(aXPB)——>Pa=P(aXB

> 1 > Po.

e, ricordando che HII ¢ la trasposta del sotto-oggetto >> P(a X PB) X a

dato dalla fattorizzazione epi-mono di

3 II
> P (a X Pg) XaXPg—>P (e X Pg) X1

si puo verificare direttamente che A HII € taxp Mo sono le trasposte
o

dello stesso sotto-oggetto di P (a X P ) X a.

Si osservi che la dimostrazione della validita interna dell’equa-
zione C) implica anche la sua validita esterna, cosicché la dimo-
strazione del teorema 2 & ora completa.

Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema A enunciato nella
introduzione.

; F 4
Sia E ——E’ un funtore cartesiano tra un topos E ed una ca-
tegoria cartesiana E’ e si considerino le composizioni:

gr 2 g f ppd g F pp¥ g f . p

Poiché F ¢ cartesiano, ¢ chiaro che tutte le equazioni vere in E
tra le frecce Pt,V, 3, A, V,= sono conservate da F e quindi che
componendo con il funtore sezioni globali E° (1,—) si ottiene anco-
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ra una d.o.s. D* = (E, A*), che chiameremo «dottrina delle entita
F-interne». Si ottiene anche canonicamente un morfismo di d.o.s.

*
Dtr(E) L—)D*, considerando l'identita su E e le funzioni
Sube (a) > E (1, Pa) - E° (1, F(Pa)) indotte da F. Quindi, per il teo-

*
rema 2, si ha un topos E* ed un funtore logico E F—>E*, che sod-
disfa la condizione 3) enunciata nell’introduzione. Cid dimostra il
teorema A.

Ricordiamo che il topos E* ha come oggetti le coppie (a, A),
dove A € un elemento 1—4——>F(Pa) e per frecce (a,A)R—>(B,B)

gli elementi 1-—&—>F (P(a X ) tali che per mezzo degli operatori
logici di D* sono «funzioni da A a B».

3. La fattorizzazione

Per completare la fattorizzazione rimane da definire il funtore
0
E* —F—>E" e da dimostrarne le proprieta. L'idea consiste nell’as-
sociare ad ogni oggetto 1-5—> F(Pa) di E* loggetto FO(A) di EY
dato dal prodotto fibrato

Fo (A) >y
5
2=F(3)
A xl L 4

F(X) ———31xF(o) > F(Pec ) x F(o¢)

assumendo che E? sia una categoria esatta a sinistra, cosi come F.

Si oservi che, se E° ¢ un topos, il sotto-oggetto F°(A) & quello
il cui nome ¢ dato dalla compsizione li—>F (Pa)fi—-)P”F(a),

dove F, ¢ la freccia descritta nell’introduzione. Se («, A) £—> (B, B)
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¢ una freccia di E¥*, allora F’(R) € un sotto-oggetto di F(a) X F(f3)
che possiamo dimotrare essere il grafo di una freccia F’(A) — F°(B)
mediante i seguenti due lemmi:

LEMMA 1. Se R e S sono due entita F-interne e se F(Pf) = P*f,
F(A):= A* F(®) = %, F(M.) = M. sono operazioni della dottrina

D*, allora valgono le seguenti uguaglianze:
a) F°(R-P*f)=F(f)- (F°(R))

b) F°((R,S)- A*) =F(R) A\ F°(S)

c) F° ((;)*) = 8F(), FO(M.*) = 1F(a).

La dimostrazione consiste in semplici verifiche, basate sul fatto
che F & esatto a sinistra. Per questo lemma e per l'osservazione con-

tenuta alla fine del teorema 1, si ha che se {(a, A) —R—> (B,B) € una

freccia di E* allora F°(R) ¢& il grafo di una funzione parziale
>> F(a) X F(B); inoltre, poiché nella logica di una dottrina I'affer-
mazione «l'immagine di R € contenuta in B» coinvolge solo i prece-
denti operatori, allora anche l'immagine di F’(R) & contenuta in
F(B), cioée F°(R) Ilrg si fattorizza attraverso F’(B). Piu delicata &
la dimostrazione che il supporto di F’(R) & quello giusto, cioe F°(A),
perché questa affermazione sembra fare un uso genino dell’opera-
tore di quantificazione esistenziale di D*. Tuttavia si pud superare
questa difficolta osservando che se R & una funzione parziale, allora
I'affermazione «il supporto di R € A» puo essere espressa in modo
equivalente usando l'operatore di quantifcazione esistenziale unica,
anziché quello di quantificazione esistenziale. Il vantaggio consiste
nel fatto che la verita di tali affermazioni & conservata da F?.

Lemma 2. Se 1-R 5 F (P(a X B)) & una funzione parziale F-in--

terna, allora F"(RF(E(I.I )) = F°(R)IL,.

Dimostrazione. In una d.p.o. definiamo

31, (R)=3p, (R)A VY (T-R->T-0).

. . B . s "
E’ facile dimostrare che un attributo R € A (e X B) &€ una funzione
parziale secondo la definizione precedentemente data se e solo se

BH (R) = ':'III ! (R); percio, se 1-R——>F(P(oc X B)) € un elemento

F-interno, R & una funzione parziale se e solose R F(H =RFH_,)).

o)
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Ricordiamo che in un topos E l'operatore di esistenza unica

q!
P (a X B) ——LP(; puo essere definito come il trasposto del sot-

to-oggetto >» P(a X ) X a «immagine unica di

Daxp

II
) PlaXB)XaXB—>P(aXB)Xa

definito da P. Freyd in [F], dove & dimostrata la proprieta univer-
sale che permette di riconoscere la freccia d I'Ia! come quella co-
struita con gli altri operatori logici presenti nella precedente defi-

nzione dottrinale. In particolare, ¢ dimostrata Il’esistenza di una
freccia u tale che u. 3.xII = Q.

Dunque, se R ¢ una funzione parziale F-interna, il seguente
diagramma

Rx1 Fllg)x1 |

Fot) =3 1x F(ot ) ————>F(Puxp ) x F(x ) —> F(Px ) X F(x)
11 \ WT\F(Q) » I F(Z)
F( )x F(p) \r > F(Pd:p)s r(x)xr(gj -

F.(RF(JI)) T : ; /

F(2 IA

mostra che F* (RF(dy; )) < F (R)Tre; poiché, per il lemma 1,

F*(R) -

-

FO (R) - TIr(«) € mono e poiché &€ sempre vero che
P (RF(HIL)) = FO(R) - Tpw),

il lemma ¢& dimostrato.

Questi due lemmi permettono di comprendere non solo che la

immagine in F° di una freccia ( a,A)L (B,B) di E* & il grafo
di una freccia F’(A) — F°(B), di E° ma anche che F° &€ un funtore.

Infatti, sia (B8, B) —S—> (v, C) un’altra freccia di E*; la composizione

R.S in D* & data da R.S=/(RS)P*I X P*II. A*. 3*1 e,
poiché in ogni d.e. si pud dimostrare che II}* . R & ancora una fun-
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zione parziale da @ X v a B e che la congiunzione di una funzione
parziale con un qualsiasi attributo ¢ ancora una funzione parziale,

-1 ~1 .
allora F° (R . §) = (TE<HF (F0 (R)) A TEEEBFE . (F0 (S)) Tpp,

che si puo dimostrare essere il grafo della funzione parziale data
dalla composizione

Fo(A) Fe (R) s> F°(B) Fo (S) > Fo(C)

F(X) F(p) F(y)

Inoltre, gli stessi lemmi consentono di dimostrare che F? ¢ un fun-
tore esatto a sinistra con argomenti simili a quelli usati e tenendo
conto di come sono definiti i limiti finiti in E* (teorema 1)..

Infine, poiché in base alle definizioni poste non & difficile di-
mostrare che F* - F0 = F, resta solo da dimostrare che F? ¢ un fun-
tore che conserva gli elementi, cioé che l'applicazione che esso
induce E*(1,(a, A) —> E°(1, F°({a, A))) & bijettiva.

Ricordiamo che in un toos E l'esponenziazione e l'operatore

interno «grafo di una freccia» {¢ >°;> P(a X B) sono definiti come
I'intersezione di due equalizzatori costruiti con gli operatori logici
interni che esprimono la condizione di funzione parziale ed il fatto
che il supporto deve essere tutto ¢ (si veda [K-M]). Quindi, poiché
F & esatto a sinistra e per la definizione di D*, si ha che E*({a, M,),
(B,Mg)) ¢& isomorfo ad E°(1,F(3)); percio se a=1, si ha

E*(1,(B, Mg)) —~>E0(1,F(61)) = (1, F°((B, Mg)). Per dimostrare il risul-
tato per gli oggetti piu generali (8, B) di E* basta osservare che un

elemento l-b—>F (B) si fattorizza attraverso F°(B) se e solo se
b €* B.

Poiché ora dovrebbe essere chiaro il metodo per dimostrare le
proprieta di F?, non e difficile completare la dimostrazione del teo-
rema B, tenendo conto dei casi in cui E° e F hanno le altre pro-
prieta enunciate.
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[C1

[F]

[J1
[(K-M]

(L, 1]
(L, 2]
(L, 3]
(L, 4]
[M]

[R-Z]
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