Capitolo 15

INDIPENDENZA STOCASTICA

La nozione di indipendenza stocastica ha un ruolo centrale in ogni teoria
delle probabilita. In termini intuitivi, » eventi sono stocasticamente
indipendenti se per la valutazione della probabilita di ciascuno di essi non
importa conoscere il valore logico degli altri. La condizione si traduce in
uguaglianze tra probabilita assolute e condizionate, per soddisfare le quali
¢ necessario che la probabilita si fattorizzi sulla partizione generata dagli n
eventi (che la probabilitd dei costituenti di tale partizione sia prodotto
delle probabilita dei loro componenti) (Teorema 15.3.3). Nella teoria
classica (e anche da de Finetti) la fattorizzazione & assunta come definizione
di indipendenza stocastica. Essa coglie il significato intuitivo se gli eventi
non sono di probabilita estrema, ma & fonte di situazioni paradossali
altrimenti (15.4.2 Commento, 15.4.4 Esempio 3); tollerabili forse — almeno
nelle applicazioni - se si opera in ambiente finito, ma non in quello infinito,
ove — come osserva lo stesso de Finetti4® — la definizione & ben lontana
dall'interpretare il significato intuitivo di indipendenza stocastica di numeri
aleatori infiniti. Per questo essa viene qui definita in forme via via pi
generali traducendo il suo significato intuitivo direttamente in uguaglianze
tra probabilita assolute e condizionate, eliminando cosi il rischio di
incontrare situazioni paradossali. Il § 15.1 & preliminare e importante per i
successivi sviluppi. Studia il caso di due eventi E,, E,, osserva che se
uno ha probabilitd estrema E,, E, sono stocasticamente indipendenti in
senso classico e mostra che ragionando con probabilita coerenti bisogna
invece distinguere tre livelli di indipendenza: E, non correlato con E,,
E, stocasticamente indipendente da E,, E,, E, stocasticamente indipendenti.
Nel § 15.2 viene introdotta la nozione di indipendenza stocastica di un
evento I da n eventi (Definizione 15.2.1). Si mostra che l'indipendenza
logica di E dagli n eventi & prerequisito necessario (e anche sufficiente) per
tradurre formalmente il significato intuitivo del giudizio di indipendenza
stocastica: affinché sia coerente cioé scegliere la probabilita di £ in modo
arbitrario e mantenerla condizionatamente a ogni ipotesi sui valori logici
degli n eventi (n°15.2.5). Nel § 15.3 viene introdotta la nozione che sta
alla base di ogni successiva estensione: quella di indipendenza stocastica
di n eventi. Si prova che la fattorizzazione della probabilita sulla partizione
generata dagli n eventi ¢ condizione necessaria per la loro indipendenza
stocastica (Teorema 15.3.3), che se gli eventi sono logicamente indipendenti
¢ coerente giudicarli stocasticamente indipendenti (15.3.5 Teorema), che la
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nozione coincide con quella classica se gli eventi sono tutti di probabilita
non estrema (15.3.5 Corollario). 11 § 15.4 richiama la nozione classica di
indipendenza stocastica di n eventi e la mette a confronto con quella
introdotta nel paragrafo precedente. Nel § 15.5 si definisce la nozione di
indipendenza stocastica nella sua forma pill generale: cioé per collezioni
di insiemi di eventi (Definizione 15.5.2). Come prerequisiti agli sviluppi
successivi si estende la nozione di logica indipendenza agli insiemi di
algebre di eventi, si introduce quella di finito-logica indipendenza
(Complemento 15.5.5) e si studiano le probabilita che si fattorizzano sulle
partizioni prodotto di partizioni finite (n° 15.5.6). Si dimostrano poi i due
seguenti risultati fondamentali: (1) ¢ coerente assegnare separatamente le
probabilitd marginali su ciascuna algebra di un insieme di algebre di
eventi (su ciascun insieme di una collezione di insiemi di eventi) se e solo
se le algebre (le algebre generate dagli insiemi) sono finito-logicamente
indipendenti (15.5.5 Corollario, Teorema); (2) in questa ipotesi & anche
coerente giudicare le algebre (gli insiemi) stocasticamente indipendenti
(Teorema 15.5.7, 15.5.8 Corollario). 11 giudizio di indipendenza stocastica
degli insiemi di una collezione, quando coerente, si pud dunque estendere
a algebre di eventi finito-logicamente indipendenti che contengono gli
insiemi: almeno alle loro algebre generate e al piil a quelle dei loro eventi
logicamente indipendenti. In quest'ultimo caso si dice che il giudizio di
indipendenza stocastica & fortemente coerente, debolmente altrimenti
(§ 15.6). 11 § 15.7 infine approfondisce il discorso per collezioni di insiemi
di eventi finiti. Le algebre generate dagli insiemi coincidono allora con
quelle dei loro eventi logicamente dipendenti e il giudizio di indipendenza
stocastica in tal caso o non ¢ coerente o ¢ fortemente coerente. Si segnalano
per la loro importanza nelle applicazioni il Teorema 15.7.2 e 15.7.3 Teorema.

15.1 Correlazione tra due eventi

L'influenza che un soggetto attribuisce a un incremento
d'informazione nei riguardi della valutazione delle probabilita &
messa in evidenza dal confronto delle probabilita da lui assegnate
alle coppie di eventi pJa =Fe Ploah= EIH (H= hla), definiti da
una medesima proposizione p, ma negli stati di informazione o
(iniziale) e oAk (finale). La cosa ¢ stata gia segnalata a commento
di 12.4.2 Esempio 2, ove si € visto anche che l'esito del confronto
puo essere qualunque: P(E[H) puo essere maggiore, uguale o
minore di P(E). In relazione a questi tre possibili esiti, si da la
seguente definizione.
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15.1.1 Definizione. Correlazione di E con H.

Siano E e H eventi, H# ¢. Diremo allora che E é correlato con
H se P(E | H) # P(E). Piu specificamente: che é correlato negati-
vamente se P(E|H) < P(E), positivamente se P(E |H) > P(E).
Diremo inoltre che E non é correlato con H — anche che H ¢
irrilevante per E — se P(E|H) = P(E).

NorTa.

La definizione non esclude la possibilita che H sia certo ed E certo 6 impos-
sibile, anche se il confronto che viene proposto in tali casi & in realtd illusorio.
Riesce infatti £ | £2=E nel primo, e si confrontano cosi le probabilita di eventi
uguali. E ¢i0 accade sostanzialmente anche negli altri due casi, perché gli eventi
certo e impossibile rimangono tali anche dopo ogni incremento d'informazione
H. Si sarebbe potuto quindi escludere questi casi senza alterare le nozioni di
correlazione € irrilevanza (non correlazione). La loro inclusione risulta pero
utile, perché rende la nozione pitt completa e agevola spesso l'esposizione. E
bene osservare che allora £2 ¢ irrilevante per ogni evento E — P(E ] £)=P(F) -
e che tutti gl eventi p0551b1h sono irrilevanti per Qe ¢ — P(.QIH) P()=1e

P(¢|H)=P(¢)=0-

TERMINOLOGIA.

La definizione introduce tre relazioni binarie — di correlazione negativa, corre-
lazione positiva, irrilevanza — di cui una e una sola sussiste. I loro significati
vengono usualmente spiegati dicendo che se si apprende che H ¢ vero la
probabilita di E diminuisce, rispettivamente aumenta o non cambia. Si tratta
evidentemente di abusi di linguaggio — peraltro efficaci e percid anche noi li
useremo -, perché le tre nozioni prevedono che si mettano a confronto le
probabilita di due eventi diversi, E e E|H, e non quelle di un medesimo evento
in momenti diversi, come le frasi lascerebbero intendere, e che sarebbe un non
senso.

Le relazioni di correlazione negativa, positiva e di irrilevanza sono
definite in modo asimmetrico, in quanto i due eventi oggetto del confronto
sono usati in ruoli diversi: uno nel ruolo di evento e 1'altro in quello di ipotesi.
Cid ha come conseguenza che in generale le relazioni non siano simmetriche
(si veda in proposito il Complemento 15.1.3). Esse lo diventano perd in ogni
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insieme di eventi di probabilita positiva. Indicati infatti con E, , E, due di tali
eventi, usandoli alternativamente come ipotesi nel teorema delle probabilita
composte si ricava:

P(E,|E)) _ P(E;|E)
PE) = PE)

L'uguaglianza dei due rapporti dice allora che se un evento & irrilevante per
I'altro (se il rapporto ¢ 1), allora anche l'altro € irrilevante per il primo. Se il
comune valore dei rapporti ¢ diverso da 1, i due eventi sono invece reciproca-
mente correlati nello stesso senso — negativamente o positivamente a seconda
che 1] valore del rapporto sia minore o maggiore di 1 — e nella stessa misura
(percentuale). Ad esempio, se in un incontro di calcio tra le squadre A e B si
giudica che la probabilita che A vinca debba essere raddoppiata sapendo che A
ha chiuso il primo tempo in vantaggio (rapporto 2), si deve allora raddoppiare
anche la probabilita che A abbia chiuso il primo tempo in vantaggio sapendo
che A ha vinto. In conclusione, con riferimento alle coppie di eventi di proba-
bilita positiva (E, , E,) si puo parlare di correlazione o irrilevanza in termini
simmetrici. Dire cioé che gli eventi di probabilita positiva sono a due a due o
(reciprocamente) correlati positivamente o correlati negativamente o irrilevanti.

Viste da altra angolazione le precedenti considerazioni si possono
anche interpretare dicendo che se due eventi hanno probabilita positiva, la
condizione di correlazione o non correlazione di un evento con un altro — di
E; con E, - si "trasmette” in modo concorde agli eventi della coppia che si
ottiene scambiando l'ordine dei due eventi. In convenienti ipotesi la condizione
si "trasmette", inverte_ndo eventualmente il senso della correlazione, anche agli
eventi delle coppie (£, , E,), (E,, EZ), (E,, E,) ¢ a quelli delle coppie che si
ottengono scambiando in queste l'ordine dei relativi eventi. Sussiste infatti in
proposito la seguente proposizione, che riporta nel punto ¢) anche il risultato
relativo alle coppie (E,, E,) e (E,, E;) appena discusso.

15.1.2 Proposizione.

Sussistono le seguenti affermazioni:

a) se ¢ correlato (non correlato) con l'ipotesi H, allora E é correlato in
senso opposto (non correlato) con la medesima ipotesi;

b) se E ¢ correlato (non correlato) con H e P(Hy< 1 (H é di probabilita
positiva), allora E é correlato in senso opposto (non correlato) con H;

¢) se E,, E, hanno probabilita positiva, allora essi sono o reciprocamente
correlati nello stesso senso o reciprocamente non correlati;
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d) se E,,E, hanno probabilita strettamente comprese tra 0 e 1 (non
estreme), allora gli eventi delle coppie (E,, E,), (E, By, (£, Ez), (E] , E_Q)
sono tutlti o reciprocamente correlati o non correlati. Se correlati, gli
eventi della coppia (E,, E,) lo sono nello stesso senso degli eventi E L Ese
quelli delle coppie (E 1. E)e(E;, E ,) in Senso opposto.

D1mMOSTRAZIONE.

Prova della a). _ _ _
Sia P(E[H) %P(E). Da P(E|H) =1 —P(EIH) segue P(E | H) § 1-P(E)=P(E),
che ¢ l'asserto.

Prova della b). B _
Sia P(E|H) %P(lz) e P(hl) >0. Da (EAH)v (EAH)=F segue intanto
P(H) P(E| Hy+P(H) P(E! H)=P(E), da cui si ricava

P(H)P(E|H) = P(E)~P(H) P(E|H) § P(E)-P(H) P(E) = P(E) P(H)

e infine P(E ]ﬁ) S P(E) come volevasi.

Prova della c¢).
E stata data in premessa alla Proposizione.

Prova della d).
Nelle attuali ipotesi riesce P(E;) >0 e P(E})> 0. Per la ¢) precedente gli

eventi di ciascuna delle quattro coppie (£ , E ) sono allora reciprocamente
correlati nello stesso senso o non correlati. Inoltre, se E, , E, sono correlati
positivamente (negativamente, non correlati), allora E 2 E,perlaa)e E,, E )
per la b) sono correlati negativamente (positivamente, non correlati), da cui
segue per la b) — o per la a) — che E] , E_Q sono correlati positivamente
(negativamente, non correlati), cioé 1'asserto.

La dimostrazione ¢ cosi completa. ]

15.1.3 Complemento. Correlazione in ipotesi di probabilita nulla.

Come provano le argomentazioni che seguono, le condizioni poste nella
precedente Proposizione alle probabilita degli eventi usati come ipotesi sono
tutte indispensabili per la validita delle relative proprieta b), ¢), d) — la proprietd
a) vale invece incondizionatamente —. Indichiamo per questo con E, E,, E,
eventi possibili.
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Proprieta b).

Sia P(H) =1 (ipotesi altematlva) qu1nd1 P(H) 0 —. Le valutazioni coerenti
sull'insieme & = {EAH, EAH,EAH,EAH E,H, H} si ottengono ponendo
P(EAH)=p,, P(EAH)=P(E AH)=0, P(EAH) = =p,, con p;, p, non negativi
disommal,e P(E)=p,, P(H)=1, P(H) 0. Deve allora essere P(E IH) =p;=
P(E), mentre P(E IH) puo essere scelta in modo arbitrario (Teorema 13.2.3
con l'attuale &, K= e sostituendo H con H). Si ha pertanto che l'evento E
non ¢ correlato con H, mentre esso puo essere o non correlato o correlato
negativamente o correlato positivamente con H. Pertanto, se P(H) = 1 la tesi
della proprieta b) non sussiste.

Proprieta c).

Se contro ' ]pOtGSI e P(E 1)>0, P(EZ) 0, le valutazioni coerenti sull'insieme
E={E,AE, ,E,AE,, E,AE,, E,AE, ,E,, E,} si ottengono assegnando ai suoi
eventi nell'ordine probabilita 0, p;, 0, p,, p;, 0,conp,;>0,p,20e p,+p,=1.
Segue allora P(E,| E;) = 0= P(E,) e P(E, | E,) pud essere scelta in modo arbitrario
(Teorema 13.2.3, K=Q , H=FE,). Percio l'evento E, non ¢ correlato con E,,
mentre L, puo essere o correlato positivamente o correlato negativamente o
non correlato con E,. Cio basta per concludere che la tesi della ¢) non sussiste.

Proprieta d).

Se contro l'ipotesi ¢ 0 < P(E;) < 1 e P(E,)=00 P(E,) =1, la negazione della tesi
di questa proprieta ¢ conseguenza di quanto appena provato per la ¢): diretta se
P(E>)=0, previa sostituzione di E, con E, se P(E,)=1.

La prova di quanto asserito all'inizio del Complemento & cosi completa. ]

15.2 Indipendenza stocastica: nozioni base

La nozione di indipendenza stocastica si inquadra nel
discorso piu generale dell'evoluzione della valutazione a seguito di
incremento d'informazione (Cap. 12). In termini intuitivi, i casi di
indipendenza stocastica sono quelli in cui la conoscenza del valore
logico di uno o piu eventi & ininfluente ai fini della valutazione
della probabilita di altri eventi.

I1 caso piu semplice si ha quando gli eventi sono due, E e
H, e la conoscenza del valore di H (percio anche di quello di H) &
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ininfluente per la valutazione della probabilita di E. Cio vuole dire
che apprendere che «H & vero» o che «H & falso» («H & vero»)
non influisce sulla valutazione della probabilita di E; cioé che sia H
sia H sono irrilevanti per E (15.1.1 Terminologia). Si dice allora che
E ¢ stocasticamente indipendente da H e lo si traduce in simboli
nelle uguaglianze P(E|H) = P(E| H) = P(E).

Il passo successivo ¢ quello in cui ¢ la conoscenza del
valore di pit eventi, diciamo E,, ..., E,, anon avere influenza sulla
valutazione della probabilita di E. Osserviamo in proposito che cono-
scere 1l valore logico di piu eventi significa sapere quale evento
elementare della loro partizione generata ¢ vero (Proposizione 6.3.1).
Generalizzando il discorso si ha allora che E € stocasticamente
indipendente dagli eventi E,, ..., E, se ogni evento elementare
della loro partizione generata ¢ irrilevante per E. Cio si traduce
nella seguente definizione.

15.2.1 Definizione. Indipendenza stocasticadi Eda E,,...,E,.

Siano E, E,, ... E, eventi. Diremo allora che E ¢ stocastica-
mente indipendente da E,, ... ,E, se e solo se ogni evento
elementare di P,({E,, ... \E,}) é irrilevante per E. Se e solo se
riesce cioe:

P(E| )= P(E) per ogni € BJ({E,,...,E,}).

PropOSIZIONE.

Se l'evento E ¢ stocasticamente indipendente dagli eventi E, , ... , E,, allora lo
¢ anche la sua negazione (segue da 15.1.2a).

Nora.

La definizione non pone alcuna condizione agli eventi E,, ..., E, e non esclude
percio che qualcuno — anche tutti — sia certo o impossibile. Ricordando che

PUE,,...E.))={E,,E,}} A...A{E,, E,},

(Proposizione 6.3.1), si vede che se sono s<n gli eventi possibili tragli £,, ..., E,),
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diciamo i primi s, riesce {E;, E;} = {£2, ¢} per ogni i>sequindi[?%¢({E,,... E D=
IP(?({E, ,...»Eg}). Questo vuole dire che il significato della nozione di indi-
pendenza stocastica di un evento da una n-pla di eventi non cambia se si
consente a qualche E; di essere certo o impossibile. Al limite, se s=0 riesce
F(E,,... . E.})={R, ¢} = P,({2})= P,({¢)). La definizione prevede allora
che ogni evento E possa essere confrontato anche con l'evento certo e con
quello impossibile. Si tratta in realta di confronti fittizi, perché in entrambi i
casi ogni evento E viene confrontato con E l Q=E, cioé con se stesso. Tutti gli
eventi risultano percid banalmente stocasticamente indipendenti da Qe ¢.

La definizione non pone condizioni neanche all'evento E, che potrebbe essere
anche £ o ¢, i quali sono stocasticamente indipendenti da ogni insieme di
eventi: basta infatti ricordare che ogni evento possibile ¢ irrilevante per Qe ¢
(15.1.1 Nota) € che sono tali pertanto tutti gli we IP(?({E s B D).

In conclusione, si potrebbe studiare la nozione di indipendenza stocastica di un
evento da n eventi limitando i confronti tra eventi possibili e n-ple di eventi
possibili. Consentire che l'evento E e gli eventi E,, ... ,E, possano essere
l'evento certo o impossibile ¢ pero utile e risponde alle stesse esigenze viste per
la nozione di irrilevanza in 15.1.1 Nota. Completa cioé la nozione introdotta
(qui quella di indipendenza stocastica) e contribuisce a rendere pill semplice
nel seguito l'esposizione.

CoMMENTO.

Per n=1 si ha in particolare la nozione indipendenza stocastica di un evento E
da un evento H che, quando H & possibile, si esprime mediante le uguaglianze
P(E|H) = P(Elﬁ) = P(E) — in accordo con la premessa alla definizione e
trascurando la P(E [ £2) = P(E) che non ha bisogno di essere verificata —. Giova
riflettere in proposito sulla differenza dei significati di «indipendenza stoca-
stica di E da H» e di «irrilevanza di H per E (non correlazione di E con H)».
L'evento (ipotesi) H ¢ irrilevante per E se P(E IH) = P(E), ovvero se l'informa-
zione «I ¢ vero» non influisce sulla valutazione della probabilita di E.
L'indipendenza stocastica di E da H richiede invece che sia l'intero contenuto
informativo di H — le informazioni «H & vero», «H & vero» («H ¢ falso») —a
non influire sulla valutazione della probabilita di E. La nozione di indipendenza
stocastica rafforza percio quella di irrilevanza, seppure di poco: cioé solo nel
caso che H sia di probabilita estrema. Si ricordi infatti in proposito che la
15.1.2 (che pud essere letta anche sostituendo H con H) dice che se H non &
di probabilita estrema e una delle due informazioni «H & vero» o «H & vero» &
irrilevante per E, allora ¢ irrilevante per E anche l'altra. La 15.1.3 Proprieta b
— pure questa letta anche sostituendo H con H — aggiunge che se H ha probabilita
estrema una delle due informazioni ¢ forzatamente irrilevante per E — «H & vero»
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se P(H)=1, «H & vero» se P(H)=0-, mentre l'altra puo non esserlo. Anche se il
rafforzamento della relazione di irrilevanza riguarda le situazioni di valutazione
estrema per l'evento H, esso ¢ tuttavia essenziale se si vogliono studiare i
problemi dell'indipendenza stocastica in ambiente infinito, ove la presenza di
eventi possibili di probabilita estrema ¢ la normalita.

TERMINOLOGIA.

L'aggettivo stocastico (dal greco stokastikos, "congetturale") & usato universal-
mente in probabilita con riferimento a insiemi di eventi —~ pit spesso di numeri
aleatori o, pill in generale, di enti aleatori — dotati di una qualche struttura
probabilistica. Nell'impostazione di de Finetti, in cui l'aspetto descrittivo
¢ tenuto concettualmente ben separato da quello della valutazione, la sua
presenza avvisa che la questione che si sta studiando presuppone 1'esistenza
—almeno in via ipotetica — di una o piu fasi di valutazione.

Nel caso dell'indipendenza stocastica I'aggettivo avvisa che la probabilita di
certi eventi non cambia a seguito di taluni incrementi di informazione, sotto-
lineando cosi anche la natura soggettiva del concetto (in quanto espresso
da una valutazione). Nel caso specifico dell'attuale definizione l'affermazione
«E ¢ stocasticamente indipendente da E,, ... , E,» avvisa che la probabilita
su{E}U{E|w: welP!((E,.... \E,})} & un'applicazione costante.

In numerose dimostrazioni di questo capitolo — a cominciare dalla
prossima Proposizione 15.2.3 — e dei capitoli successivi avremo occasione di
usare la proprieta conglomerativa in ambiente finito. La nozione € stata introdotta
con riferimento ad ambienti di cardinalita qualsiasi con la Definizione 13.5.1 per
le probabilita assolute e con la 13.5.4 Definizione2 per le probabilita condizionate.
In vista di futuri riferimenti conviene riscrivere qui la nozione assieme a quella
di disintegrabilita per 'ambiente finito. E sufficiente fare riferimento per questo
al Complemento 13.5.4 che tratta la questione per probabilita condizionate a H
(che diventano assolute se H = £2). Adattando la notazione e tenendo conto
anche di 13.5.4 Teorema abbiamo allora il seguente complemento.

15.2.2 Complemento. Disintegrabilita e conglomerabilita
in ambiente finito.

Siano E evento, Hy, ..., H, ipotesi a due a due incompatibili, H=H,v...vH,,
P(-|H) probabilita sulla partizione (condizionata) {H, |H,....H,|H} e
P(E|H,) probabilita su {E|H;}, i=1,...,n. Allora
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P(E|H) = P(H,|H)P(E|H)+... +P(H,|H)P(E|H,) (disintegrabilita)

e l'unica probabilita coerente per E |H e da qui segue

inf P(E|H;) < P(E|H) < sup P(E|H)) (conglomerabilita)
In particolare se P(E|H,)= ... = P(E|H,) = p, riesce anche P(E |H) = p.
Norta.
Per definizione E ¢ stocasticamente indipendente da E, , ... ,E, seesolosela

probabilita & costante su {E} U {E|w: weP!(E,, ... JE, 1} (losi & gia
osservato in 15.2.1 Terminologia), L'ultima proprieta enunciata qui sopra mostra
pero che la condizione richiesta &€ un po' ridondante e che affinché E sia
stocasticamente indipendente da E, ..., E,, basta che la probabilita sia costante
su{E|w: weP{(E,,...,E,))}.

15.2.3 Proposizione.

L'evento E e stocasticamente indipendente dagli eventi E, , ... , E, se
e solo se é tale daogni He & (E,,... ,E,), ovvero se la probabilita
P(E|-) é costante su {E|H : He Q{(E,,...,E,)}.

D1MOSTRAZIONE.

Siano E stocasticamente indipendente da E, , ... \E, e He & (E,,...,E,).

Se H ¢ certo o impossibile l'asserto & ovvio. Altrimenti H e H sono somma logica
di eventi elementari di P,(E,,...,E,) e per ipotesi P(E | w)=P(FE) per ogni
we B(E,,... .E,). Per la proprietd conglomerativa segue allora P(E[H):
P(E|H)=P(E) e quindi ancora l'asserto.

Il viceversa é ovvio. n

CoMMENTO.

Secondo la Definizione 15.2.1, un evento E ¢ stocasticamente indipendente
daglieventi £, , ..., E,, se e solo se sono irrilevanti per la valutazione della sua
probabilita le informazioni puntuali sugli n eventi, cioé quelle che elencano
il valore di ciascuno di essi (del tipo «w & vero» con W=EjA ... AE) €
Pg({E, ... E,}1)). La Proposizione qui sopra rafforza robustamente il
significato della nozione affermando che E € stocasticamente indipendente da
£, ..., E, se e solo se ¢ irrilevante per la valutazione della sua probabilita
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l'intero contenuto informative di E,, ... , E, (la totalita delle informazioni
descrivibili con gli n eventi, del tipo «H & vero» con H logicamente dipendente
dafE,,....E,).

15.2.4 Consistenza della nozione di indipendenza stocastica
di un evento da un numero finito di eventi.

I1 contenuto informativo di un insieme di eventi pud avere influenza sulla
deducibilita del valore logico di altri eventi (aspetto oggettivo che interessa la
descrizione) e sulla valutazione delle loro probabilita (aspetto soggettivo). Nel
dare la definizione di indipendenza stocastica di un evento E da un insieme di
eventi K, ..., E, si ¢ tenuto conto solo dell'aspetto soggettivo. Per lo studio della
consistenza della nozione € perd indispensabile — e preliminare come in ogni
problema in condizioni di incertezza — considerare anche I'aspetto descrittivo.
Ricordiamo a tal fine che il valore logico di un evento E & deducibile in
corrispondenza agli we PY({E,, ... . E,}) di tipo 1 e 2 per E (vero e falso,
rispettivamente) e non deducibile in corrispondenza a quelli di tipo 3 (n° 3.4.2).
L'evento £ ] we certo nel primo caso (w=> E), impossibile nel secondo (0 => E)
e possibile nel terzo (WA E e wA E possibili). Visto che si deve dare a E! w
probabilita 1 quando ¢ certo e O quando ¢ impossibile, & allora evidente che
ogni forma di legame logico dell'evento E con gli eventi E, , ..., E, non pud che
avere conseguenze rilevanti sulla possibilita di considerare E stocasticamente
indipendente dagli eventi medesimi, ovvero sulla consistenza della relativa
nozione di indipendenza stocastica. Di ci0 si occupa la prossima proposizione,
per la cul lettura occorre avere presente che un evento E & stocasticamente
indipendente dagli eventi E, ... E, se e solo se & costante la probabiliti su
{E|w: we IPg({EI,...,En})} (15.2.2 Nota) e che il problema della consistenza
della nozione di indipendenza stocastica di un evento da un insieme di eventi si
traduce allora nello studio della coerenza di queste valutazioni in differenti
ipotesi sul legame logicodi Econ E, , ..., E,.

ProrosizionE.
Siano E, Ey, ..., E, eventi, @ = {E|w : 0eP{({E,,...,E,})}. Allora si ha:

a) L'evento certo e quello impossibile (logicamente dipendenti da ogni insieme
di eventi) sono stocasticamente indipendenti da E 15Ky, in particolare
da se stessi. Sono gli unici due eventi che godono della proprieta di essere
simultaneamente logicamente dipendenti e stocasticamente indipendenti
da ogni insieme di eventi, in particolare da se stessi.

b) Se E é possibile e logicamente dipendente o semidipendente bilateralmente
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dagli eventi E,, ... E, (7.2.3(iii)), allora non puo essere stocasticamente
indipendente dai medesimi.

c) Se E é logicamente semidipendente inferiormente (superiormente) da
E;,....E, (7.2.3i), allora O (1) é l'unica probabilita (coerente) costante
su QD . Le condizioni di indipendenza stocastica di E da E,, ... E, sono
percio coerenti per una_sola valutazione, per giunta estrema, della
probabilita di E.

d) Se L ¢ logicamente indipendente da E,, ... E, (percio possibile), allora le
costanti su 2 con immagine in [0, 1] sono tutte probabilita coerenti. Le
condizioni di indipendenza stocastica di E da E,, ... ,E, sono percid
coerenti per ogni valutazione della probabilita di E.

DMOSTRAZIONE.

Prova della a).
Abbiamo gia osservato in 15.2.1 Nota che Qe @, logicamente dipendenti da
ogni partizione, sono stocasticamente indipendenti da ogni insieme di eventi,
anche da se stessi. Essi sono gli unici eventi che godono di questa proprieta
e tali che alla dipendenza logica si accompagni l'indipendenza stocastica, per
la b) seguente.

Prova della b).
Nelle ipotesi attuali esistono @ sia di tipo 1 sia di tipo 2 per l'evento E.
Esso non puo allora essere stocasticamente indipendente da E,, ... , E,. La

probabilitd non pud essere infatti costante su @, perché esistono @ per cui
E|we certo, quindi P(E|w)=1, e altri per cui E | @& impossibile e P(E|w)=0.

Prova della c).

Poiché E ¢ logicamente semidipendente inferiormente (superiormente) da
E;, ..., E,, esistono wdi tipo 1 (tipo 2) e tipo 3, ma non di tipo 2 (tipo 1). Cid
significa intanto che IP(?({E, ,...,E,}) non & la partizione nulla. Ha allora
cardinalita aimeno 2 ed esistono percid w per cui £ [ w ¢ certo (impossibile) e
P(E|w)=1 (P(E|w)=0) e altri (i rimanenti) per cui E|w & possibile. La
costante 1 (0) & allora l'unica applicazione su £ in grado di soddisfare le
condizioni di indipendenza stocastica previste dalla Definizione 15.2.1. Essa &
una probabilita coerente in virti di 13.4.2 Corollario (con & = {E}).

Prova della d).

Poiché E ¢ logicamente indipendente da [P,({E,, ..., E,}), tutti gli @ sono di
tipo 3 per E e sono percio possibili tutti gli El we D, ai quali si pud allora
attribuire come probabilita un numero comune di [0, 1]. Segue che ogni costante
p€[0, 1] ¢ una probabilita coerente su & (13.4.2 Corollario,con §={E}) =
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15.2.5 Il giudizio di indipendenza stocastica.

I risultati di 15.2.4 Proposizione inducono a rivedere l'interpretazione del signifi-
cato intuitivo della nozione di indipendenza stocastica che ha ispirato la
Definizione 15.2.1. Osserviamo in proposito che nel discorso intuitivo la
nozione di indipendenza stocastica di un evento E da un insieme di eventi
E,, ..., L, ¢ stata presentata in termini soggettivi come giudizio di «non
influenza del contenuto informativo di E,, ... , E, sulla valutazione della
probabilita di £». La definizione citata coglie la condizione che riguarda la
«non influenza del contenuto informativo ... » nella proprieta che la probabi-
lita sia costante su {E|w weP!({E,....,E,})}, senza specificare perd che tale
proprieta esprime il giudizio di un soggetto. Cio risponde all'esigenza di tenere
separato — come si ¢ fatto sempre in precedenza — lo studio delle probabilita
coerenti (della classe di applicazioni che soddisfano la norma di coerenza), che
ha carattere oggettivo, dal momento della valutazione della probabilita, che ¢ un
atto squisitamente soggettivo (si concretizza nella scelta di una delle probabilita
coerenti da parte di un soggetto).

Nel nostro caso specifico i due aspetti vanno tenuti separati anche perché
condizioni di indipendenza stocastica possono venire introdotte in fase di valu-
tazione pure in modo indiretto, seguendo cioe criteri che non fanno riferimento
esplicito alla non influenza di certe ipotesi sulla probabilita assunta da certi
eventi. Nelle valutazioni in condizioni di simmetria, ad esempio, capita talvolta
che il giudizio di equiprobabilita sugli eventi elementari di una partizione
introduca indirettamente condizioni di indipendenza stocastica (15.7.3¢). Del
resto, gia l'indipendenza stocastica dell'evento certo e di quello impossibile da
ogni insieme di eventi (15.2.4a) pud essere letta come conseguenza indiretta
del rispetto della norma di coerenza (criterio di valutazione primario degli
individui coerenti).

I1 piu delle volte, pero, le condizioni di indipendenza stocastica sono proprieta
volute, espressione diretta cioé — come ricordato in premessa — del giudizio di
non influenza del contenuto informativo di certe ipotesi sulla valutazione della
probabilita di certi eventi. Tale giudizio appare allora esso stesso come un
criterio (o modalita) di valutazione, in quanto prescrive come prolungare la
probabilita di certi eventi su corrispondenti eventi condizionati. In questo
ordine di idee viene naturale distinguere nella procedura di valutazione due
momenti di scelta: quello della probabilita di E (su {E}) e quello della modalita
del suo prolungamento su D = {E|w : weP((E,, ..., E,})}. Circa l'ordine
delle due scelte, pud essere che si valuti prima la probabilita di E e la si
prolunghi poi (costante) su £ o che si faccia il viceversa (si decida prima per il
prolungamento). Ed € qui che si trova allora motivo di ripensare e precisare il
significato da dare in questo contesto alla nozione di indipendenza stocastica.
Chi valuta prima E e pensa poi al prolungamento, puo stabilire a posteriori
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se la condizione di indipendenza stocastica sia compatibile (coerente) con la
probabilita scelta per E. Chi decide invece prima per il prolungamento, affinché
la sua impostazione sia sensata deve sapere a priori che potra poi scegliere
per E una qualunque delle sue probabilita coerenti. Ed ¢ questo in fondo il
significato intuitivo usuale del giudizio di indipendenza stocastica, come
lasciano intendere chiaramente gli esempi che chiudono questo numero e
che possono essere letti senza pregiudizio per la loro comprensione anche
trascurando le considerazioni che qui di seguito rivisitano alla luce delle attuali
argomentazioni le affermazioni di 15.2.4 Proposizione.

Cominciamo con l'osservare in proposito che per l'evento certo e quello
impossibile non si pone alcun problema di scelta. Le loro probabilita sono
determinate e rimangono tali anche dopo ogni condizionamento. I due eventi
sono quindi obbligatoriamente (per coerenza) stocasticamente indipendenti da
ogni insieme di eventi (affermazione a)).

Se E ¢ possibile tutti i numeri di [0, 1] sono sue probabilita coerenti. Circa il
giudizio di indipendenza stocastica, le affermazioni b), ¢) dicono che ogni
forma di suo legame logico con gli eventi £, , ..., E, ostacola pesantemente
la possibilita di considerarlo stocasticamente indipendente dai medesimi.
Il piu delle volte la impedisce: se I'evento E ¢ logicamente dipendente o
semidipendente bilateralmente da essi (affermazione b)). La consente solo se
si € disposti a valutare E di probabilita estrema e appropriata se esso &
semidipendente unilateralmente da E, , ..., E, (affermazione c)). Per contro, &
sempre possibile considerare E stocasticamente indipendente da E, , ... , E, se &
logicamente indipendente da essi (affermazione d)). In conclusione:

N

Se L' ¢ possibile, la sua indipendenza logica dagli eventi E, , ... |E, ¢
condizione necessaria per poterlo giudicare stocasticamente indipen-
dente dai medesimi comungue lo si valuti.

Esso puo essere stocasticamente indipendente da un insieme di eventi
anche quando é semidipendente inferiormente (superiormente) da essi;
intale caso, pero, la condizione di indipendenza stocastica é realizzabile
solo se si valuta E di probabilita 1 (0).

Esempr.

Come preannunziato i seguenti esempi illustrano il significato intuitivo che si
da usualmente al giudizio di indipendenza stocastica.

1 Sia E = esce pallina bianca in una estrazione da un'urna contenente palline
bianche e rosse. Con riferimento a una estrazione del lotto su una ruota
siano poi £, = il primo estratto ¢ 5, E, = il secondo estratto ¢ 5.
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o

In generale, se ciascuna di due o pill urne viene composta inserendo oggetti
seguendo regole indipendenti da quelle delle altre, ¢ allora del tutto
ragionevole giudicare che ogni informazione sull'esito di estrazioni da una
di esse non abbia influenza sulla valutazione della probabilita di eventi che
descrivono esiti di estrazioni delle altre. Supposto che sia questo il caso del
nostro esempio, in cui le urne sono due, viene allora naturale di giudicare E
stocasticamente indipendente da E,;, E, qualunque sia la composizione
della prima urna (quella contenente le palline colorate). Di decidere cioe di
porre (tenere conto che E; A E, = ¢)

P(E|E,~E,) = P(E|E,AEy)) = P(E|E, A E,) = P(E)

anche prima di avere valutato la probabilita di E (che P(E) sia nota).
Con questo giudizio si stabilisce percid a priori che le quattro probabilita
sopra considerate debbano essere uguali — bastava farlo per le prime tre
(15.2.2 Nota) —. Il loro comune valore sara poi noto e uguale a b/(b+r), in
ipotesi di simmetria, appena si apprenda che la prima urna € composta da b
palline bianche e r rosse.

E inoltre evidente, invece, che non ¢ coerente giudicare E, stocasticamente
indipendente da £, E, (o semplicemente da E) perché riesce

P(Ey|EANE)=P(Ey|EAE,))=0, P(E,|EAE)=P(E,JEAE)=1/89.

Ci0 accade perché gli eventi E; e E, si riferiscono a due estrazioni senza
rimessa da una medesima urna. Per il caso di una sequenza di estrazioni
con rimessa si veda il prossimo esempio.

La nozione di indipendenza stocastica viene ad assumere un significato
analogo a quello dell'esempio precedente se si confronta I'evento E,, con gli
eventi £, ..., E,_, (E, = esce pallina bianca al colpo h) in una sequenza
di estrazioni con rimessa dalla prima urna ivi considerata, quando in ogni
estrazione si attribuisca alle palline la stessa probabilita di essere estratte.
In queste ipotesi, per n> 1 riesce ovviamente P(E |E|A...AE;,_)=b[(b+7)
per ogni scelta degli apici, essendo b e r (generici) i numeri di palline
bianche e rosse nell'urna (come gia visto nel n° 14.2.1 ). Per la proprieta
conglomerativa si trova allora P(E,|E;A ... AE,_)=P(E,) (15.2.2Nota).
Anche qui, la condizione di indipendenza stocastica di E,, da E,, ... , E,
sussiste qualunque sia la composizione dell'urna. Ora perd essa non &
conseguenza di un giudizio diretto, come nel primo esempio, ma segue
indirettamente dalla modalita d'estrazione e dal giudizio di simmetria per le
estrazioni delle palline.

La conclusione ¢ formalmente la stessa se gli eventi £, ..., E, descrivono
l'estrazione di una pallina bianca da ciascuna di n urne diverse di
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composizione uguale (in palline bianche e rosse). In questo caso pero il
risultato € conseguenza diretta del giudizio di indipendenza stocastica di E,,
dak,,...,E, ,.Inoltre, poiché ora manca un ordinamento delle urne precosti-
tuito, ¢ allora del tutto spontaneo assumere che se si € disposti a giudicare
uno degli eventi stocasticamente indipendente dagli altri n-1, cio debba
essere fatto per ciascuno di essi. Questo accade anche in corrispondenza a
una sequenza di estrazioni con rimessa da una medesima urna. In questo
caso ancora come conseguenza indiretta delle regole d'estrazione. Tali
regole implicano cio¢ che l'estrazione di bianca al colpo h risulti stocasti-
camente indipendente dai risultati delle estrazioni precedenti € seguenti.

A differenza del modello di estrazioni con rimessa, quello di estrazioni da
urne diverse puo essere facilmente generalizzato prevedendo che le urne
abbiano composizioni diverse. Se sono by, le palline bianche nell'urna i e
ry, le rosse, le condizioni di indipendenza stocastica si esprimono allora per

ogni i mediante le P(E, | ALY EN=P(E,)=by, [(by+71,).
hi/ Nizh & h hI\CRT ]

3 Inuna sequenza di lanci di una moneta non necessariamente perfetta, posto

Ej, = esce testa al colpo h, ¢ usuale giudicare direttamente ogni E), stoca-
sticamente indipendente dall'esito degli altri lanci. Assumere ciog che sia
P(Ehl/\;;;'}l E/y=P(E;)=pperogni n>1eognipel0,1]. Adattando il
discorso fatto nell'esempio precedente, possiamo assimilare qui ogni lancio
della moneta a una estrazione da un'urna che contenga una percentuale p di
palline bianche.
Analogamente, un lancio di n monete, diversamente imperfette nel caso pil
generale, puo essere assimilato a estrazioni di una pallina da ciascuna di
urne con percentuali p; , ..., p, di palline bianche. 1l giudizio di reciproca
indipendenza stocastica degli eventi E, , ..., E,, si esprime allora mediante le
P(Ey|Nigh ED=P(ER)=py, h=1,...,n.

4 In un contesto piu pratico, consideriamo un portafoglio di polizze assicu-
rative. In questo caso sono gli eventi collegati a ciascuna delle polizze
che vengono spesso giudicati stocasticamente indipendenti dagli eventi
collegati con le altre. Ad esempio, l'evento Tizio (uno qualunque degli
assicurati) denuncia sinistri ¢ giudicato stocasticamente indipendente
dagli eventi relativi alle denuncie di sinistro degli altri assicurati. La
traduzione formale del giudizio di indipendenza stocastica & analoga a
quella degli esempi precedenti e non ¢ il caso qui di ripeterla. Interessa
invece sottolineare che nei casi concreti come questo il giudizio di indipen-
denza stocastica ¢ frequentemente un'approssimazione a fini operativi della
vera opinione di chi giudica, poiché vengono normalmente trascurate come
poco rilevanti — almeno in un primo approccio — eventuali correlazioni tra
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coppie di eventi. Vediamo qualche esempio.

Nel caso dei portafogli di polizze RCA (responsabilita civile auto) € usuale
considerare trascurabile l'eventualita che due (o piu) assicurati possano
essere coinvoltl in un medesimo incidente, anche quando d'abitudine
percorrono la stessa strada in orari simili: causa vicinanza di domicilio o di
posto di lavoro o altro.

Analogamente, nei portafogli polizze contro il furto nelle abitazioni ¢
usuale considerare trascurabile la circostanza che le abitazioni siano in
edifici vicini o siano addirittura appartamenti di un medesimo stabile.

Nei portafogli polizze contro l'incendio si trascurano invece eventuali
correlazioni di sinistri provocati da cortocircuito in stabili con impianto
elettrico realizzato da una stessa impresa o pil in particolare da uno stesso
elettricista. E cosi via.

15.3 Indipendenza stocastica di n eventi

Gli esempi del n° 15.2.5 hanno messo in evidenza che il
discorso sull'indipendenza stocastica viene riferito usualmente a
eventi collegati con piu esperimenti (estrazioni da una o piu urne,
lanci di una o pill monete, osservazioni di arrivo di sinistri in
contratti assicurativi, ... ). Salvo che nel primo esempio, negli altri
tre 1l giudizio di indipendenza stocastica ¢ stato espresso in termini
simmetrici, nel senso che ogni evento di un dato insieme & stato
giudicato stocasticamente indipendente dagli eventi rimanenti
dell'insieme medesimo. In vista di formalizzare il discorso — cosa
che sara fatta nei termini piu generali nel § 15.5 — diamo intanto la
seguente definizione.

15.3.1 Definizione. Indipendenza stocasticadi E,, ..., E,,.

Diremo che gli eventi E,, ... , E, sono stocasticamente indipen-
denti se n=1 o se ciascuno di essi ¢ stocasticamente indipendente
dai rimanenti. In simboli, se pern>1eh=1,...,n riesce

P(E),| ) = P(Ey) per ogni o€ B{(E,,....E}-{E)).  (57)
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COMPLEMENTO.

La definizione non impone alcuna condizione agli eventi E,,... ,E,, non
escludendo cosi che qualcuno possa essere certo o impossibile. Cio & in
accordo con quanto gia fatto dando la nozione di indipendenza stocastica di un
evento da un insieme (finito) di eventi con la Definizione 15.2.1, di cui questa,
come detto in premessa, non ¢ altro che una versione simmetrizzata. Va da sé
quindi che, come si € visto allora (15.2.1 Nota), anche qui l'eventuale presenza
di £2 e/o ¢ sia superflua ai fini del significato della nozione di "indipendenza
stocastica di n eventi", ma utile ai fini dell'esposizione. Cosi com'¢ utile ai fini
dell'esposizione l'avere convenuto che ogni singolo evento sia "stocasticamente
indipendente". Solo a tali fini, beninteso, perché in questi casi limite la nozione
non aggiunge nulla alla modalita di valutazione, che resta soggetta solo
all'obbligo di rispettare Ia norma di coerenza.

Se n>1, posto

Dy = {Ey|w: 0ePI{E,,....E,)-{E,D}, h=1,...,n,

(58)
D=D0...UD,,

la definizione suppone data una probabilitasu {E,, ..., E,} U, le cui restrizioni
su{Ey}u Dy, h=1,...,n, siano costanti (15.2.2 Nota). Suppone cioé che sia
data una probabilita Psu {E,, ..., E,} e che venga prolungata su 2 ponendo
per ogni suo evento P(Eh! w)=P(E}), sottintendendo cosi che I'estensione
congiunta (P, P( | )) sia una probabilita. Cosa che pud invece non essere,
come abbiamo gia visto per le restrizioni su {Ej, } U @y, (15.2.45, ¢).

In 15.2.2 Nota abbiamo visto che un'applicazione costante su {E;,} U £, & una
probabilita se e solo se ¢ tale la sua restrizione su &y,. Questo risultato si
estende alle applicazioni costanti "a tratti" su {E;} U @, , ... ,{E,} U 2,
nel senso dichiarato dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE.

Siano E,, ... ,E, eventi, &y ¢ 2 gli insiemi definiti nella (58), TLun'applicazione
di{E;,...,E,}w& in[0,1] costante "a tratti" su {E,} V&, , ... . {E,} U D,,
P e P(-|") nell'ordine le restrizioni di TTsu {E,, ... ,E,} eD. Allora, TT ¢ una
probabilita se e solo se é tale la P(- I-) e in tal caso P ¢é l'unico prolungamento
coerente di P(-|).

DmMOSTRAZIONE.

Che la coerenza di 7T implichi quella della sua restrizione P(- l ) segue del fatto
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che le restrizioni di probabilita coerenti sono probabilita coerenti (13.1.2(i)).

Viceversa, se P(- | ) € coerente, & tale anche la sua restrizione su £y, — per quanto
appena osservato —ed ¢ costante. Posto P(E|w)=p, we IP(;”({EI, L E  -{ERY),
per la proprieta conglomerativa P(E},) =p ¢ l'unica probabilita di Ej, compatibile
con la probabilita P(E hl‘ ) (Complemento 15.2.2, 9.5.1 Terminologia), h=1, ... ,n.

Segue che P ¢ l'unico prolungamento coerente di P(: ]-) su{k,,....,E,}, e
quindi l'asserto. n
TERMINOLOGIA.

Conservando ai simboli il significato dato sopra, osserviamo che, in accordo
con la discussione del n° 15.2.5, le considerazioni precedenti hanno messo in
evidenza che la nozione di indipendenza stocastica di n eventi ¢ l'espressione di
una valutazione di probabilita che prevede due momenti di scelta: quello della
probabilita Psu {E,, ... E,} e quello del prolungamento P(- |~) su @ definito
nella (58) ponendo P(E), [ w)=P(Ey), h=1,...,n Laprocedura di valutazione ¢
coerente solo in corrispondenza alle probabilita P che ammettono prolunga-
mento P(-|-) —e quindi (P, P(-|-)) - coerente. In tal caso diremo in seguito che
la probabilita Psu {E,,... E,} ¢ compatibile con I'(ipotesi di)indipendenza
stocasticadi £, ..., E,, affermando cosi sia che P(: | ) & l'applicazione di & in
[0, 1] che si ottiene ponendo P(E,| w) = P(Ey,) sia che l'estensione (P, P(- |))e
coerente.

Sussiste le seguente proposizione.

15.3.2 Proposizione.

Siano E, , ..., E, eventi. Allora, le seguenti affermazioni sono equivalenti:
a) E,, ..., E, sono stocasticamente indipendenti;
b) E;,...,E, sono stocasticamente indipendenti per ogni scelta degli apici ';

¢) se n>1, ciascuno degli n eventi é stocasticamente indipendente da ogni
evento logicamente dipendente dagli altri;

d) sono stocasticamente indipendenti gli eventi di ogni loro sottoinsieme.

DIMOSTRAZIONE.

Se n=11le a), b) e d) sussistono per definizione, qualunque sia la probabilita di
E;. La c¢) non ha senso.



532 Indipendenza stocastica

Altrimenti I'ipotes sottintende data una probabilita (P, P(-|-)) su {E,, ..., E,} UD
— & definito nella (58) — tale che P(E, | w)=P(E}) per ogni evento di ©. Ciod
premesso, passiamo alla dimostrazione delle tre affermazioni.

a) equivalente a b).

Scelti £/,...,E,, poniamo
D' = {Ef|o: 0eP!(E].....E)}-{E/}), h=1,...,n}.

e dimostriamo che il prolungamento di (P, P(-|-)) su {E;,...,E;} U2 & unico
e tale che P(Ej,| w) = P(Ej).

A tal fine osserviamo intanto che la P determina la probabilita delle negazioni
di £,,...,E, e quindi la probabilita su {E/,...,E, }. Tenuto conto che per signi-
ficato di partizione generata EPC‘;Z’({E,’, ~LE-{ED = IPG‘p({E,,... EV-{ELD,
riesce poi

D' = {Ef|w: weP!(E,,...E}-(E,), h=1,...,n}.

Scelto allora £ | we & ' si ha: se Ej;=Ej, allora Ej|w=E;|0e D e quindi
P(E| @) = P(E| @)= P(Ey) = P(E}); se Ej, = Ey,, allora P(E},| 0) = P(E | w) =
1-P(Ey| @)= 1-P(E})=P(E})= P(E}). Si ha dunque P(E}| )= P(EJ) per
ogni evento di &' e quindi a) implica b). 1l viceversa & ovvio.

a) equivalente a c).

La a) implica c) ¢ conseguenza della Proposizione 15.2.3. Si ha poi il
viceversa perché la partizione generata da un insieme di eventi €& inclusa
nell'insieme dei loro eventi logicamente dipendenti.

a) equivalente a d).

Si tratta di far vedere per ogni /1 che Ej, € stocasticamente indipendente da ogni
Ejn...AEj#¢ essendo {E;,... B }C{E;,...,Ey;,Eyyy, ..., E,}. Basta
allora osservare per questo che E{, A ... AE; € & (E,,...,E} ,,E},,.....E,) ¢
usare la ¢). Il viceversa ¢ ovvio.

Abbiamo cosi provato che la a) ¢ equivalente alle b), ¢), d). L'equivalenza delle
ultime tre si ottiene per transitivita e si completa cosi la prova. ]

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema, fonda-
mentale sia per gli sviluppi teorici sia per quelli applicativi.
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15.3.3 Teorema. Eventi stocasticamente indipendenti
e fattorizzazione.

Gli eventi E,, ..., E, siano stocasticamente indipendenti. Allora
per ogni costituente Ej A ... ANE,, di P,({E,, ... ,E,}) riesce:

P(E/A...NE})=P(E)) ... P(E,). (59)

DIMOSTRAZIONE.

Dall'ipotesi segue intanto che gli eventi di ogni sottoinsieme di {E;, ..., E,}
sono stocasticamente indipendenti (15.3.25, d). Cio premesso, se n=1la (59) &
banale (diventa P(E})= P(E ;)). Supponiamo allora n> 1, consideriamo il
generico costituente E;A ... AE, € B({E,, ..., E,}) e procediamo distinguendo
il caso in cui il costituente ¢ impossibile da quello in cui & un evento elementare.

SiaE;n...AE,=¢.

Se Ej = ¢ per qualche A la (59) ¢ banale (diventa 0=0). Altrimenti esiste s,
I<s<ntaleche Ejn.. . AE{# e EjA.. . AEg =¢equindi E¢,, |EiAn.. . AE ¢
impossibile. Poiché E;, ... ,E ;,; sono stocasticamente indipendenti si ha
P(E; )=PE;,,; ]E,’/\ ...AE)=0ela(59) diventa ancora 0=0.

SiaEjn. . ANE# ¢
Per il teorema delle probabilita composte allora si ha:

P(EjA...AE})=P(E;) P(EJ|E}) ... P(E4IE| A ... AE,,_)).

Poiché £, ... , E} sono stocasticamente indipendenti, h=2,... ,n, si ha
P(ESIED)=P(ES), ... ,P(Ej|E[A...AE,_)=P(E,) e quindi ancora la (59). m

TERMINOLOGIA.

Siano £}, ..., E, eventi ¢ £ un insieme di prodotti logici di un numero finito di
eventi di un insieme €. Diremo allora che una probabilita P si fattorizza:

suE;A...ANE, seédefinitasu{E,;,... ,E,,E;A... AE,} e riesce
PEA~...ANE)=PE)) ... P(E,),

su & se ¢ definita su §U D e si fattorizza su ogni Ejn ... AE, € D.

In particolare, se €, ...,& , sono insiemi di eventi, allora la probabilita si fatto-
rizzasu & A ... A& sesifattorizzasu /A ... AE, perogni E,€&,,...,E,€8,
(ed & definita percid su {&], ..., 8} U(E A... A &)).
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Notiamo inoltre che la nozione di fattorizzazione su E; A ... A E, ha senso
anche nel caso n= 1, nel quale anzi sussiste sempre perché diventa P(E,)=P(E))
(come gia visto del resto nel corso della dimostrazione del teorema).

COMPLEMENTO.

Usando la terminologia appena introdotta, l'attuale teorema si puo allora anche
esprimere come segue:

Condizione necessaria affinché E, , ..., E, siano stocasticamente indipendenti
é che la probabilita si fartorizzi su P({E,,...,E,}).

Nora.

Siano P una probabilita su {£;, ..., E,}, P'il suo prolungamento per fattoriz-
zazione su P.({E,,... ,E,}) e P(- l-) il suo prolungamento su £ ottenuto
ponendo P(E), | w)=P(E}) - & definito nella (58) —. L'attuale teorema dice in
sostanza che se (P, P(- ])) ¢ una probabilita coerente su {E,, ... ,E,} UD,
allora P’ ¢ il suo unico prolungamento coerente su [P;({E,, ..., E,}). Pertanto,
ricordando anche 15.3.1 Proposizione si ha: (P, P', P(-|-)) & una probabilita se
solo se (P, P(+|")) é una probabilita se e solo se P(-|-) & una probabilita.

15.3.4 Probabilita fattorizzate su P ({E,,... ,E,}).

In virth di 15.3.3 Complemento, abbiamo dunque che le probabilita compatibili
con l'indipendenza stocastica degli eventi £, , ... , E,, (distinti) vanno ricercate
tra quelle che si fattorizzano sulla loro partizione generata. E allora evidente
l'interesse di caratterizzarle.

Osserviamo intanto per questo che le probabilita che si fattorizzano su
R{E,,....E,}) vanno a loro volta ricercate tra le applicazioni P di dominio

{E,,E,,....E,,E,} UP.({E,,...,.E,})

che assegnano probabilita coerenti su ogni {(E;, E;} e si fartorizzano sui
costg‘tuem‘i di P,({E,,...,E,}). Esse si ottengono tutte e sole ponendo ;o(Ei) =p;,
P(E)=1-p;=q; (0<p;<1 se E; ¢ possibile, p;=1 se E; ¢ certo, p;=0 se E,
¢ impossibile), i=1, ..., n, e prolungando questa assegnazione marginale
sulla partizione B,({£,,... ,E,}) in costituenti ponendo p(E} Ao ANE )=
PE)) ... p(E,) su ciascuno di essi. Tali applicazioni, non negative per
costruzione, soddisfano le (la notazione ¢ analoga a quella di 6.3.2 Notazione)

SOBED) .. pEL)=1,1<i<...<ig<n, (60)
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come si trova sviluppando (p;, +q;,) .. (pls+q,s) =1. Si ha in particolare
X );o(E AoAE)DN=1c¢ lapphcazmne # ¢ allora una probabilita su
RUE,,....E,} ) se e solo se assegna 0 ai costituenti impossibili. In tal caso,
poiché & una probabilité, essa si prolunga in modo unico su &, (B,({E,,...,E,}))
(10.5.1 Proposizione). Indicato con P tale prolungamento — ponendo percio in
particolare P(EjA...AEp) = p(E|A... AE;) —, proviamo che riesce

P(EjA. AE)=P(E;) ... P(E;), 1<i;<...<ig<n, (61)
Infatti, considerata la permutazione (i, , ..., i, g, ;,...,5,)di(1,...,n) siha
Ein. . AE{ =E{n  AE{ANV"(E[ A..AE{)=
\/(")(Ei}/\ ANE{ANE] A AE),
da cui segue
PEj{~. AE) = X" P(ES{A...AE{AE{, A
2(")4‘0(Ei; CAEANEL AN ANE) =
SUBES) .. ;o(Elg;o(E,H, PEL)
PED . pEDIPEL) ... plEL) = pEL) ... pED,

ove la seconda uguaglianza sussiste perché P:jo sulP,({E,,...,E,}) (per
posizione), la terza per definizione di g e l'ultima in virta della (60).

Per s=1 e i,=1si ha in particolare P(E)) =go(El-) e a seguire si trova allora
come asserito P(Ej\A...AE; ) = P(E}) ... P(E}). [ |

o AEl) =

Osserviamo che al termine di questd dimostrazione si € provato che se p ¢ una
probabilith coerente su [P;({E,,...,E,}), & allora coerente anche I'assegnazione
marginale su {E,,... E, } —¢la restrizione su questo insieme del prolungamento
dipsu & (B({E,,....E,}))~ Non vale perd il viceversa. Ad esempio, se E;, E,
sono possibili e mcompat1b1h ¢ coerente assegnare agli eventi di {E,;,E,} =
{E/ANE,, E,AE,} probabilita positive di somma non superiore a 1 — deve
essere P(E, )+P(E2)+P(E ;~Ey)=1—.1prolungamenti per fattorizzazione su
B.({E,,E,}) delle corrispondenti assegnazioni marginali associano al costituente
impossibile £, A E, valore positivo e non sono percio probabilita coerenti.

Riassumiamo l'intero il discorso nella seguente proposizione.

PRrOPOSIZIONE.

Le probabilita che si fattorizzano sulla partizione P({E,,...,E,}) sono tutte e
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sole le applicazioni g — ottenute prolungando per fattorizzazione sui suoi
costituenti un'assegnazione di_probabilita coerenti su ciascuno degli eventi

E,,... . E, (e per complemento a I sulle loro negazioni) — che associano 0 ai
costituenti impossibil. Intal caso (quando le go sono probabilita) l'assegnazione
congiunta su{E,, ..., E,} é una probabilita coerente.

Inoltre, le probabilita che si fattorizzano su P,({E,,... ,E,}) si fattorizzano
anche sulle partizioni generate dai sottoinsiemi di {E,, ... ,E, }.

Importa ancora segnalare in proposito i seguenti casi particolari.

(i) Se E,,... ,E, sono logicamente indipendenti (Definizione 6.4.2), le
probabilita che si fattorizzano su [P,({E,,...,E,}) sono tutte quelle che
rispettano la regola di costruzione dell'applicazione g, e solo loro. Quelle
che si ottengono cio¢ per fattorizzazione a partire da probabilita coerenti
per singoli eventi £, , ..., E, (assegnando cio¢ valori arbitrari di [0, 1] agli
eventi possibili, 1 a £ e 0 a ¢). Proviamo l'affermazione per casi, tenendo
conto che E,,... ,E, possono essere possibili tutti, nessuno o in parte
(vedere 6.4.2 Commento).

(1) Se E,,... ,E, sono turti possibili, sono tali anche i 2" costituenti di
P.({£,,....E,}) e non si pone allora il problema di verificare se p associa
0 ai costituenti impossibili.

(2) Se nessuno degli eventi & possibile, riesce P.({E,,....E,})={82,¢} e la
tesi € allora banale.

(3) Altrimenti, indicati con A, ... , A, gli eventi possibili tra £,,... ,E,,
riesce P,({E,,....E,})={Q,0} A P,({4,,...,A,}), sono possibili tutti i
costituenti di [F,({4,,...,A,}) e quindi quelli di QA P;({4,,...,A,}), sono
invece impossibili i costituenti di ¢ Fy({A,,...,A;}) e solo loro, ai quali g
fa corrispondere 0 perché p(¢) =0 ¢ la probabilita coerente per ¢. |

(i) Se £,, ..., E, non sono logicamente indipendenti, le probabilita che si
fattorizzano assegnano probabilita estrema a qualche evento. Infatti,
se £y~ ... AL =¢, per soddisfare la condizione P(E;A ... AE;))=0=
P(E)) ...P(E,) almeno un Ej, deve essere di probabilita nulla. [ ]

(i) Le probabilita concentrate su un solo evento elementare della partizione
P.({E,,....E,}) si fattorizzano qualunque sia la condizione logica degli
eventi E,,...,E,. Infatti, posto che sia P(E/A... AE)=1, si ha intanto
P(Ep)=1perognih(perché E/A...AE)=Ep)equindi P(E]A...AE})=
P(E}) ... P(E}). Inoltre, per ogni altro costituente E; A ... A E ) esiste h
tale che Ej =~ Ej e quindi P(E})=P(~E})=0 da cui, tenuto conto che
Ein . AE,=E}, segue P(E/A...AE;)=0=P(E})... P(E}). n
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15.3.5 Consistenza della nozione di indipendenza stocastica
di n eventi.

Il problema della consistenza della nozione di indipendenza stocastica di n
eventi E;, ..., E, non si pone se n=1, perché un evento & per definizione
"stocasticamente indipendente”, qualunque sia la sua probabilith. Se n>1, la
nozione di «indipendenza stocastica di n eventi» &€ invece l'insieme delle n
condizioni di «indipendenza stocastica di ciascuno degli n eventi dai rimanenti».
La possibilita di considerare gli n eventi stocasticamente indipendenti —'esistenza
di probabilitd compatibili con la loro indipendenza stocastica (che soddisfano
le condizioni (57)) — & condizionata percid almeno quanto le possibilita di
considerare i singoli eventi stocasticamente indipendenti dai rimanenti e quindi
dal grado di dipendenza logica di ciascuno di essi dagli altri (n°®15.2.4). E
allora importante aver presente per il seguito la seguente proposizione.

PRroPOSIZIONE.
Siano £, ..., E, eventi possibili, n> 1. Allora si ha:

a) se sono logicamente indipendenti, ciascuno di essi é logicamente indipen-
dente dagli altri,

b) se non sono logicamente indipendenti, almeno uno di essi é logicamente
dipendente o semidipendente dagli altri.

Pertanto, E,, ... E, sono logicamente indipendenti se e solo se ciascuno di
essi € logicamente indipendente dagli altri.

D1mMoOSTRAZIONE.

Prova della a).

In virta dell'ipotesi i costituenti della partizione P,({E,, ... ,E,}) sono tutti
possibili (Definizione 6.4.2). Sono allora possibili anche i costituenti della
partizione generata da n-1 di essi, sono tutti di tipo 3 per I'evento restante che
¢ percio per definizione logicamente indipendente dagli altri.

Prova della b).
Per ipotesi esiste qualche costituente di B,({E,, ... ,E,}) impossibile. Siano
allora E;A ... AE,;=¢ e s il numero massimo di componenti E;, ... , E, che

danno luogo a un prodotto logico non impossibile, 1 <s<n. Ordinando
convenientemente gli indici possiamo sempre supporre che riesca EjA ... AE# ¢
eE/A AENE[=¢, s<h<n Allorariesce EjA...AE;= —Ej per h>s
(3.3.2f), quindi EjA.. . AE{=~E A...A-E,_; (3.3.2]), ovvero W=E|A...A
EnnE N ATEy j=En AE;# ¢ (3.3.2f) e wAE,) =¢. Si ha percid
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che w ¢ un evento elementare di P;({E,, ... E,_,}) ditipo 1 o0 2 per E,, che
risulta pertanto logicamente dipendente o semidipendente da E, , ..., E, _,.
La dimostrazione € cosi completa. |

Cio visto, tolti I'evento certo e impossibile, che sono ininfluenti ai fini della
nozione di indipendenza stocastica di n eventi (15.3.1 Complemento), abbiamo
dunque che se gli eventi possibili £, ..., E, non sono logicamente indipendenti,
uno di essi almeno non é logicamente indipendente dagli altri e cid allora o
impedisce di considerare gli eventi stocasticamente indipendenti (15.2.45) o
obbliga a valutare di probabilita estrema gli eventi logicamente semidipendenti
unilateralmente dai rimanenti (15.2.4¢), rendendo cosi marginale l'interesse
per lo studio dell'indipendenza stocastica in condizioni di dipendenza logica.
L'argomento ¢ tuttavia approfondito nel prossimo n° 15.3.6, anche se non &
essenziale per gli sviluppi futuri e pud essere percid trascurato. E utile pero
conoscere il suo contenuto che riassumiamo qui di seguito. In esso si prova
anzitutto che non esistono probabilita compatibili con l'indipendenza stocastica
di n eventi possibili se la cardinalita della loro partizione generata non supera
n e che se n eventi non sono logicamente indipendenti, affinché possano
essere stocasticamente indipendenti almeno due di essi devono essere di
probabilita estrema (facendo cosi in modo che almeno parte delle probabilita
su{k,,....E,} siano incompatibili con l'ipotesi di indipendenza stocastica). Si
portano poi tre esempi che hanno lo scopo di far vedere che esistono probabilita
compatibili con l'ipotesi di indipendenza stocastica anche in presenza di legami
di dipendenza logica. I primi due considerano due casi in cui esiste una sola
probabilita compatibile con l'indipendenza stocastica di E,, ... ,E,,n>1,
rispettivamente in condizioni di dipendenza logica massima (solo n+ 1
costituenti possibili) e minima (un solo costituente impossibile). In entrambi i
casi, per giunta, tutti gli eventi hanno probabilita estrema. 11 terzo esempio
riguarda invece un caso in cui sono numerosi i costituenti impossibili della
partizione generata da n eventi possibili — anche se meno di quelli del primo
esempio — ed esistono tuttavia infinite probabilita compatibili con la loro
indipendenza stocastica: a parte due eventi che devono essere di probabilita
estrema (il minimo possibile per quanto detto sopra), la probabilita degli altri
puo essere scelta in modo arbitrario.

L'esistenza di probabilitd compatibili con I'ipotesi di indipendenza stocastica
non giustifica naturalmente una loro scelta come valutazione, perché cio
equivale a giudicare gli eventi stocasticamente indipendenti (n° 15.2.5). Il che
ha senso fare, nelle situazioni concrete, solo se le probabilita estreme imposte
dai legami logici possono essere giudicate valutazioni ragionevoli. Situazioni
che non possono essere percio prive di aspetti artificiosi, come quelli dei due
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esempi finali che illustrano il secondo e terzo esempio in casi concreti.

Per contro, se gli eventi E,, ... ,E, sono logicamente indipendenti, quelli
possibili sono logicamente indipendenti dagli altri e, presi singolarmente,
possono essere allora considerati stocasticamente indipendenti dai medesimi
comungque s1 valuti le loro probabilita (15.2.44). In detta ipotesi il risultato vale
anche congiuntamente. Sussiste infatti il seguente teorema, fondamentale
perché da consistenza in ipotesi di indipendenza logica al giudizio di
indipendenza stocastica di n eventi (n° 15.2.5).

TEOREMA.
Siano E,, ... E, eventi logicamente indipendenti. Allora, le probabilita su
{E,,...,E,} si ottengono tutte scegliendo a piacere una probabilita coerente

per ciascun evento (in [0, 1] per quelli possibili) e sono tutte compatibili con
l'indipendenza stocastica di E,, ... ,E,,.

DIMOSTRAZIONE.

Possiamo limitare la prova del teorema al caso in cui n &€ maggiore di 1 e gli
eventi £, ..., E, sono tutti possibili (un evento € stocasticamente indipendente
qualunque sia la sua probabilita per definizione e £2 e ¢ non influiscono sulla
nozione di indipendenza stocastica di n eventi).

Siano dunque E,, ..., E,, possibili. Poiché sono anche logicamente indipendenti,
si ha intanto che le probabilita coerenti su {E,, ..., E,} si ottengono come detto
nell'enunciato (15.3.4()). Sia P una di esse, 2 l'insieme di eventi condizionati
Ey| @ definito nella (58) e P(-|-) l'applicazione di £ in [0, 1] che si ottiene
ponendo P(Ey, ] w) = P(E},) per ogni suo evento. Si tratta di provare che P(- [ )e
coerente (15.3.1 Proposizione) 0 equivalentemente — come faremo nel primo
passo — che & coerente (P, P', P(- [ )), essendo P’ il prolungamento per fatto-
rizzazione di P su B,({E,, ..., E,}) (15.3.3 Nota). Si ha intanto che & coerente
(P,P)(15.3.4()).

Mostriamo che P(- |-) ¢ un prolungamento coerente di (P, P’) (I'unico) se le
probabilita degli eventi E,, ..., E,, sono tutte strettamente comprese traO e 1. In
questo caso infatti, per ogni {E;,, ..., E; .} C{E,, ..., E,} le probabilita di tutti i
prodotti £\ A ... AE;], sono determinate (prolungamenti per fattorizzazione) e
positive (15.3.4, formula (61)). Pertanto si ha

P(E|ANih ED = PERLAN GG EDJPINSE E)) =
PE)TLLY PEDTL, P(E)) = PU(Ep),

cioé l'asserto.
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Supponiamo ora che esistano eventi Ej, di probabilita estrema, ovvero che
esistano indici & per cui P(E}) =0 (P(Ep)=0 o P(E,)=1). In questo caso gli
eventi elementari di [P,({E,, ..., E,}) che implicano E}, sono di probabilita nulla
e non ¢ percid possibile argomentare come nel caso appena concluso.
Modifichiamo allora la probabilitdh P su {E,,... ,E,} scegliendo un &
strettamente compreso tra 0 e 1, ponendo P(Ey)=¢€se P(Ep)=0, P(E,)=1-¢€se
P(Ey)=1 e P(E,)=P(E}) altrimenti. La probabilita P, soddisfa la condizione
del caso precedente (¢ strettamente compresa tra O e 1) e percio Py(- ] ) tale che
PAER N ,L"/i E )= P(E}) & un suo prolungamento coerente su 2. Al variare di
¢ nei limiti indicati abbiamo allora una famiglia di probabilita (P,, P.( J -)) di
comune dominio {E,, ..., E, }\ U per le quali si ha lim ,_,, Pg(Eh|/\i1;;h E}) =
lim . PAEy) = P(Ep). Esiste allora l'applicazione limite della famiglia — al
tendere di € a 0 —, € una probabilita coerente (Teorema13.3.2), coincide per
quanto appena visto con la nostra estensione congiunta (P, P(-|-)) e P(:|-) &
percid un prolungamento coerente di P come volevasi. Il teorema & cosi

compiutamente provato. |
CoroLLARIO.
Siano E, , ..., E, eventi logicamente indipendenti di probabilita strettamente

comprese traQ e 1 (percio possibili). Essi sono allora stocasticamente indipen-
denti se e solo se la loro probabilita congiunta si fattorizza su B,({E,, ... E,}).

DmvosTRAZIONE.

La fattorizzazione della probabilitasu P,({E,, ..., E,}) & necessaria per I'indipen-
denza stocastica di E,, ... ,E, (Teorema 15.3.3). La prova che nelle ipotesi
attuali € anche sufficiente ¢ il primo passo della dimostrazione precedente. m

COMPLEMENTO.

Il precedente teorema assicura che se gli eventi E,, ..., E,, sono logicamente
indipendenti € coerente giudicarli stocasticamente indipendenti. Ricordiamo
che questo significa che € coerente assegnare la probabilitd P su {E,, ... ,E, }
scegliendo una probabilita arbitraria per ciascun evento e prolungarla su 2
definito nella (58) ponendo per ogni suo evento P(Ehla)) =P(E}) (n° 15.2.5).
In virta del Teorema 15.3.3, la probabilita (P, P(-|-)) che cosi si ottiene si
prolunga in modo unico su [P,({E,, ... . E,}), ove si fattorizza. Indicato con P’
questo prolungamento (come in precedenza), si ha dunque che se gli eventi
E;, ..., E, sono logicamente indipendenti (P, P', P(:|-)) & una probabilita su
(. ENOBUE, ... E)VD elasuarestrizione (P,P(-|-)) determina P,
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Il Corollario precedente aggiunge che se gli eventi E,, ..., E, sono possibili e
0<P<I, allora la restrizione (P, P') determina P(-|-) - P(-|") & cio& l'unico
prolungamento coerente di (P, P') —.

Questa seconda implicazione non sussiste se almeno un evento ha probabilita
estrema. In tal caso infatti P(- | ) non ¢ il solo prolungamento coerente di (P, P")
come andiamo a dimostrare

Siano dunque E,, ..., E, possibili e logicamente indipendenti e sia data una
probabilita P su {E1 ,...,E,} —e quindi anche su {EI,.. E,} -, estrema
su almeno un evento. Senza perdere di generalita sia P(E;)=0 — se P(E D=1
basta sostituire nel seguito E; con E,; —. Riesce allora P(E;AE}A ... AE ) =
P(E)P(E;) ... P(E,)=0 per ogni scelta degli apici e, poiché P'& una probabilita
su P,({E,.....E,}), P (E AESA .. AE,) >0 per almeno una scelta degli stessi.

Assegnando convementemente] nomi degli eventi — sostituendo E; con E se
P(E;) =0 per gli i>1 - possiamo sempre suppoma che sia P(E AE IA LA E n) =
p>0e P(E;AE N ... AE)=P(E,A.. . AE,) = <l (perchep+p0 1). Cid
premesso, sia P, la probabilita su :S&L( ..., E,}) che si ottiene ponendo
PAE,NE;n ... AE) =€ PE,ANE,A ... A E,)=p-¢€eP=P sugli altri
costituenti, 0 <e<min(p,1-py). In particolare allora PAE;A...AE,_,AE,)=0¢
quindi PAE;AE A AE,_)=€.Segue PAE,|E;A... AE,_)=€|e=1elo stesso
si trova (con calcolo analogo) per la probabilita dell'evento E; condizionato
al prodotto degli altri per i > I, mentre P(E;|E;n ... AE,) = €/(p,+€). La
probabilita F, determina cio€ su

={E||Eyn .. . AEy By | EyAESA . AEy .. Ep| EjA .. AE,;),

la probabilita condizionata P(- [-) che associa 1 a tutti gli eventi meno che a
Ej|Eyn... AE,, acui associa €/(p,+€). L'estensione congiunta (B, , P(+|-)) &
percid coerente su [P,({E,, ..., E,}) U D' Facendo tendere £ a 0 si trova allora
che & coerente sul medesimo insieme (P, P'(+|-)), con P'(-|-) identicamente 1
suf'se p,=0o0nullasuE|E,A...AE, e 1 altrove se p,>0 (Teorema 13.3.2).
In entrambi i casi la restrizione di P(-|-) su @'c @ ¢ diversa da P'(- |-). Nel
primo caso perché P(E;[E;A ... AEy) = P(E]) =0<P'E;|E;n...AE,)=1. Nel
secondo perché da P(E,A...AE,) =P(E,) ... P(E,) = p,<1(15.3.4, formula (61))
segue P(Eh)<l peralmenoun By, h=2,...,n, e quindi P(Ey, | Nigh E)=P(Ep) <
I1=P (Ehl/\z;th E;). Ogni prolungamento coerente di P'(- l ) su @ & allora un
prolungamento coerente di P diverso da P(: [ ), come volevasi. ]

Abbiamo dunque che se E,, ... , E, sono logicamente indipendenti, ogni
probabilita P su {E,,... ,E,} &€ compatibile con la loro indipendenza stocastica.
Glieventi E;, ..., E, sono (diventano) stocasticamente indipendenti secondo 1a
probabilita P se si sceglie il suo prolungamento P(: l-) come probabilita su D .
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Dal punto di vista operativo € importante avere presente che in tal caso la
probabilita si fattorizza su P,({E,, ... ,E,}) e che questa condizione &
sufficiente per realizzare 1'indipendenza stocastica se (e solo se, per quanto
appena dimostrato) P ¢ strettamente compresa traQ e 1.1l caso piu significativo
quando si opera in ambiente finito.

15.3.6 Indipendenza stocastica e dipendenza logica di n eventi.

E il complemento preannunziato nel numero precedente che approfondisce
I'argomento sull'indipendenza stocastica in condizioni di dipendenza logica
(non indispensabile per gli studi successivi). Sappiamo che se gli eventi
possibili £/, ..., E, non sono logicamente indipendenti, allora qualcuno di essi
non ¢ logicamente indipendente dai rimanenti (15.3.556). In questo caso o non ¢
possibile considerare £, ..., E,, stocasticamente indipendenti (15.2.45) o,
quando possibile, bisogna valutare qualche E; (tutti quelli che sono logicamente
semidipendenti unilateralmente dagli altri) di probabilita estrema (15.2.4¢). La
prossima proposizione dice che ci0 deve essere fatto per almeno due degli
eventi (affermazione b)). I tre esempi che la seguono mostrano che puo
bastare farlo per esattamente due (il terzo), ma che puo capitare che si debba
Jarlo anche per tutti (i primi due) e in condizioni di dipendenza logica sia
massima (2" (n+1) costituenti di P,({E,,...,E,}) impossibili, il massimo per la
a) della prossima proposizione) sia minima (un solo costituente impossibile).

Prorosizione.

Siano E, , ..., E, eventi possibili. Allora si ha:

a) se nessuno di essi é logicamente semidipendente bilateralmente (in parti-
colare dipendente) dagli altri, la loro partizione generata deve avere pin
di n eventi elementari;

b) se sono logicamente indipendenti a s-1 a s-1, manon anonasas
(n2s>1), essi possono essere stocasticamente indipendenti solo se
almeno s sono di probabilita estrema.

DmMOSTRAZIONE.

Prova della a) (per induzione).

Sia n=2 (base). Dati due eventi E,;, E,, in generale si ha: (1) Se nessun
costituente di [P,({E, , E,}) & impossibile, ciascuno dei due eventi & logicamente
indipendente dall'altro (15.3.5a). (2) Se & impossibile un solo costituente,
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ciascuno det due eventi ¢ logicamente semidipendente (unilateralmente per
forza) dall'altro (dalla partizione da esso generata): ad esempio, se E; AL, = ¢,
allora E,; = E, (E, di tipo 2 perE,), E,AE, e E, A E, possibili (E, di tipo 3
per E) e quindi E, ¢ semidipendente da E; ; per simmetria E; ¢ semidipendente
da E,. (3) Se sono impossibili due costituenti, cid pud accadere in 6 modi, di
cui 4 prevedono che uno dei due eventi sia certo o impossibile, come subito si
verifica; per gli altri due si ha E\AE,=E;AE,=¢ 0 E,ANE,=E AE,=¢ ¢
quindi 1n entrambi i casi ciascun evento € logicamente dipendente dall'altro (uno
¢ negazione dell'altro nel primo caso, i due eventi sonougualinelsecondo). (4) Se
sonotreicostituentiimpossibili, ilquarto ¢ certo e ciascuno dei due eventi &
allora certo o impossibile.

Rientrano nelle nostre ipotesi solo i casi (1) e (2), nei quali gli eventi elementari
della partizione [P,({E, , E,}) sono pill di 2 e sussiste percio la a) per n=2.

Siaoran>2, c¢,_;>n-1 la cardinalita di IPg({E],... E,_,}) (ipotesi induttiva).
Riesce P,({E,.....E,)=F,({E,,....E, ,DA{E,,E,} (6.2.3f) e percid:

P2(E,...E) CPUE,,....E, )ALE, E,} =
{eAE,,enE, : e PX{E,.....E,_ D}
Come mostra l'ultimo insieme, ogni evento elementare di IP‘D( o E, D)
genera almeno un evento elementare di IP ({E,,...,E,}): due se & d_1 tipo 3 per

L, e uno (se stesso) altrimenti (riesce eAE, =e se ditipo 1, eA E, = ¢ se di
tipo 2). Poiché E, ¢ logicamente indipendente o semidipendente unilateral-
mente da £, , ..., E,_;, esistono eventi elementari di [PY({E vy }) di tipo 3:
tutti nel primo caso, almeno uno nel secondo. Pertanto si ha ¢,,>c¢,_,+1>
(n-1)+1=n come volevasi.

Prova della b).

L'ipotesi afferma che esiste almeno una s-pla di eventi E; , .. ., Ej, che non sono
loomamente indipendenti, ma lo sono a s - las-1, s>2 E31ste pertanto un
Ein.. . AE; =¢tale che E; ]/\ hir E;, ha senso ed € impossibile per ogni
r=1,....s. Sappiamo mnoltre che se E;,...,E, sono stocasticamente indipendenti,
sono allora tali anche E,] s B (15, 3 2d) Ci0 puo accadere in questo caso
solose P(E} )= P(E,rl/\;1¢r E; ) 0,r=1,...,s. Segue l'asserto. ]

ih

Esemrio 1.

Siano E;, ... E, a due a due incompatibili e non esaustivi,n> 1. Allora é
coerente supporre £, ..., E, stocasticamente indipendenti, ma solo ponendo
P(E))=...=P(E,)=0 (equivalentemente P(E n...ANE)=1).



544 Indipendenza stocastica

Osserviamo preliminarmente che riesce BY(E,,....E, } ~{E,}) = {E,, ..., E}_,,
Eperr s Ey s A3 EjY, h=1, ..., n. Si devono allora considerare gli eventi
impossibili EhlEi (i#h), per i quali riesce P(EhlEi) =0. Pertanto, £,,... ,E,
possono essere stocasticamente indipendenti solo se si pone P(E,)=... =
P(E,)=0¢ conseguentemente P(]::I/\ AEn) 1- perché IP(?({EI e E D=
{E),....E,,E,A... AE,} —, da cui segue P(/\l,&h E;)=1 per ogni h. Con la
valutazione identlcamente nullasu {E,, ..., E,} allora si trova P(E), ]E )=0=
P(Ep) e P(Ey| A2 E;)=P(E;) =0 per ogni h e ogni i#h. Con tale valutazione
(e solo con essa) gli eventi E,, ..., E, sono stocasticamente indipendenti come

volevasi. N
Esemrio 2.

Sia E} A ... A E} l'unico costituente impossibile di B;({E,, ... ,E,}), n>1.
Allora é coerente supporre E; , ... , E, stocasticamente indipendenti, ma solo
ponendo P(E))= ... = P(E;)=0 (equivalentemente P(-E/A...AE;)=1).
Cominciamo allora con 'osservare che gli eventi E,, ..., E,, sono logicamente

indipendenti a n-1 a n-1. Per assurdo infatti, se E;A ... A E,;; = ¢ — per
simmetria basta ragionare su uno dei prodotti logici di n-1 componenti —,
allorariesce E,AE3A ... AE = E,AE)JA ... A E, = ¢ contro l'ipotesi che sia
impossibile uno solo del costituenti di IPG({ .. E )

Ci0 visto, hanno senso e sono impossibili gh eventi Ej [ VAN ,#, E7. Si trova
allora che affinché E, , ..., E, siano stocasticamente indipendenti a’eve essere
PE)=...=P(E;)=0. Segue P(EIA...AE;)=0se E/=FE per almeno un
indice ¢ (perché in tal caso E; A ... A E implica E'}) e conseguentemente
P(=E]A...nmE})=1. A questo punto resta allora da provare che concentrando
la probabilita sull'evento elementare =E /A ... A= E [ & coerente prolungare la
valutazione su

= {Ep| Nigh Ej: Aigh E1€ B(E,,.. By By o Eg)), h=1,... 0}

ponendo P(Ey| Ajzh EN=1se Ey==E} e P(Ey| Ajh E=0se E,=Ej.
Per semplicita di scrittura supponiamo per il seguito che sia Ef A ... A E, =
E;A...AE, I'unico costituente impossibile. Affinché E, , ..., E,, siano stocasti-
camente indipendenti deve allora essere P(E)=... = P(E,))=0 e si deve percio
provare che in questa ipotesi € coerente porre P(Eh|/\z¢ RhE[)=0 per ogni h
¢ ogni scelta degli apici. Osserviamo intanto per questo che E;A ... AE, =
Epn /\,¢,, E; = ¢ impone che sia P(Ehl/\,#, E;)=0=P(E}) per ogni h, mentre
P(E,A...AE,)=11implica P(A;}, E)=1, quindi P(E,| Az} E)=1 e percid
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P(E,| Aizh E) =0 ancora per ogni h.

Ci0 premesso, se n=_2 non ci sono altri eventi condizionati da considerare ¢ si
ha allora che se E;AE, ¢ I'unico costituente impossibile di P,({E,,E,}) e
si concentra la probabilita su E,; A E -, questa si prolunga in modo unico su
{E||E,,E||E, ,E,|E, , E,| E,} realizzando cosi le condizioni di indipendenza
stocastica per E;, E,. Posto P(E, A E,)=1, si ha ciog:

P(E;|E))=P(E,| E;)=P(E))=0, P(E,|E,)=P(E,|E)=P(E;)=0.

Se n>2, in vista di provare che & coerente porre P(E}, | /\,-I;;Z E/)=0 per ogni h
e ogni costituente di P,({E,,...,E;,_;.Ep,,, ..., E,}), consideriamo la valutazione
che si ottiene assegnando € positivo e minore di 1 a ogni E}, e prolungando
I'assegnazione per fattorizzazione su [P,({E,,...,E,}). L'applicazione che cosi si
ottiene & definita sui costituenti di B,({E,,...,E,}). Eivinon negativa di somma 1,
ma non € una probabilitd perché associa valore positivo €” al costituente
impossibile (unico) E;A ... AE, . Lo diventa per0 se si attribuisce £” a altri costi-
tuenti, in particolare a £, A... A E,,. Si ottiene in tal caso la probabilita P, positiva

su tutti gli eventi elementari, che si fattorizza sui costituenti [E} A ... A E ],
con s eventi affermati, 1 <s<n (riesce P([E; A ... A E ) = & (1 - g)n-5),
associa 0 all'evento impossibile E; A ... AE, e (1 r+enaE A NE,.

Allora per ogni h si trova:
F(Ep) = e-¢n,
PAER|ASHE) =0,
PAEL|INGRE!, = 1 (1-e)m=5-i[e5+1 (1 - g)=s-1 4 &5 (1 - e)n-5] =
= et (l-gs-f[gs(l-gnsl=¢ s=1,...,n-2,
PAE|NEE) = e(1-er-1[(1- gy +en].

Facendo tendere € a 0 si ottiene una probabilita limite coerente (Teorema13.3.2)
che coincide con la P su [P ({E,,.. ,E,}), concentrata su El/\ CA E e
che soddisfa le condizioni P(Ehl/\,#;Z E ;)=0perogni h=1,...,ne ogni
costituente di P;({E,,....E;_,,Epy)s - E }) Con questa Valutazmne gli eventi
E,, ..., E, sono allora stocasticamente indipendenti. ]

Contrariamente al caso n=2, se n>2 la probabilitd su @ che realizza le condi-
zioni di indipendenza stocastica per E,,...,E, non & 'unico prolungamento
della probabilita che concentra 1 su E IA...AE ~€BUE,,....E,}). Ad esempio,
la probabilita P, che assegna € (O0<e<1)aE,AE,AE;A ... A E,, 1-¢€a
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E,A...AE,e0atutti gli altri costituenti, attribuisce probabilith £a E, e E,,
mentre si ha

PAE,|E,nEsn.. .AE,)=€le=1# P(E))=¢,
PAE,)|E,NE3n.. .AE)=€le=1#P(E,) =¢.

Passando al limite si trova che & coerente porre P(E;A...AE,) =1¢e
P(E||E;AEsn. . .AE) = P(E)|E;AEsn .. .AE,) = 1% P(E;) = P(E,) = 0.

Esistono allora prolungamenti di questa valutazione su £ che non realizzano le
condizioni di indipendenza stocastica per gli eventi £, ... , E,,. ]

Esemrio 3.

Siano Ey, ..., E, eventi possibili, E, e E, incompatibili, E; E;, ... \E, e E, E;, ... ,E,
logicamente indipendenti. Allora é coerente supporre E,, ... E, stocasticamente
indipendenti ponendo P(E;)=P(E,)=0 (condizione necessaria) e scegliendo a
piacere le probabilita di E;, ...  E,,.

Riesce come nel caso dell'esempio precedente E; A ... A E, = ¢ (nella notazione
convenuta per la sua dimostrazione). Diversamente da allora, pero, ora i prodotti
/\il;;'}’t E; non sono tutti possibili. Sono anzi possibili solo E;AE;A...AE, €
Ey;AnE n ... AE, e al posto delle n condizioni EhIAil,L';, E=¢h=1,..,n),
ne restano qui solo due: E;|E,AE;A ... AE,=E)|E;AE;A ... AE, = ¢. Affinché
E,, ..., E, siano stocasticamente indipendenti deve percio essere P(E;)=P(E,)=0
come asserito.

Resta da provare che, rispettate queste due condizioni, si possono scegliere le
probabilita degli altri n-2 eventi in modo arbitrario e richiedere che £, , ... | E,
siano stocasticamente indipendenti. Sia allora P(E;) = P(E,)=0e 0<P(Ep) <1,
h=3, ..., n. Fissato un € strettamente compreso tra 0 e 1, poniamo p(E)) =
PE)=¢ jo(Eh) =¢gse P(Ey)=0, ;9(Eh) =1l-ese P(Ep)=1, jo(Eh) =P(E}) se
O<P(Ep)<lep(E)=1-P(Ep) perogni h=1,...,n, e prolunghiamo poi
I'assegnazione per fattorizzazione su P,({E,,...,E,}). L'applicazione che cosi si
ottiene non € una probabilita perché & positiva anche sui costituenti impossibili
— tutti e soli i 2" costituenti del tipo E I AESAESA ... AE, — al quali vengono
assegnati i valori &’ IT"_, P (E ). Associando a questi costituenti 0 e
aggiungendo i valori assegnati a loro dalla g nell'ordine ai costituenti che da
essi si ottengono rimpiazzando E, e E, con le rispettive negazioni, si ottiene
una probabilitd P, di dominio B,({E,,....E,})U{E,, ..., E,}, positiva sugli
eventi elementari di P,({E,,...,E,}), definita come segue:

P(E,AE,NEjA ... ANE])=0
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PAE,NE;AEGn . AEp)=e(1-e)IT]_; p(E)),
PAE,NE;AEA . AEp)=(1-8) el ; p(E),
PAEAE,NEjA . AEp) =[(1-8)+E1TT_; p(E])
P(E)=P(E)=¢-¢,

PAER) =p(Ep), h=1,...,n

Essa si prolunga in modo unico (percio coerente) sugli eventi E;, condizionati
agli eventi elementari della partizione generata dai rimanenti, per i quali
si trova:

PAE||E;AEGA.. . AE,) = PAE,)|E;AEZA...AE,) =0,
PAE|| E;AEJA ... NE}) = PAE| E AE}A ... AEy) = e(1-9)[[1-g(1-#)],
PAE E;NE;A NG E) = PAER | EyAE AN ED =
PAEL| E,AE;A NS ED = pHEp), h=3,....n.

Facendo tendere € a O si ottiene una probabilita limite coerente (Teorema
13.3.2) che coincide con la P su {E,, ... ,E,} e che soddisfa le condizioni
PE, | /\;9;';, E;)=P(E) perogni h=1, ... ,ne ogni evento elementare di
RUE,.....E) ;. Epyys ... E,}). Con questa valutazione gli eventi E,, ... , E,
sono allora stocasticamente indipendenti.

Esemrio 4.

L'urna A contiene n-1 palline bianche e n rosse, l'urna B n palline rosse. Si
esegua una sequenza di n estrazioni di una pallina per volta senza rimessa e
a caso con la seguente modalita: ogni estrazione viene effettuata dall'urna A
con probabilita 0 o dall'urna B con probabilita 1 (ad esempio estraendo
dall'urna A se un numero naturale scelto a caso é primo (10.5.2 Esempio),
dall'urna B altrimenti). Posto Ey, = "l'h-esima pallina estratta é bianca", gli
eventi £, ... E,, sono stocasticamente indipendenti.

La situazione dal punto di vista logico ¢ uguale a quella dell'Esempio 2. Gli
eventi £, , ..., E, non sono cio¢ logicamente indipendenti e E;A... AE,, ¢ 'unico
costituente impossibile della loro partizione generata. Le n palline estratte
possono infatti essere tutte rosse o al pit n-1 bianche. Hanno senso pertanto
tutt gli eventi condizionati Eh[/\il;;';l E| (per ogni h e ogni scelta degli apici).
In vista di calcolare le loro probabilita e quelle degli eventi Ej,, poniamo
Ay (Bp)=l'estrazione h-esima viene effettuata dall'urna A (B), h=1,...,n. Si ha:

P(E,) = P(Ay) P(E), ]Ah) + P(By) P(L), lBh) =0xP(E}, IAh) +1x0=0,
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P(ER|Nizh E)) = P(A| Nidh EDPER|Apa N ED +
P(By|Nigh EDPER|ByaNgh E)) =
P(Ap) P(E|Apa Nk E}) +P(BR) P(E|Bya A, E) =
OxP(Ep|ApaNizh ED+1x0=0 = P(Ep).

Glieventi £, ..., E, sono percio stocasticamente indipendenti come asserito. m

Esemrio 5.

L'urna A contiene una pallina bianca e due rosse, l'urna B due palline rosse. Si
esegua una sequenza di n estrazioni di una pallina per volta a caso, le prime
n-2 con rimessa dall'urna A, le ultime due senza rimessa dall'urna A con
probabilita 0 o dall'wurna B con probabilita 1. Posto Ej, = "l'h-esima pallina

estratta e bianca”, gli eventi E, , ..., E, sono stocasticamente indipendenti.
A parte I'assegnazione degli indici, le condizioni logiche di E,, ..., E, sono
quelle dell'Esempio 3. Qui sono logicamente indipendenti £, , ... ,E, _,,E,_,,

E,...,E,_, E,eE, ,~E, ¢l'unico costituente impossibile di [P.({E,_,.E,}).
Per quel che riguarda la probabilita, in conseguenza della modalita d'estrazione
si ha intanto A} Ef# ¢, P(ER| AL ED=PE)=1/3eh=1,...,n-2,
perché nelle prime n -2 estrazioni la composizione dell'urna € sempre la stessa
(una pallina bianca e due rosse) indipendentemente dall'esito delle altre estra-
zioni. Con calcoli analoghi a quelli dell'esempio precedente si trova poi P(E,,_;) =
P(E,)=0.Segue P(E[A...AE) s E, (NE)=PEIA..AE, y,AE, (AE)=0
e quindi P(E,HIE]’/\ AE SAE)=0=P(E,_)), P(E,,]EJ'/\ AE SAE, )=
0=P(E,) (usando 1l teorema delle probabilitd composte in termini di rapporto).
Inoltre, P(E,_;|E/A...AE,; ,AE)=0=P(E,_)) e P(E, |EJA...AE,_AE, )=
0=P(E,), questa volta perché gli eventi E,,_;|Ejn...AE, yAE, e E |Ejn... A
naAE,_; sono impossibili (non si pud argomentare come prima perché ora
le ipotesi sono di probabilita nulla). Gli eventi E,,... ,E,, sono percio
stocasticamente indipendenti come asserito. ]

15.4 Nozione classica di indipendenza stocastica

Nell'impostazione classica ¢ usuale introdurre il problema dell'indi-
pendenza stocastica definendo un evento E, stocasticamente indipendente da
un evento £, se P(E1|E2) = P(E;), ovvero — nella nostra terminologia —
se E, non é correlato con E, —. Si osserva poi che per il teorema della
probabilita composte questa condizione implica la fattorizzazione della
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probabilita su E;AE, e che se i due eventi sono di probabilita positiva
questa implica a sua volta — essendo simmetrica — che ciascuno dei due sia
stocasticamente indipendente dall'altro (in senso classico). Si definiscono
allora a questo punto gli eventi E, e E, stocasticamente indipendenti se e solo
se P(E;AE,)=P(E;)P(E,) e ci0 equivale a richiedere che la probabilita si
fattorizzi su [P,({E,, E,}), perché sussiste la seguente proposizione.

15.4.1 Proposizione.

Se P ¢ una probabilita definita sulla partizione generata da due eventi e si fatto-
rizza su uno dei suoi costituenti, allora essa si fattorizza anche sugli altri tre.

DIMOSTRAZIONE.

Indicati gli eventi con E;, E,, supponiamo intanto che P si fattorizzi su E; AE,.
Allora st ha:

P(E, A E,)=P(E))-P(E,AE,)= P(E;)-P(E,) P(E,) = P(E,) P(E,).

Si ottiene poi P(E, AE,) = P(E,) P(E,) ¢ P(E,A E,) = P(E ) P(E,) sviluppando
il calcolo precedente una prima volta scambiando di ruolo E, e E,, una seconda
sostituendo E, con E, e usando la P(E AE)=P(E 1) P(E,) appena stabilita.

Supposto poi in generale che sia P(E; A E }) = P(E ;) P(E}), basta ripetere la
dimostrazione precedente sostituendo E; con Ej e E, con E;. |

Nell'impostazione classica la fattorizzazione della probabilita sta alla
base della nozione di indipendenza stocastica anche nel caso di n eventi
E,,...,E,. Essi vengono infatti definiti stocasticamente indipendenti
richiedendo che la probabilita si fattorizzi su E; A ... A E, e che gli eventi
di ogni loro sottoinsieme non vuoto siano stocasticamente indipendenti (defini-
zione per induzione). Per n=2 ritroviamo che E, e E, sono stocasticamente
indipendenti se € solo se la probabilita si fattorizza su E,AE, e su E,, E, (gli
eventi, singolarmente presi, sono stocasticamente indipendenti per definizione).
Per n=3 troviamo che E;, E,, E; sono stocasticamente indipendenti se e solo
se la probabilita si fattorizza su E,AE AE;, E AE,, E,AE;, E;AE ;e suEy, E,,
E;. In generale si da la seguente definizione.

15.4.2 Definizione. Nozione classica di indipendenza stocastica di n eventi.

Glieventi £, , ... , E, sono stocasticamente indipendenti se e solo se per ogni
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I<i;<...<ig<n, 1 <s<n, riesce:
P(Ej, ~ ... NEj) = P(E}) ... P(Ej) (62)

CoOMMENTO.

Come vedremo, questa definizione € equivalente alla condizione di fattorizza-
zione della probabilita su IP,({E,,...,E,}) (prossima Proposizione 15.4.3). 1l
suo significato intuitivo emerge allora a posteriori usando questa equivalenza
per calcolare le probabilita degli eventl condizionati del tipo Ehl/\ i=h Ei,
ma solo nei casi in cui le ipotesi /\z;th E [ hanno probabilita positiva. Clo
accade sempre se E,, ... E, sono loglcamente indipendenti e di probabilita
non estrema e in tal caso le condizioni (62) — come la fattorizzazione su
P{E,.....E,}) (15.3.5Corollario) — sono equivalenti alla Definizione 15.3.1.
Nessuna deduztone € invece possibile per tali probabilita condizionate se le
ipotesi A/}, E{ hanno probabilita nulla. Cid rende il concetto classico
di md1penclenza stocastica di significato piu esteso di quello introdotto
con la Definizione 15.3.1, perché una condizione per noi solo necessaria (la
fattorizzazione) ¢ considerata nell'impostazione classica anche sufficiente per
I'indipendenza stocastica. Ma allo stesso tempo, trattando gli eventi di
probabilita estrema alla stregua di quelli di probabilita strettamente compresa
tra O e 1, il concetto medesimo risulta lacunoso e fonte di situazioni paradossali
alla luce dell'usuale significato intuitivo della nozione.
Per quel che riguarda la natura lacunosa del concetto, basta riflettere sul caso di
due eventi. Il discorso sull'influenza della conoscenza del valore logico di uno
sulla probabilita dell'altro si esaurisce — nell'impostazione classica — con l'intro-
duzione del solo concetto di «indipendenza stocastica reciproca» identificandolo
con la fattorizzazione del loro prodotto logico (la nozione di «indipendenza
stocastica di un evento da un altro» ¢ allora ad essa equivalente, cosi come
quella di «irrilevanza»). In questa ipotesi, la reciproca non influenza del
contenuto informativo di un evento sulla probabilita dell'altro € deducibile solo
se gli eventi hanno probabilita strettamente comprese tra 0 e 1 ed & ammessa
(quando non trascurata) se almeno uno degli eventi ¢ di probabilita estrema,
perché allora si vede subito che la probabilita si fattorizza. Ragionando in
termint di coerenza abbiamo visto perd, che se un evento ha probabilita 1 (0)
I'informazione che «esso € vero (falso)» non é influente sulla valutazione della
probabilita degli altri eventi (ci0 accade anche nella teoria classica), mentre
I'informazione che «esso ¢ falso (vero)» pud esserlo (15.1.3 Proprieta b). Da qui
la necessita di considerare — nel confronto tra due eventi — al posto della sola
indipendenza stocastica tre livelli di indipendenza: irrilevanza, indipendenza
stocastica di un evento da un altro, indipendenza stocastica reciproca.
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Circa l'esistenza di situazioni paradossali, gia nel caso di due eventi abbiamo
che se un evento A ¢ di probabilita estrema, riesce P(A A B) = P(A) P(B) per ogni
altro evento B, come subito si verifica. Secondo la Definizione 15.4.2 gli eventi
di probabilita estrema sono dunque stocasticamente indipendenti da ogni altro
evento e quindi anche da se stessi e dalla loro negazione. Laddove non si pud
certo dire che se si apprende che E é vero non cambiano le probabilita sia di E
(di E|E che & certo) sia di EiE |E che & impossibile). Per altre situazioni
paradossali si veda 15.4.4 Esempio 3 al termine di questo paragrafo.

TERMINOLOGIA.

I termini «correlazione», «non correlazione» sono usati anche nella teoria
classica. Nel caso di due eventi essi sono sinonimi di «dipendenza stocastica »
e «indipendenza stocastica », rispettivamente.

15.4.3 Proposizione.

Siano E;, ..., E, eventi, P una probabilita su & (E,,... ,E,). Allora P si
fattorizza su D = {Ei/\-“’\Eis s {Ei,,....Ei ) C {EJ,...,E,I}} ~ SUssistono le
(62) - se e solo se si fattorizza su P,({E,,....E,}).

DIMOSTRAZIONE.

Che la fattorizzazione di P su [P,({E,,...,E,}) implichi quella su @ — implichi
le (62) — ¢ conseguenza immediata della (61) provata nel n° 15.3.4.

La prova del viceversa si consegue per induzione doppia: sul numero degli
eventi e, per un fissato numero n di eventi, su quello delle negazioni presenti
nei costituenti di P;({E,,...,E,}).

Base dell'induzione sul numero degli eventi.
Il risultato sussiste per un evento per definizione (se si preferisce anche per
due eventi (Proposizione 15.4.1)).

Ipotesi induttiva sul numero degli eventi.

Il risultato sussista per n—1 eventi, n>2. Dati cioé n—1 eventi, se P si fattorizza
sui prodotti di s di tali eventi scelti in tutti i modi possibili, s=1,...,n-1,
allora essa si fattorizza anche sulla loro partizione generata.

Cio ammesso, supponiamo ora che P si fattorizzi sull'insieme &, che valgano
cioe le (62). In vista di provare che allora P si fattorizza su P.({E,,....E,}),
osserviamo intanto che in questa ipotesi — valendo cioé le (62) — P si fattorizza



552 Indipendenza stocastica

sui sottoinsiemi di &
‘®h: {Eil/\"‘/\Eis: {EL'I,...,EI'S}C{E],...,Eh_I,EhH,...,En)}, h=1,...,n,

e per l'ipotesi induttiva essa si fattorizza percio sulle partizioni generate dai
sottoinsiemi propri di {E;,...,E, }.

Inoltre — ancora perché valgono le (62) —, P si fattorizza su E; A ... A E,,, unico
costituente di [P,({E,,...,E,}) con 0 negazioni (base dell'induzione sul numero
delle negazioni).

Supponiamo ora che essa si fattorizzi sui costituenti di [P,({E,,... ,E,}) con
0 <5< n negazioni (ipotesi induttiva sul numero delle negazioni) e conside-
riamo un generico costituente E;A ... AE, di P,({E,,... ,E,;}) con s+ 1
negazioni. Se h & tale che £/ = E, (ne esiste almeno uno) si ha

P(Nizh ED = PER AN, ED+P(ERA NS ED,

e la P si fattorizza su /\il;; » E{, in quanto costituente di una partizione generata

da n-1 eventi, e sul prodotto logico E, A A" E! per l'ipotesi induttiva (in
¥ g h izh £iP P
quanto prodotto con s <n negazioni). Pertanto si trova

PEjn.. . AE)=PE,a NG ED =T1LE P(ED - P(EHTTL) P(E) =
(1-PEN L, P(E) = PEDTLL, PE) = P(E)) ... P(E,)

e con cio la tesi. |

15.4.4 Esempi.

I primi due dei tre esempi che seguono fanno riferimento a una terna di eventi
E,, E,, E;. 1l primo mostra che la probabilita si puo fattorizzare sui tre prodotti
di due eventi, ma non su £, AE, AE;. 1l secondo che si puo fattorizzare su due
dei prodotti di due eventi e su E; A E, A E;, ma non sul terzo prodotto di due
eventl. Il terzo esempio riguarda due eventi e mostra che in presenza di eventi
di probabilita estrema l'identificazione dell'indipendenza stocastica con la
fattorizzazione conduce a una situazione paradossale.

Esemrio 1 (S. Bernstein).

Un'urna contiene quattro palline di colore diverso: bianco, rosso, verde,
nero. Con riferimento all'estrazione di una pallina consideriamo gli eventi:

E, = viene estratta pallina bianca o rossa
E, = viene estratta pallina bianca o verde
E; = viene estratta pallina bianca o nera
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In ipotesi di simmetria si ha P(E,;) = P(E,) = P(E;)=1/2. Risulta poi
P(Ey,nE;)=1[4=P(E;)P(E;) per ogni 1 < h <i<3, mentre si ha:

P(E,NE; NEj) =  # P(E)) P(E,) P(E;).

I tre eventi sono stocasticamente indipendenti a due a due, ma non sono
stocasticamente indipendenti. La conclusione vale sia in senso classico sia
secondo la Definizione 15.3.1. Nel primo caso per definizione; nel secondo
perché E,AE; = E; e quindi P(E; |E,AE) =P(E2/\E3|E2/\E3) =1#£P(L)).

Che i tre eventi non possano essere stocasticamente indipendenti in senso
intuitivo (e quindi neanche secondo la Definizione 15.3.1) & del resto evidente
se si osserva che ciascuno di essi ¢ logicamente dipendente dagli altri due
(15.2.4b), in quanto somma dei prodotti degli altri due e delle loro negazioni.
Si tratta quindi di un caso in cui gli eventi sono legati da forti dipendenze
logiche. Puo venire allora il sospetto che sia il vincolo di natura logica a
impedire che la fattorizzazione a due a due non implichi quelladi E,AE,AE; €
che la portata dell'esempio sia perciod limitata. E facile rendersi conto pero che
Ci0 non ¢ vero, perché si perviene alle medesime conclusioni se i tre eventi sono
logicamente indipendenti e si equidistribuisce I'intera probabilita su E; A E, A E,
e sui tre costituenti con una sola affermazione.

Esemrio 2.

Le urne A, B, C contengono palline bianche e rosse, nell'ordine nelle seguenti
composizioni (il primo numero della coppia indica le bianche): (3, 1), (5, 1),
(1,1). Sieseguono due estrazioni con rimessa dall'urna A e si procede poi ad
una terza estrazione in base all'esito delle prime due: si estrae dall'urna A se
esce bianca nella seconda estrazione, dall'urna B se esce bianca nella prima
e rossa nella seconda, dall'urna C altrimenti (se esce rossa in entrambe le
estrazioni).

Posto Ej, = esce bianca al colpo h, h = 1, 2, 3, osserviamo intanto che E, e E,
sono stocasticamente indipendenti perché le prime due estrazioni avvengono
senza rimessa dall'urna A di composizione nota (e nelle consuete ipotesi di
equiprobabilita di estrazione delle palline nell'urna). Riesce percid P(E,) =
P(E;)=3]4, P(E,AEy) = P(E)) P(E,) =9/16 e anche P(E;AE;})=P(E}) P(E}).

Per calcolare le probabilita di E;, E,AE;, E,AE;, E,AE,AE; bisogna tenere
conto che la terza estrazione avviene scegliendo I'urna in modo aleatorio:
I'urna A nell'ipotesi E,, la B nell'ipotesi E,A E, e la C nell'ipotesi E,AE,.
Le tre ipotesi costituiscono una partizione e le loro probabilitd sono note:
3/4,3/16, 1/16, rispettivamente. Inoltre, per la modalita di estrazione riesce
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P(E;|E;AE,) = P(E;| E;AE,) = P(E;|E,) =3/4, la penultima uguaglianza
valendo per la proprieta conglomerativa (Complemento 15.2.2). Cid premesso
si ricava:

9 3 27
o 27 35 37
= 27 33 9

P(E;) = P(E,AE) + P(E,AE,AE) + P(E A E,ANEQ) =

9,35,
16 16 6

AW

L1
16 2 ~
La probabilita si fattorizza dunque su E,AE,AE;, E,AE,, E,AE;, manon su
E,AE;.

Esemrio 3.

Un'urna a forma sferica contiene una pallina bianca e una rossa, la prima di
diametro maggiore della seconda. L'urna é dotata di un oblo di ampiezza
regolabile, che quando si apre consente l'uscita di una sola pallina (si
richiude appena uscita).

Studiare la situazione di incertezza che si configura se si eseguono due
estrazioni con rimessa da quest'urna: la prima con apertura dell'oblo di
diametro maggiore di quello di entrambe le palline; la seconda con la stessa
apertura se la prima pallina estratta é bianca e un numero naturale scelto a caso
e primo, con apertura di diametro intermedio a quello della palline altrimenti.

Supponiamo, com'¢ naturale, che le palline abbiano probabilita nulla di uscire
quando il loro diametro ¢ maggiore di quello dell'apertura, positiva altrimenti.
Poniamo poi E}, = esce pallina bianca al colpo h, h=1, 2. I due eventi sono
logicamente semidipendenti: & impossibile infatti il costituente £ ;AE,esolo
questo. Posto inoltre H = la prima pallina estratta é bianca e un numero naturale
scelto a caso é primo, si ha: 0<P(E)) <1, P(H)=0, P(E,) = P(H)P(EZIH)+
P(H)P(Ele) =0 e quindi anche P(E;AE,)=0. Segue P(E;AE,)=P(E,) P(E;)
e i due eventi sono percio stocasticamente indipendenti secondo la definizione
classica. Non lo sono perd in senso intuitivo, perché E;|E, & certo e il
contenuto informativo di E, ¢ rilevante ai fini della valutazione della probabilita
di £;. Non lo sono neanche nel senso della Definizione 15.3.1, poiché riesce
P(E)|E)=1>P(E)).
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15.5 Nozione generale di indipendenza
stocastica

In vista di trovare suggerimenti per una definizione di
indipendenza stocastica degli eventi di un insieme qualsiasi che tenga
conto delle caratteristiche delle probabilita coerenti, ricordiamo che
esse sono le applicazioni di dominio un insieme di eventi qualsiasi,
che soddisfano le condizioni di coerenza in corrispondenza a tutte
le scommesse su un numero finito di eventi del loro dominio
(9.2.2 Definizione 2). Osserviamo ora che si poteva arrivare alla
stessa nozione operando per gradi: (1) limitare prima la definizione
precedente agli insiemi di eventi finiti e alle scommesse su futti
1 loro eventi; (2) verificare poi che sono coerenti tutte le restri-
zioni di applicazioni coerenti secondo tale definizione (9.2.4 i));
(3) estendere infine la nozione alle applicazioni su insiemi di eventi
arbitrari, definendole probabilita se sono coerenti le loro restrizioni
sui sottoinsiemi finiti (generalizzazione della (2) limitata ai sottoin-
siemi finiti). Osserviamo a questo punto che noi abbiamo dato la
nozione di indipendenza stocastica per un numero finito di eventi
(Definizione 15.3.1) — passo analogo a (1) — e dimostrato che essa
implica indipendenza stocastica per ogni parte di essi (15.3.24)
—passo analogo a (2) —. Viene allora naturale di estendere la nozione
agli insiemi di eventi arbitrari dando la seguente definizione.

15.5.1 Definizione. Eventi stocasticamente indipendenti.

Diremo che gli eventi di un insieme & sono stocasticamente indi-
pendenti se e solo se perogni {E,, ... ,E,}C& glieventi E,, ... E,
sono stocasticamente indipendenti.

Questa definizione ¢ solo una prima generalizzazione della
nozione di indipendenza stocastica. Va bene ad esempio per
studiare una partita a testa e croce nell'ipotesi di indipendenza
stocastica degli eventi esce testa al colpo h, he N. Non basta
invece per studiare una partita a dadi — sequenza di lanci di uno o
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piu dadi, finita o non — se in ogni lancio vengono descritti i punti
realizzati dai dadi (mediante una partizione al posto di un evento).
Occorre per questo introdurre una nozione di indipendenza stoca-
stica di insiemi di insiemi di eventi. Osserviamo per questo che se
ghieventi A;, ..., A, sono stocasticamente indipendenti, sono tali
anche quelli delle n-ple che si ottengono sostituendo parte di essi o
con la loro negazione (15.3.2b) o con £ 0 ¢ (15.3.1 Complemento).
In altr1 termini A4, ... ,A,, sono stocasticamente indipendenti se e
solo se sono tali tutte le n-ple £, ..., E, che si ottengono scegliendo
in tutti i modi possibili E;€ {A;,A,, 9,90} ,...,E, € {A,,A,,, ¢, Q}.
Tenuto inoltre conto che se n eventi sono stocasticamente indipen-
denti sono tali anche quelli di ogni loro sottoinsieme — come gia
fatto per la Definizione 15.5.1 —, ci0 suggerisce di dare la seguente
definizione, con la quale si interpreta nei termini pitt generali il
significato intuitivo della nozione di indipendenza stocastica.

15.5.2 Definizione. Insiemi di eventi stocasticamente
indipendenti.

Sia & é una collezione (insieme) di insiemi di eventi non vuota e sia
non vuoto anche ogni suo elemento (insieme) — ipotesi in seguito
sottintesa —. Diremo allora che gli insiemi di & sono stocasticamente
indipendenti se e solo se per ogni {§,,...,8}c & e E;e &, ...,
E,e &, glieventi E,, ... ,E, sono stocasticamente indipendenti.

CONVENZIONE.

Ricordiamo che se & & una collezione o una famiglia di insiemi, si da il nome
di scelta in § a ogni insieme ottenuto scegliendo un elemento per ogni
insieme di &. Con riferimento alla definizione, l'insieme {E 7s--,E,} € una
sceltain {&€,...,&,} € &, che per semplicita in seguito esprimeremo spesso
dicendo che «E,,... ,E, (sono) scelti in &,,...,8,€ &», sottintendendo che
insiemi e eventi sono scelti in modo arbitrario, gli insiemi distinti — come del
resto pare naturale intendere quando non € specificato che possono essere scelti
piu volte — e gli eventi nell'ordine (E,in &, ... ,E, in &).
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Nora.

La definizione generalizza quella di indipendenza stocastica degli eventi di un
insieme & (Definizione 15.5.1). Posto €= {{E} : E€ § } e osservato che
E,,...,E,¢l'unicasceltain {E,;}, ..., {E,} € {{E} : Eeé?}, si verifica infatti
subito che i singleton di &€ sono stocasticamente indipendenti se e solo se sono
tali gli eventi di €. Lo studio dell'indipendenza stocastica degli eventi di
un insieme qualsiasi rientra percid in quello dell'indipendenza stocastica
degli insiemi di un insieme (di una collezione). In particolare, la prova della
consistenza della nozione di indipendenza stocastica degli eventi di un insieme
rientra in quella che sara data per gli insiemi di eventi di una collezione nel
Teorema 15.5.8.

Prorosizione. Indipendenza stocastica di » insiemi di eventi.

Gli insiemi §,...,& , sono stocasticamente indipendenti se e solo se sono tali
E, .. . E,perogniEicé,, . E, &

Commento. Per definizione &,...,&, sono stocasticamente indipendenti se e
solo se sono tali gli eventi Ej,, ..., E; per ogni scelta di E; , ..., E;_
iné&;,,...,8,e{&,...,8,}. La proposizione dice che basta
verificare la condizione per gli insiemi della collezione {&,...,& o}
e non per gli insiemi di tutti i suoi sottoinsiemi {&; ,...,& i} Essa
segue immediatamente dalla 15.3.24, gia richiamata in premessa.

COMPLEMENTO.

Frequentemente nelle applicazioni viene naturale di descrivere i problemi
introducendo una famiglia (insieme indiciato) di insiemi (Vol. I, Nota 3 a pié di
pagina). Sono ad esempio famiglie di insiemi indiciate nei naturali le sequenze
o successioni di partizioni che descrivono I'esito delle estrazioni nei modelli
d'estrazione o quelle che descrivono il punto realizzato da un dado in una
sequenza o successione di lanci. Famiglie con indici nei reali, invece, sono le
partizioni che descrivono I'andamento della temperatura, del tasso di umidita
dell'aria o della pressione atmosferica in una localita specificata e in un dato
intervallo di tempo. Da qui l'interesse di dare una nozione di indipendenza
stocastica anche per famiglie di insiemi che, per non contrastare con la
precedente, deve essere una sua estensione, perché ogni insieme (e quindi
anche un insieme (collezione) di insiemi) pud essere considerato come una
famiglia usando come indici se non altro i suoi elementi (n° 1.4.5). Risponde
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allo scopo la seguente definizione, adattamento di quella data sopra per gli
insiemi di insiemi.

Famiglie di insiemi di eventi stocasticamente indipendenti.

Sia (&));c ; una famiglia di insiemi di eventi. Diremo che gliinsiemi di (&;);c;
sono stocasticamente indipendenti se e solo se per ogni {i;, ... ,i,} Cle
Eeé;,...,E,e8, ,glieventi E,,...,E, sono stocasticamente indipendenti.

Come richiesto, questa definizione estende la precedente che si ottiene ponendo
I= & e sostituendo (&), ; con &€ (sottintendendo cosi I'insieme degli indici).
L'estensione € perd solo apparente, perché gli insiemi di eventi di una famiglia
sono stocasticamente indipendenti se e solo se sono tali secondo la definizione
precedente gli insiemi della relativa immagine (che & un insieme di insiemi di
eventi). Lo si vede osservando che non possono essere stocasticamente indipen-
denti le famiglie in cui esistono insiemi che contengono eventi possibili ripetuti
(corrispondenti a indici diversi), perché in tal caso esistono eventi possibili che
devono essere confrontati con se stessi e che non sono stocasticamente
indipendenti (15.4.2 Commento). Le ripetizioni di £2e ¢ sono invece ammesse, ma la
loro presenza ¢ ininfluente ai fini della nozione di indipendenza stocastica. m

Lo studio dell'indipendenza stocastica per le famiglie & dunque compreso in
quello che faremo per gli insiemi (collezioni) di insiemi di eventi facendo
riferimento alla Definizione 15.5.2, che abbiamo preferito a quella data per le
famiglie, perché le notazioni insiemistiche del tipo «{&,...,&,} C€» escludono
a priori la possibilita di ripetizioni (sottintendono cio¢ &,..., &, distinti).

15.5.3 Complemento.

Dato un insieme di eventi &, poniamo & = {& } nella Definizione 15.5.2. Allora
{&} ¢ l'unico sottoinsieme non vuoto di &, ogni evento E € & & stocasticamente
indipendente (Definizione 15.3.1) e l'insieme & & percid stocasticamente
indipendente. La definizione ¢ data quindi in modo che ogni insieme di eventi
(non vuoto) sia stocasticamente indipendente. Tenuto conto di cid e della
nozione di indipendenza stocastica di n eventi (Definizione 15.3.1), segue
allora che gli insiemi di una collezione & sono stocasticamente indipendenti
se & ¢ singleton oppure se per ogni {§,8,,...,8,)c &, Ec & JEe&,, ...,
E,e&,, E ¢ stocasticamente indipendente da E, , ... , E,,. Ciog se, posto

Dy ={E|w: 0eP!(E,,....E}), E,E,,...,E, scelt

(63)
in€.&, ... &c€



15.6 Nozione generale di ndipendenza stocastica 559

& data una probabilita su (U&) U Dg* tale che riesce (Definizione 15.2.1)
P(E|w)=P(E) per ogni E€ U& e E|we Dg. (64)

Indicato con £ il sottoinsieme di Dg che si ottiene tenendo fisso E€ U&
nella (63) e facendo variare il resto, gli insiemi della famiglia ( D). g sono a
due a due disgiunti e riesce Dg=U . ¢ Dg. Se & non & singleton, i suoi
insiemi sono allora stocasticamente indipendenti se e solo se & data la
probabilita (P, P(-|-)) su (&)L Dg costante su {E} U D per ogni E€ UE.

TERMINOLOGIA.

Con riferimento a una collezione & non singleton di insiemi di eventi e agli
insiemi £g e LD definiti sopra diremo E-costanti le applicazioni di dominio
(V&)U D, costanti su {E}U Dy per ogni Ec U&.

Prorosizione  (generalizzazione di 15.3.1 Proposizione).

Siano & una collezione non singleton di insiemi di eventi, Dg ¢ D gli insiemi
definiti sopra, U un'applicazione E-costante di (U&)U Dg in [0,1], P e
P(- [-) le restrizioni di 7T su \U&€ e Dg. Allora, TT é una probabilita se e solo
se étale la P(-|") e in tal caso P & l'unico prolungamento coerente di P(- ).

DIMOSTRAZIONE.

Che la coerenza di (P, P(-|-)) implichi quella della sua restrizione P(- [)e
ovvio. Basta allora provare che se P(- l-) ¢ coerente su Dg, P & il suo unico
prolungamento coerente su \U&, perché in tal caso (P, P(: I )) — applicazione di
tipo 7T — ¢ coerente in virth del Complemento 9.5.2.

Sia dunque P(- | ) coerente su Dg. Scelto Ee UE, esiste & € § tale che Ec &,
Sceltipoi E;e &, ... ,E,e8,8¢{&,,...,8,} &, ¢ allora coerente ¢
costante larestrizione di P(-|-) sull'insieme {E| @ : a)EIPC?({E, e ENYC D
Posto p=P(E | w), P(E)=p € l'unica probabilita di E compatibile con tale restri-
zione (Complemento 15.2.2). Per la genericita dell'evento E si ha la tesi. ]

COROLLARIO.

Siano &€ una collezione non singleton di insiemi di eventi, Dg l'insieme

47 In accordo con le convenzioni fatte per i simboli A e V in 3.2.2 Norazioni
qui si & posto per definizione U& =Ug e &.
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definito nella (63), P una probabilita su &, P(: |-) l'applicazione di dominio

Dg che si ottiene ponendo P(E|w) = P(E) per ogni E|w € Dg. Allora P ¢
compatibile con l'(ipotesi di)indipendenza stocastica degli insiemi di €
(estensione di 15.3.1 Terminologia) se e solo se P( |~) é una probabilita.

Sussiste il seguente teorema.

15.5.4 Teorema.

Siano &€ una collezione di insiemi di eventi stocasticamente
indipendenti e &' una collezione di sottoinsiemi degli insiemi di
&, scelti uno per insieme. Allora:

a) Gli insiemi di ogni sottoinsieme non vuoto di & sono stocasti-
camente indipendenti;

b) Gliinsiemi di & sono stocasticamente indipendenti;
¢) La probabilita si fattorizza sull'insieme

Ovvero: perogni {&,,...,8}C& eogni E;c §u-&,, ...,
E,e 8,0~ &, riesce P(E,A...NE,)=P(E,)...P(E,).

DmMOSTRAZIONE.

La a) segue banalmente dalla Definizione 15.5.2. La b) da «&1,... ,& e &',
&,,....6,€€,8cé,,.. 6 c8 eE€E8,, . Ee& implicak,e§,,...,
E, e &, ». Lac)dallaa) e dal Teorema 15.3.3. |
CoroLrario.

Gli insiemi di una collezione & sono stocasticamente indipendenti se e solo se
sono tali gli insiemi di ogni sottoinsieme della collezione (per la a)).
TERMINOLOGIA.

Capitera altre volte, come nel teorema, di dover considerare collezioni di insiemi
€ e &' in corrispondenza biunivoca e tale che riesca &'c & per ogni coppia di
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insiemi corrispondenti. Per non appesantire troppo 1'esposizione diremo in tali
casi che gli insiemi di € sono inclusi in quelli di € o anche che gli
insiemi di € includono quelli di €', dando per sottinteso che le collezioni si
corrispondono biunivocamente.

Nora.

Siano € una collezione non singleton di insiemi, Dg e Fe¢ gli insiemi definiti
nella (63) il primo e nella (65) il secondo, P una probabilita coerente su \U&
P(-|) 'applicazione su Dg che si ottiene ponendo P(E | ) = P(E) per ogni
E|we Dg e P'il prolungamento per fattorizzazione di P su .

Allora la proprieta c) del teorema dice che se l'estensione congiunta (P, P(-|-))
¢ una probabilita coerente — se P & compatibile con l'ipotesi di indipendenza
stocastica degli insiemi di & (15.5.3 Coroliario) —, anche P’ & una probabilita
coerente. In altri termini:

la fattorizzazione di P su &g ¢ condizione necessaria per l'indipendenza
stocastica degli insiemi di &€ secondo Ia P.

E il caso di osservare in proposito che anche

la coerenza di (P, P(-|")) & condizione necessaria per l'indipendenza
stocastica degli insiemi di € (secondo la P),

perché solo in tal caso & coerente scegliere (P, P(: | )) come valutazione per gli
eventi di (U&) U Dg e considerare cosi gli insiemi di € stocasticamente
indipendenti.

La differenza tra le due condizioni & che scegliendo (P, P(-|-)) — quando
coerente —come valutazione su (U€) U Qg si realizza I'indipendenza stocastica
degli insiemi di € — e allora (P, P, P(-|")) é l'unico prolungamento coerente di
(P, P( |)) -, mentre cid generalmente non accade se si sceglie (P, P') come
valutazione su (U€)U Fg, perché di solito (P, P’, P(- |)) non e l'unico
prolungamento coerente di (P, P'), come abbiamo visto in 15.3.5 Complemento
nel caso particolare € = {{E,}, ..., {E,}}.

Come gia per l'indipendenza stocastica di n eventi — e
prima ancora per quella di un evento da altri —, si pone ovviamente
anche qui il problema di stabilire sotto quali condizioni esistono
probabilita coerenti su (W& ) U Dg che realizzano l'indipendenza
stocastica degli insiemi di & — che soddisfano le condizioni (64) — e,
soprattutto, se e quando esse interpretano il significato intuitivo del
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giudizio di indipendenza stocastica. In accordo con quanto discusso
neln®15.2.5, per dare quest'ultima interpretazione occorre anzitutto
che sia coerente scegliere a piacere separatamente le probabilita
marginali sui singoli insiemi € € € . La questione — preliminare nel
nostro contesto ma di interesse generale — ¢ studiata nel prossimo
Complemento 15.5.5, in cui viene data una condizione necessaria e
sufficiente — di natura logica (percio oggettiva) — affinché cio
accada. Affinché ciog sia coerente l'estensione congiunta su \U& di
ogni scelta di probabilita marginali (15.5.5 Teorema).

La condizione ¢ anche sufficiente ai fini della consistenza
del giudizio di indipendenza stocastica degli insiemi di €. Se &
soddisfatta, infatti, le probabilita su & sono anche tutte compatibili
con l'1potesi di indipendenza stocastica (Teorema 15.5.8). Il risultato
¢ conseguenza del Teorema 15.5.7 che studia il problema nel caso
particolare in cui € & un insieme di algebre. La sua dimostrazione
viene data usando una caratterizzazione delle probabilita che si
fattorizzano in ambiente finito — descritto cioé da un numero finito
di partizioni di cardinalita finita —, che vengono studiate nel n°15.5.6.

15.5.5 Complemento. Finito-logica indipendenza.

Per il seguito del discorso ¢ utile introdurre la seguente terminologia che estende
ed integra quelle introdotte per un numero finito di eventi nel n°® 15.3.4 ¢ in
15.3.1 Terminologia, € per una collezione di insiemi di eventi in 15.5.3 Corollario).

TERMINOLOGIA.

Con riferimento a una collezione di insiemi di eventi &, chiamiamo assegna-
zione marginale su & ogni insieme di probabilita ottenuto assegnando una
probabilitd coerente su ogni insieme §c &.

Diremo poi che un'assegnazione marginale su & & coerente se la sua
estensione congiunta su \U& (quella delle relative probabilita marginali) & una
probabilita. In altri termini, se le probabilita assegnate sugli insiemi di € sono
restrizioni di una medesima probabilita su U&.

Diremo infine che un'assegnazione marginale su & ¢ compatibile con
I'(ipotesi di)indipendenza stocastica degli insiemi di & se ¢ tale la sua
estensione congiunta su U& (15.5.3 Corollario).
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In generale, una assegnazione marginale associa a ogni E € U& uno o piil
valori di probabilita (sicuramente uno se E € certo o impossibile). Essa puo
essere quindi una probabilita solo se le relative probabilita marginali associano
lo stesso valore agli eventi possibili comuni a pil insiemi (se ne esistono). Il
problema delineato nella premessa a questo numero € quello di stabilire sotto
quali condizioni ogni assegnazione marginale su & € coerente (determina una
probabilita su U@ ). A tal fine occorre anzitutto che rutte le assegnazioni
marginali (su &) associno un solo valore a ogni E € & — che siano applicazioni
di U& in [0, 1] - e cid evidentemente accade solo se ogni evento possibile di
W& appartiene a un solo insieme di &, ovvero se le intersezioni delle coppie di
insiemi appartenenti a € non hanno eventi possibili in comune. Questa condi-
zione generalmente perd non basta. E sufficiente osservare per questo che se E
& possibile e E e E appartengono a due insiemi diversi di €, esistono allora
probabilita coerenti sui due insiemi che associano a E ¢ E valori arbitrari di
[0, 1]. Esistono percio coppie di probabilita che, scelte separatamente, associano
a E e E valori non soggetti al vincolo che la loro somma sia 1.

Cid visto, supponiamo dunque che gli insiemi di € non abbiano eventi possibili
in comune a due a due. In vista di stabilire quale o quali altre condizioni
bisogna aggiungere affinché tutte le assegnazioni marginali siano coerenti,
indichiamo con g l'applicazione determinata su & da una di esse e andiamo a
esaminare 1l guadagno G di una generica scommessa % su eventi possibili di
W& valutati con la p (il simbolo 4 indica un insieme finito di eventi di U&,
l'insieme dei valori ad essi associati dalla g e quello delle vincite corrispondenti).
Gli eventi di & appartengono a un numero finito di insiemi &, ..., 8,€§.
Siano & I'insieme degli eventi di &, 8; quello degli eventi di 4 appartenenti a &;
(8,8, S, la vincita associata a E (se E si verifica) per ogni E€ 8. Allorasi ha

G=Ypes S;([EI-p(E)) =L pes, Ss([E|-p(E))+...+
Yies, Se(E|-p(E) =G +...+G,,

ove G; di dominio [P,(8;) ¢ la parte di guadagno G — questo di dominio
P.(8)=PB,(8) A ... A B8, (6.3.1 Complemento) — corrispondente agli eventi
di §,i=1,...,n Indicato con @, un evento elementare di P,(8;) in cui G; &
minimo (min G; = G(w,)), una condizione sufficiente affinché G soddisfi la
norma di coerenza € che WA ... AW, € B(8)A... A P,(8)) sia possibile. In tal
caso infatti si ha

G~ .Aw) =CGw)+...+G(w,) =minG,;+...+minG, =minG < 0,

la disuguaglianza valendo perché la restrizione di g su &; &€ una probabilita
coerente (¢ la restrizione della probabilita assegnata marginalmente su &) ed &
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quindi G(w;) =minG;<0,i=1,...,n Tenuto conto che W, A ... A w,, varia
con la scelta delle vincite, si ha allora che la norma di coerenza & soddisfatta per
ogni scommessa sugli eventi di §,U... U8, (per ogni scelta delle vincite) se
sono possibili rurti i costituenti di P(8)) A ... A Py(8,). Ovvero se le partizioni
Py(8), ..., P,(8,) sono logicamente indipendenti (Definizione 6.4.1) e quindi
se sono tali gli eventi E,,... ,E, per ogni E,€ & (B,(8)), ...,
E,e A (P,(8,)) (6.4.3d). Allargando il discorso alla foralita delle scommesse su
€ u...uE D8 U...US,,si haallora che una condizione sufficiente affinché
i relativi guadagni soddisfino la norma di coerenza — e quindi che la restrizione di
psué U ..U siaunaprobabilita — & che siano logicamente indipendenti
E;, ... B, perogni E€Ugiee, 8 (By(8), ... ,E,eUgiee, S (B(S,)),
Si di cardinalita finita (i=1,...,n), ovvero per ogni sceltadi E,, ..., E, nelle
algebre generate & ,(&8)), ... , & (&), rispettivamente (Definizione 7.4.1,
Proposizione 7.4.3, Teorema 7.4.4). Finalmente, se questa condizione di
indipendenza logica ¢ soddisfatta in corrispondenza a ogni sottoinsieme finito
di {8,(8) : € €&}, allora p & coerente su UE.

Il Teorema che chiude questo numero prova che questa condizione & anche
necessaria atfinché g risulti una probabilitd coerente qualunque sia la
assegnazione marginale su €. Ai fini del suo enunciato, e anche per il seguito
dell'esposizione, conviene perd prima riassumere detta condizione dandole un
nome. Conviene anzi ampliare il discorso a algebre di eventi qualsiasi (non
necessariamente generate). Cominceremo con due definizioni. La prima
estende agli insiemi di algebre la nozione di indipendenza logica data per gli
insiemi di partizioni con la Definizione 6.4.1. La seconda esprime invece la
proprieta di indipendenza logica descritta sopra sia per insiemi di algebre
— come serve in quel contesto - sia per insiemi di partizioni.

Dermizione 1. Algebre logicamente indipendenti.

Sia & un insieme di algebre di eventi non vuoto. Diremo che le algebre di &
sono logicamente indipendenti se sono tali gli eventi di ogni scelta & in &
(15.5.2 Convenzione).

Noral.

La nozione di «algebre logicamente indipendenti» & del tutto analoga a quella
di «partizioni logicamente indipendenti» e analoghe sono percid anche le
convenzioni descritte in 6.4.1 Nota. Qui abbiamo che ogni algebra singolarmente
presa ¢ logicamente indipendente e che l'algebra minima {2, ¢} & logicamente
indipendente da tutte le altre algebre e che la sua presenza & percid ininfluente
per stabilire se le algebre di un insieme sono logicamente indipendenti.
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Derivizione 2. Algebre, partizioni e eventi finito-logicamente indipendent.

Sia 8 (P, &) un insieme di algebre di eventi (di partizioni, di eventi) non
vuoto. Diremo che le algebre (le partizioni, gli eventi) di & (&, &) sono
finito-logicamente indipendenti se sono logicamente indipendenti le algebre
(le partizioni, gli eventi) di ogni sottoinsieme finito di 88 (P, 8).

PROPOSIZIONE.

Siano &8, &' insiemi di algebre di eventi, le algebre di 8" incluse in quelle di
&, P un insieme di partizioni. Sussistono allora le seguenti affermazgion.

a) Le algebre dell'insieme 8 sono logicamente (finito-logicamente) indipen-
denti se e solo se sono tali anche quelle di ogni suo sottoinsieme non vuoto.

b) Se le algebre di & sono logicamente ( finito-logicamente) indipendenti,
sono tali anche le algebre di &',

c) Le algebre di & sono logicamente indipendenti se e solo se per ogni
scelta & in &8.° (15.5.2 Convenzione) riesce N\E# ¢.

d) Le algebre di & sono finito-logicamente indipendenti se e solo se per ogni
(8, .. BycdeE el Eedlriesce E,n...NE,#¢.

e) Le partizioni di @ sono logicamente (finito-logicamente) indipendenti se e
solo se sono tali le algebre di 8 = {K (P): P P}.

DmiostrazIONE.,

Prova della a).

Basta provare che se le algebre di & sono logicamente (finito-logicamente)
indipendenti, sono tali anche le algebre di ogni & ,c & non vuoto (il viceversa
¢ ovvio).

Nel caso della finito-logica indipendenza basta inoltre osservare che ogni
sottoinsieme finito di & & sottoinsieme finito di # e usare la definizione.

Nel caso della logica indipendenza sia € una sceltain &, e &, una scelta in
-, Allora §,U&, ¢ una scelta in &, gli eventi di §,U &, sono percid
logicamente indipendenti per ipotesi e sono tali quindi anche gli eventi di &,
(6.4.3a, con P={{E,E}: Ee8,U& )} e @={{E.E} : Ec &,}}).

Prova della b).

Ad ogni 4'e &' corrisponde & € & tale che &' C 4 e quindi ogni scelta in
#l" ¢ anche una scelta in & . Pertanto, se le algebre di & sono logicamente
indipendenti e &" una scelta in @', allora gli eventi di &' sono logicamente
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indipendenti e sono tali perciod per definizione anche le algebre di &'.
Per il caso della finito-logica indipendenza basta usare il risultato appena
provato per le coppie di sottoinsiemi finiti di algebre corrispondenti di & 'e &.

Prova della c).

Se & ¢ una scelta in &7 e &, l'insieme degli eventi possibili di &, allora
NE=AEp. Basta osservare per questo che & & uguale a &, se gli eventi di &
sono tutti possibili, a &pU {2} altrimenti.

Cid premesso, supponiamo che le algebre di & siano logicamente indipendenti.
Sono allora tali anche gli eventi di ogni scelta € in 847 e percid anche gli eventi
del corrispondente €p (6.4.34). Si ha percid A{E': Ee &p} # ¢ per ogni
scelta degli apici e quindi in particolare A{E: E€&p} =A&p=A&=¢. La
condizione «A&+# ¢ per ogni scelta € in &% & percid necessaria affinché le
algebre di & siano logicamente dipendenti. Le prossime argomentazioni
dimostrano che essa ¢ anche sufficiente e con ciod 1'asserto.

Sia A&°# ¢ per ogni scelta €°in &°. Si tratta di provare che allora gli eventi
di ogni scelta di € in & sono logicamente indipendenti. Cid & vero intanto se
€ & uguale 0 a {2} (se £ & scelto in ogni &) 0 a {¢} (se ¢ & scelto in ogni
&)oa{L, ¢} Altrimenti indichiamo con €, & l'insieme degli eventi
possibili di € e con &, l'insieme delle algebre da cui sono stati scelti gli eventi
di &p. In virth di 6.4.2 Commento 1'asserto allora sussiste se mostriamo che
sono possibili tutti i costituenti di [P4(&,) — che sono logicamente indipendenti
gli eventi di €p—. Osserviamo intanto per questo che ogni algebra &4 ¢ chiusa
rispetto la negazione e che le negazioni di eventi possibili sono possibili. Segue
allora che {E': E€ &p} & un insieme di eventi possibili per ogni scelta degli
apici e si ha

NEEeES)) =A({E":Eecéplu{Qed :Aecd-&,)) =0

la disuguaglianza valendo per ipotesi, perché l'insieme di eventi {E': Ee Eptu
{Qed : A edl -y} ¢ unasceltain &°. Gli eventi di & sono dunque
logicamente indipendenti come asserito e per la genericita della scelta & in &8
sono allora tali per definizione anche le algebre di &8.

Prova della d).
Basta usare la ¢) precedente per i sottoinsiemi finiti di & .

Prova della e).

Conseguenza immediata della 6.4.34. [

Nora 2.

La proprieta @) mostra che algebre logicamente indipendenti sono anche finito-
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logicamente indipendenti. Lo stesso accade per le partizioni logicamente
indipendenti (6.4.3a) e quindi anche per gli eventi logicamente indipendenti, che
per definizione sono tali (quelli di un insieme &) se e solo se sono logicamente
indipendenti le partizioni di {{E,E} : E€ €}. Se gli insiemi di algebre,
partizioni o eventi sono di cardinalita finita vale ovviamente anche il viceversa.
Basta invece che la loro cardinalita sia numerabile affinché le due nozioni
possano non coincidere. Per insiemi infiniti, la nozione di "logica indipendenza"
¢ cioe piu restrittiva di quella di "finito-logica indipendenza". Lo prova il
prossimo controesempio.

Controrsempio. Finito-logica indipendenza non implica logica indipendenza.

Siano X, X;, ..., Xy, , ... numeri aleatori reali, X, , ... ,X,, , ... logicamente
indipendenti e tali che X=x)A(X;=x) A ... A(X,=x,) = ¢ se e solo se xp=h
per qualche h e O<x<max{h :xy=h, h=1, ... ,n}. Allora, sono finito-
logicamente indipendenti ma non logicamente indipendenti:

D lepartizioniIP:{sz:xSO}u(X>O),IPI={X1=x1:x,eﬂ?},...,
P ={X,=x,:x,eR},...;

g) lealgebre K (P), A, (B),..., 8, (),
h) glieventi (X>0),(X,=1),...,(X,,=n),

DmMOSTRAZIONE,

La nozione di indipendenza logica delle partizioni di un insieme prevede
I'esame dei costituenti della partizione prodotto delle corrispondenti partizioni
in eventi elementari. Essa prevede cioé¢ che prima di essere messe a confronto
le partizioni vengano esaminate e depurate all'occorrenza dai costituenti impos-
sibili. Nel nostro caso le partizioni del punto f) sono gia in eventi elementari
(pronte per il confronto). Sono infatti possibili tutti i loro costituenti, perché
per ipotesi si ha (X=x)A(X;=0)# ¢, (X=0)A(X,=x)#¢e X=0)AX;=0)A ...
A (X, =0) A (X,,=x)# ¢ per ogni x reale e n naturale, e sono percid possibili gli
eventi X=x, X;=x, ..., X,,=x, ... per ogni x reale e quindi anche X>0. Ciod
premesso proviamo la f).

Le partizioni P, [P, ..., [P, , ... sono finito-logicamente indipendenti.

L'ipotesi che X, ..., X, , ... siano logicamente indipendenti significa che sono
tali le loro partizioni canoniche, ovvero B, ..., B, , ... (8.2.4 Complemento, Nota
e Terminologia), le quali sono percid anche finito-logicamente indipendenti. Per
dimostrare che [P, [P, ..., B, ... sono finito-logicamente indipendenti basta
percid provare che sono lomcamente indipendenti le partizioni P, B , ..., [P

1s
per ogni 1<i;<... <ig, ovvero che sono possibili tutti i costituenti della loro
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partizione prodotto che, posto n =max{i,,...,i;}, ¢ meno fine della partizione
P AP A ... AP, E sufficiente percid provare che sono possibili tutti i
costituenti di questa partizione per ogni n. Osserviamo a tal fine che dalle
ipotesi segue che scelti comunque x,, ..., x,, sono possibili i costituenti
(X=x) AN} =) (Xy=xp) per x<0 e l'evento (X>n) A Aj_, (X, =xp). Poiché
(X>n) implica (X>0) si ha allora che sono possibili anche i costituenti
X >O)/\/\;’Z =1 (Xp=xp) per ogni scelta di x,, ..., x, e con ci0 I'asserto & provato.

Proviamo che le partizioniIP, 1Py, ..., 1B, , ... non sono logicamente indipendenti.

Basta mostrare che il costituente (X>0)AAT_; (X;=i)) ePAPBA...APRA...&
impossibile. Si ha infatti

X>0)ANATL K= =[Vio, O<X<)] A AT, X;=i) =
Vi [O<X<h)AATL, X=0)] =
Vi1 [O<X<Sh)AX,=h) A AT-, (X;=D)] = ¢,

valendo 'ultima uguaglianza perché (0 <X <h)A (X, =h) = ¢ per ogni h, come
segue dall'ipotesi.

Sussiste dunque la f) e quindi anche la g) in virtl della precedente Proposizione.
Resta da provare la #). Gli eventi (X>0), X;=1),...,(X,,=n),... sono eventi
elementari di [P, [P, ..., [P, , ... e quindi logicamente dipendenti nell'ordine da
A (P, B8 (B),...,4,(B),....Sono allora finito-logicamente indipendenti
perché sono tali le corrispondenti algebre come appena osservato (segue dalla
precedente Definizione 1), ma non logicamente indipendenti perché riesce
(X>0)nA /\°l-°=] (X;=1)= ¢, come visto poco sopra.

Il controesempio € cosi provato. |

Il prossimo teorema — di cui si ¢ fatto cenno in premessa al presente n°15.5.5 —
da una condizione necessaria e sufficiente affinché ogni assegnazione marginale
su & sia coerente.

TEOREMA.

Siano & una collezione non vuota di insiemi di eventi, A (&)={L,(8&):
&e&)}. Allora le assegnazioni marginali su & sono tutte coerenti se e solo se
le algebre di & (&) sono finito-logicamente indipendenti.
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DmosTRAZIONE.

Se &= {&} l'asserto & banale, perché in tal caso & (&)= { & (&)}, A (8)e
logicamente indipendente (15.5.5 Nota 1), quindi finito-logicamente indipendente
(15.5.5 Nota2), e 1'estensione congiunta su \U& = & coincide con I'assegnazione
marginale su €, qualunque essa sia. Supponiamo allora che nel seguito & non
sia singleton.

Le algebre di 8 (&) siano finito-logicamente indipendenti.

Si tratta di provare che questa condizione & sufficiente per la coerenza dell'esten-
sione congiunta di ogni assegnazione marginale (di probabilita).

Mostriamo anzitutto che in questa ipotesi I'estensione congiunta di ogni
assegnazione marginale ¢ un'applicazione univoca. Dall'ipotesi segue infatti
che le algebre di ﬁG(@) sono logicamente indipendenti a due a due (15.5.5 Defi-
nizione 2), che eventi di due sue algebre diverse sono allora logicamente
indipendenti e quindi diversi se possibili. Poiché ogni & € & & incluso nella
corrispondente algebra generata & (&), sono allora diversi anche eventi
possibili di due insiemi diversi di €. Ogni evento possibile di U& appartiene
percio a uno solo degli insiemi di €. Pertanto, I'estensione congiunta di ogni
assegnazione marginale su & ¢ un'applicazione univoca pdi wé in [0, 1].

Si deve provare ancora a questo punto che 4 € una probabilita. La tesi & banale
se W& non contiene eventi possibili: Altrimenti basta ovviamente provare che ¢
una probabilita la restrizione di p su U& - {82, ¢}. 1l ragionamento che segue
ricalca con qualche adattamento quello fatto nella premessa del presente numero.
Siano come allora G il guadagno di una generica scommessa % calcolato con la
p S1u...U8 glieventidio con 8, c & ef,...,8,c&, €&, G, definito
sulla partizione [F(8;) © & ;(&)) la parte di guadagno G corrispondente agli
eventi di 8; e ; un evento elementare di P,(8,) in cui G; & minimo, i=1,...,n.
Gli eventi elementari delle partizioni [P(8,),..., [P,(8,) appartengono a algebre
diverse e sono percid possibili tutti i loro prodotti logici (le partizioni sono quindi
logicamente indipendenti), in particolare @, A ... A W, €BA(SIA ... A P.(8,).
Tenuto conto che G(w;) =minG; <0 perché la restrizione di psu8;éuna
probabilita coerente (¢ la restrizione della probabilitd assegnata in partenza
sué,),i=1,...,n allorasi ha

minG = G A...A0,) = G(w) +... +G(w,) <0
e cio prova che p & coerente su U&.

Le algebre di 8 (&) non siano finito-logicamente indipendenti.
Si tratta ora di provare che in questa ipotesi esistono assegnazioni marginali su
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& le cui estensioni congiunte su (& non sono coerenti.

Nell'ipotesi attuale esistono infatti n>1, &,,...,,€&,A,e L,(&), ...,
A,e 8 (€),4,,... A, possibilietali che A; A... AA, = ¢48. Allora, uno degli A,
(almeno) non ¢ logicamente indipendente dagli altri (15.3.56), diciamo A;. In
quest'ultimo assunto esiste un evento elementare Aja...AA, € Bi({A,,...,A,})
CA(EPA... AL (&) cheimplicad](A;0 A)).Posto B;=A},i=1,...,n,
esistono cioe B,€ &4(8,),...,B,e & ,(8,), con B,,...,B, possibili e tali che
Byn...AB,#¢e Byn...AB,= B,. Inoltre B;, elemento dell'algebra generata da
&, ¢ logicamente dipendente da qualche partizione generata da un numero finito
dieventi di &; (Teorema 7.4.4) ed & percid somma di eventi possibili del tipo
Cign.nCigeon{Cyy,...,C .} cé,,i=1,...,n (Complemento 7.4.5).
Segue che B,A ... AB, & somma di eventi del tipo (C; ;A ... A Cos) Ao A
(Cp A ...~ Cp ), uno almeno possibile. Indicato con azuno di questi, riesce
ae B (EIN.. AL (8 )ea=B,A...AB,=B,.

Assegniamo ora a o (evento possibile) probabilita positiva e consideriamo un
suo prolungamento P su U& - & (esistente per il teorema del prolungamento).
Questa scelta vincola il prolungamento su &,. Infatti, poiché a= B, si deve
porre P(B,)= P(a) >0 e si deve percid assegnare probabilita positiva p a qualche
componente C; ;A...AC; ¢ diB;.DaCj A... ACy s, = Cj, segue allora
P(C;p)2pepo (aut)l -p sono percid limitazioni per la probabilith di
C, €8, inferiore positiva la prima se Cjn=C, p, superiore minore di 1 la
seconda se C; = c 1hoh=1,...,5,. Scelta allora per C; ; (evento possibile)
una probabilita che non rispetta il vincolo, consideriamo un suo prolungamento
Py su & e indichiamo con P I'assegnazione marginale su € - &, determinata da
P (per restrizioni). L'estensione congiunta su U& dell'assegnazione marginale
( P, P) su € non ¢ in questo caso una probabilita coerente. Cid prova che la
condizione di finito-logica indipendenza & necessaria affinché 1'estensione
congiunta di ogni assegnazione marginale sia coerente e la dimostrazione &
cosi completa. ]

CoroLLARIO.

Sia & un insieme di algebre di eventi. Allora, condizione necessaria e sufficiente
affinché le assegnazioni marginali su & siano coerenti é che le algebre di 8

48 Poiché le algebre di & & non sono finito-logicamente indipendenti, almeno
due di esse, e quindi due insiemi di &, contengono eventi possibili, perché se
nessuna o una sola delle algebre di un insieme & contiene eventi possibili — se
Bel{Q,0}o{L)o{{Q,¢}.{4)}) - esse sono necessariamente logicamente
indipendenti (15.5.5Notal) e percid finito-logicamente indipendenti.
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siano finito-logicamente indipendenti.

DIvOSTRAZIONE.

Basta osservare che I'algebra generata da un'algebra — la minima algebra
contenente un'algebra (Definizione 7.4.1) — & 1'algebra stessa e usare il teorema
precedente con & =& . n

15.5.6 Probabilita fattorizzate in ambiente finito.

Il problema che studieremo in questo numero ¢ una generalizzazione di quello
studiato nel n® 15.3.4. Si tratta qui di caratterizzare le probabilita che si fattoriz-
zano sulla partizione prodotto I, A ... A [P, di n (numero finito) partizioni di
cardinalita finita. Allora si ¢ studiato il caso particolare in cui [P = { E; , E;},
i=1,...,n, e la partizione prodotto ¢ la partizione generata da {E, , ..., E, }. Qui
sussiste la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE.

Siano P,,...,[P, partizioni di cardinalita finita, @& l'insieme delle applicazioni
definite sui costituenti di Py~ ... AP, che si ottengono prolungando per fatto-
rizzazione le assegnazioni marginali su {IP,, ..., IPH} (15.5.5 Terminologia) e
&t ie applicazioni di €& che associano valore positivo a qualche costituente
impossibile. Le probabilita che si fattorizzano su [P A ... AP, sono allora tutte
e sole le applicazioni di @ - @+,

D1MOSTRAZIONE.

Se una probabilita P si fattorizza su [P A ... A B, (15.3.3 Terminologia), per

definizione essa & coerente su {IP, ... , [P} U P, A ... A [B,. Sono percid
probabilitd coerenti anche le sue restrizioni Py, ..., P, sulle partizioni [P,,..., [P, .

Segue allora che la restrizione di P su [P, A ... A [B, & un'applicazione apparte-
nente ad 82 — perché ottenibile via fattorizzazione a partire dall'assegnazione
marginale (P, ..., B)) — che associa 0 a tutti gli eventuali costituenti impossibili
— perché probabilita coerente su [P, A... AIP, —. Cid prova che le probabilita che
si fattorizzano sono applicazioni di (& - (2.

In vista di provare che tuite le applicazioni di €& - & ¥ sono probabilita che
s1 fattorizzano su IPI AL A IPn, osserviamo intanto che se PE 2, ¢ data
allora un'assegnazione marginale (P, , ... , B)) e riesce ple,n..nep)=
P(e;) ... B(e,)=0perognie,elP,... e, e B Tenendo conto che per
ipotesi Zeie]})l P(e)=1,i=1,...,n, allorasi ha:
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Ee,e B .. e,k 179(‘91/\--‘/\€n)=Ee,elP1 Zene B, be) ... Bley) =
Zelelﬁ P](el)"‘zene]Pn Bz(en)= ].X.Xl = 1.

Le applicazioni di €2, definite sui costituenti di BA ... AIR,, sono dunque non
negative e di somma 1. Esse sono allora probabilita se (e solo se) non esistono
costituenti impossibili o se associano ad essi 0 (Teorema 10.2.1). Ovvero se
appartengono a 88 - G2 *. Resta ancora da provare che queste probabilita si
fattorizzano su [P A... AP, .

Sia per questo Pe €€ - €2 e indichiamo con P anche il suo prolungamento su
A (B A...APR) (unico, 10.5.1 Proposizione). Per ogni partizione IPI € ogni suo
costituente e; allora si ha:

P(e) = 2616 Py...ei€P e €y, . ene By Pe,n...nen...n€,) =

Lo ccr e B, eimeB,, . exc By BED .. P(€) ... Ble,)=

-1
Pe) Lo cm Be) . By, cp Priei) 2o, e, Pailein)) ...
2, cp Ble) =Ple)xlx..xIxIx...x1 = P(e).

Pertanto, la probabilita P & coerente su { P, ... B} U, A... AR, la sua
restrizione su { P, , ..., [P} coincide con l'assegnazione marginale (P, , ..., B)
iniziale e quella sulP, A... A[B, & costruita a partire da questa via fattorizzazione
(per ipotesi). La prova & cosi completa. n

CororLario 1.

Siano Py, ..., B, probabilita coerenti sulle partizioni [P, | ..., ]Pn di cardinalira
finita. Se il loro prolungamento per fattorizzazione su PAa... AR e
una probabilita coerente, allora é tale anche la loro estensione congiunta su

Pu.. .UP,.

DimMoSTRAZIONE.

Il prolungamento per fattorizzazione, per ipotesi coerente su PAa...AR,
determina la probabilita sull'algebra &, (B, A ... A IB) e quindi per restrizione
quella sui suoi sottoinsiemi [P, ... , B, IP,u ... UIP,. La probabilita su
B u... U, ¢ allora per coerenza il prolungamento (I'estensione congiunta)
delle probabilita su [P, , ... , [P, che in virtd della dimostrazione precedente
sono propriole P, ..., B,. [

Nel caso particolare P, ={E,, E,} , ..., [P, = {E,, E,} studiato nel n°15.3 4,
dopo aver caratterizzato le probabilitd che si fattorizzano sulla partizione
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generata da £, ..., E, si & provato che la proprieta di fattorizzazione si
"propaga” sulle partizioni generate da parte degli eventi. Si & provato cioé che
se una probabilita si fattorizza su EjA... AE,, per ogni scelta degli apici, essa si
fattorizza anche su ogni E;{A... AE;, per ogni 1<i;< ... <i;<ne ogni scelta
degli apici. Tenuto conto che se la probabilita si fattorizza su E oA AE s
fattorizza anche su E;jA...AE A Q e suE}/A... AE/ A ¢ (0vvio), cid si pud
anche esprimere dicendo che se una probabilita si fattorizza su [Py(E,,...,E,),
allora essa si fattorizza anche su

BUEEDA . AR (ELEN={9.E,E,Q A..A{9,E, E,, Q.

Questo risultato viene generalizzato dal prossimo teorema, al quale & utile
premettere il seguente lemma.

LEMMA.

Siano By, ..., B, partizioni, e, € P, , ... ,e,e B, e,n...ne, 2 pe E,c 4 (P),
.., E,e &8 (B). Allora si ha

e n...ney=E N AE) = 8(e,=E)) ... 5(e,=E,),
ove § ¢ la funzione filtro (Definizione 9.4.1).

DmMOSTRAZIONE.
Il risultato € conseguenza del fatto che se €, ... A€, # ¢ sussiste la:
‘e;=E;,....e,=E" seesolose "¢;A..n€,=E;A...AE,".

L'implicazione diretta ¢ infatti conseguenza della 3.3.2% e vale incondizio-
natamente. Quella inversa vale invece nelle nostre ipotesi €,A... A€, # ¢ ¢
L), ..., E, logicamente dipendenti dalle partizioni [P, ..., [B,. In queste ipotesi
infatti e, , ... , €, sono eventi elementari di [P, , ..., IPH € non possono essere
di tipo 3 per i rispettivi eventi E, , ... , E,. Deve cio¢ essere ¢; = E; o (aut)
e;= E, per ogni i e se e;n...ne,=E;A...AE,, non puo allora sussistere
la e;=> E; per nessun i, perché in tal caso si avrebbe (3.3.2k)

EIn..ney= (e n...neIne=(E A ... NEYAE; = ¢,

e quindi €;A... A€, = ¢ (assurdo!). ]
TEOREMA.

Siano B,,..., B, partizioni di cardinalita finita e @, ..., P sottoinsiemi non
vitoti a due a due disgiunti di { P, , ... | 1B }. Allora una probabilita P si fattorizza

su B (APYA AR (AB) se e solo se si fattorizza su P A ... A [P,.
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D1MOSTRAZIONE.,

Osserviamo preliminarmente che l'enunciato del teorema sottintende che la
probabilita P sia definita su tutti gli insiemi che interessano le condizioni di
fattorizzazione e, poiché siamo in ambiente finito, affinché cid accada basta
assumere che essa sia data sulla partizione [P, A ... A IP,. In tal caso infatti la
probabilita & determinata su & B, A ... A B,)) (10.5.1 Proposizione), soprain-
sieme di tutti gli insiemi previsti nell'enunciato: anche dell'insieme P, U ... UIR,
e di quelli del tipo & (AR)U...U & (A ), non presenti nell'enunciato, che
saranno usati pero nel corso della dimostrazione.

Cio premesso, abbiamo intanto che se una probabilita si fattorizza su
K AP~ AB (ANB)perogni P, ..., P disgiunti a due a due e inclusi
in {IB, ..., [P}, allora essa si fattorizza in particolare su S NBDA... A
A NMBEN=H ®IA... AL (B)D P, A... AR, e cid prova che si fattorizza
anche su [P A ... AR,

La prova del viceversa & pili laboriosa e la raggiungeremo in tre passi.
Supponiamo a tal fine che P si fattorizzi su [P A ... AIP,. Allora si ha:

a) P sifaitorizza su 8, PHA... AL (B).

Siano E;e &, (B),....E,e & (B). AlloraEjn .. . AE,€ 8 BIA ... Ak, (B)C
K B A...AB)ede percid logicamente dipendente dalla partizione P A... AP,
Usando la funzione filtro (§ 9.4, Definizione 9.4.1) allora si trova

PUEn . AE)=D, o o e PEA..AESEIA...NEy=E A AE,) =
Y cl . e b PE) . P@)S(@€A...ney=E A .. AEy)=
Yopep Lo cp PE) ... Ple,)5(esE) ... (e, =E,) =

2, ep Pe)de=E) ... 2, o p P(e,)8(e,=E,) =P(E)...P(E,),

ove la terza uguaglianza sussiste o perché P(e ... Ple)=Ple,n...ne,)=0
se eyn...ney=¢ operché §(e;n...ne,=E A...AE;))=8(e,=E))...
o(e,=E,)see;n...ne,# ¢ (Lemmaprecedente). Si ha percio P(E A ... AE,)=
P(E})... P(E,) e quindi la tesi a).

b) Psifattorizza su & @ IA.. AL @), (B ,....RByc{P, ... P}
1 S Il 1s n

Basta usare il punto a) precedente con E; = £ in corrispondenza alle partizioni
non appartenenti a {B ,...,[B }.

c) Psifattorizza su 8 (APY)A...AB (ANB).
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E il caso generale. Poiché IP- A A IP. ch @®IA... AL (P, perlab)si
ha intanto che la probablhta si fattonzza sulb A IP per ogni {PP. , ...,
P, }c{,....]B)} e quindi su ogni partizione /\@ dell'enunciato del teorema.
Posto che SIa@— {IP”,..., ) o=¢e A ne, e,leﬂb11 ey ,SEIPIS, si ha
cioe P(w)=P(e;, A ... A ei)=P(e;,) ... P(e;). Dopo un riordino degli indici
¢ una loro ridefinizione (eventuali) si pud allora sempre supporre che sia
P=(F, B} &E=(B,,....B), . B=(F ... B} Sceli

o, ePn AR, o€l A /\Iprz,...,meIPrm_IH/\.../\IPr,Slha
a),/\a)z/\.../\a)m=(81/\.../\erl)/\(erlﬂ/\.../\erz)/\...A(erm_1+1/\.../\e,m),

ove il prodotto nella prima parentesi € w;, quello nella seconda w,, ... , quello
nell'ultima w,,. Osservato che il secondo membro & un costituente della
partizione [F, A ... AR, , si trova:

Plwgnapn ... ~ay,) = P(e))..P(ey) P(er1)..Pler,) ... Pler, +1)..Ple),) =
(P(e)) .. P(er)) (P(eryi).. Pley) ... (P(€r, 1) - Pley,)) =
P(w;)P(w,) .... P(w,,).

La probabilita P si fattorizza dunque su (A& A ... A (A &) e in virtd della
a) - applicata alle partizioni AP, , ... , A & — essa si fattorizza anche su

L AR~ AB(AB).

Cio completa la prova. [

CoRroLLARIO 2.

Siano [P, , ..., B, partizioni di cardinalita finita. Allora, le probabilit[z che si
fartorizzano su P A ... AR, si fatt0rzzzan0 anche su B @ )n ... A& @) e

sulP A /\IP perognz{ﬂD HD}C{HD,.. P}.

1

DmMOSTRAZIONE.

La fattorizzazione su &4, (P, )& ... A& (P,) & stata provata al punto b) della

dimostrazione appena conclusa. Quella su A /\IPiS ¢ conseguenza delle

Pl ®),.. ,IPiSC&SlL(IPiS). |
CompLEMENTO.  Casi particolari.

Siano [P, ..., IP, partizioni di cardinalita finita. Allora si ha:

1) Se P, .., IPH sono logicamente indipendenti, le probabilita che si

fattorizzano su P, n ... A B, si ottengono tutte e sole scegliendo
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probabilita marginali arbitrarie e prolungando l'assegnazione per
fattorizzazione su TP, A ... AR,

Per ipotesi nessun costituente di I’ ... A P,? & impossibile (Definizione
6.4.1) e quindi se un costituente €, A...Ae, di [P, A ... A [P, & impossibile,
deve essere tale anche almeno un suo componente, diciamo eieﬂDi. S1
ha allora F(e;)=0, perché F, & una probabilita coerente e da qui segue
Ple,n...ne)=PFle)) ... BE(e,)=0.1l prolungamento per fattorizzazione
delle probabilita marginali associa cosi O a tutti gli eventuali costituenti
impossibili ed € percid una probabilita coerente (15.5.6 Proposizione). [

(i) Se P, ..., P, non sono logicamente indipendenti, le probabilita che si
fattorizzano su P a ... AP, assegnano probabilita estrema a qualche
evento elementare di qualche partizione IPI

Per ipotesi esistono ¢,€ [P, ..., e, € [P,* tali che e, A... ne, = ¢. Affinché
riesca P(e;n...ne,)=0= PFl(e;) ... (e, deve essere P(e;)=0 per
qualche 7. "

Casi particolari di dipendenza logica sono quelli in cui esistono eventi
elementari comuni a due o pil partizioni. In tal caso le distribuzioni
marginali P(e)), ..., B (e,) delle probabilita che si fattorizzano assegnano
a ciascun evento elementare appartenente a pill partizioni stessa probabilita
— perché I'estensione congiunta delle marginali su [P, U ... U [P, & coerente
(Corollario 1 precedente) — ed estrema come andiamo a dimostrare.

Supponiamo dunque che la probabilita si fattorizzi su [P, A... AP, e che e
sia un evento elementare comune a due partizioni (almeno), diciamo a [P, e
[P,. Allora la probabilita si fattorizza anche su [P, A [, (Teorema precedente)
eperogni , € IPI‘Z’e w,E LPZ‘P diversi daeriesce eAw; =€ A w,=¢. Per
ogni coppia di eventi elementari @, e w, di [P, e [P, diversi da e si ha allora

Plenw;) =P(e)P(w;) =0, Plearw,)=P(e)P(w,)=0
e quindi o P(¢) =0 oppure sono nulle le probabilita di tutti gli altri eventi

elementari di [P, e [P, e quindi P(e) = 1. La probabilita di e & percid
estrema come asserito. n

(iti) Le probabilita concentrate su un solo evento elementare della partizione
di B ... AR, si fattorizzano gualunque siano le condizioni di dipen-
denza logica delle partizioni P, ..., [P,

Se la probabilita & concentrata su ;... re, € (P, A ... A IP)?, allora sono
concentrate anche le probabilita marginali su [P, , ... , [P,, rispettivamente
sue,...,e,, come segue dal fatto che essendo P(e;A...ne)=1e e A...
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ne,=¢;, deveessere P(¢)=1,i=1,...,n. SihaalloraP(e,An...A€,)=1=
P(e))... P(ey)einoltre P(w, A ... Aw,)=0=P(w),) ... P(w,,) per ogni altro
costituente ;A ... AW, €A ATB, perché se ;A ... A, %€, A ... 1€,
per qualche i riesce w;# e; e P(w;) = 0 (perché P(e;)=1). Segue
l'asserto. ]

Il prossimo teorema dimostra che la finito-logica indi-
pendenza delle algebre di eventi di un insieme & & condizione
necessaria e sufficiente atfinché le assegnazioni marginali su
& siano tutte compatibili con l'ipotesi di indipendenza stocastica
delle algebre medesime. Il successivo Teorema 15.5.8 estende il
risultato alle collezioni di insiemi di eventi ed & il pili importante
dell'intero capitolo, perché da consistenza al giudizio di indipendenza
stocastica nella sua versione piu generale (per gli insiemi di una
collezione &).

15.5.7 Teorema.

Sia & un insieme di algebre di eventi. Allora le assegnazioni
marginali su & sono tutte compatibili con l'ipotesi di indipen-
denza stocastica delle algebre di 8% (15.5.5 Terminologia) se e solo
se le algebre stesse sono finito-logicamente indipendenti.

D»MoSTRAZIONE.

La finito-logica indipendenza delle algebre di & & condizione necessaria
e sufficiente affinché rurte le assegnazioni marginali su & siano coerenti
(15.5.5 Corollario); affinché siano coerenti cio¢ le loro estensioni congiunte su
W&, che sono allora (quando la condizione & soddisfatta) la rotalita delle
probabilita su W& . La condizione & anche necessaria affinché queste
probabilita — quindi turte le assegnazioni marginali su & — siano compatibili con
l'indipendenza stocastica delle algebre di &, perché per definizione la coerenza
¢ premessa indispensabile per l'indipendenza stocastica (15.5.5 Terminologia).
Resta allora da dimostrare che essa ¢ anche sufficiente: ovvero che nell'ipotesi
di finito-logica indipendenza delle algebre di &, le probabilith su \U& sono
tutte compatibili con I'indipendenza stocastica delle algebre stesse.

Se & = {A}, l'algebra & (unico elemento di &) & logicamente indipendente
(15.5.5 Nora 1), quindi finito-logicamente indipendente (15.5.5 Nota 2). L'ipotesi
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del teorema ¢ allora sempre soddisfatta. E lo & anche la tesi: per definizione
infatti ogni assegnazione marginale su & ¢ una probabilitd, che & anche
estensione su U{& } = & di se stessa e stocasticamente indipendente qualunque

essa sia (Complemento 15.5.3).

Altrimenti, scelta una probabilita P su U4 — o la corrispondente assegnazione
marginale — e posto P(E | ) = P(E) per ogni evento dell'insieme % che si
ottiene sostituendo nella (63) del Complemento 15.5.3 gli insiemi di eventi
della collezione & con le algebre di &, si tratta di dimostrare che se le algebre
di & sono finito-logicamente indipendenti I'estensione congiunta (P, P(: |))
— di dominio (L&) U Qg — & una probabilita coerente. In virtdt di 15.5.3 Propo-
sizione basta provare per questo che & coerente 1'applicazione P(- | ). Noi lo
faremo prima per &8 insieme finito di algebre finite ¢ poi in generale.

a) Sia&={& ... 8.}, &,,.., 8, dgebrefinite, m> 1.

Ora per ipotesi P € una probabilitasu &, U...U &, lealgebre &, ,..., &
sono logicamente indipendenti (15.5.5Nota 2) e &g si puo scrivere:

Qs = {Ej|0: 0eBI(E,,....E ), E; Ei,, ..., E;, scelti
in éﬂi,éﬂil,...,éﬂineﬁ }.

Sappiamo che affinché P( -[-) sia coerente occorre che la probabilita si
fattorizzi su (B UK HA .. A(Fj UG )= Ai Ao A& per ogni
{i;,....i,}c{l,...,m} (15.5.4c), ovvero sull'insieme:

?:: U{il,,..,in}C{l,...,m} gg'il/\ "'Aé&in'

L'asserto sara allora provato se mostriamo che sono coerenti: (i) il prolunga-
mento per fattorizzazione di P su &, che indicheremo in seguito con lo stesso
simbolo P; (ii) il prolungamento P(: |~) su &g della P prolungata (definita su
LU vl UF).

Poiché le algebre &, ..., &, sono di cardinalita finita, esse coincidono con le
algebre degli eventi logicamente dipendenti dalla loro partizione generata, anche
questa di cardinalita finita4. Le probabilita che si fattorizzano su & sono
allora tutte e sole quelle che si fattorizzano su Py(&d,) A ... A P(4,)
(15.5.6 Teorema). Osserviamo in proposito che & nota la probabilitd su

(66)

49 Per definizione di partizione generata, per ogni insieme di eventi & riesce
A (B(K)) (Proposizione 6.3.1). Se & & un'algebra finita vale anche 'in-
clusione inversa. Si ha infatti allora [P (#4) s (perché i costituenti di [P,(s4)
sono prodotti finiti di eventi di &) e di conseguenza & (P(s))c& (perché
glieventi di & (IP(#4)) sono somme finite di eventi di P.(#4)equindidi &).
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R(8)u ... UP(& ), in quanto restrizione della P datasu &, ... U&=
A (@ NU... U (B(A,)), e che le partizioni P(A ) & |, ...,
R(4,) < &, sono logicamente indipendenti, perché sono tali le algebre
&, ..., 8, (15.5.5¢). Allora, il prolungamento per fattorizzazione di P su &
€ una probabilitd coerente gualunque sia P (15.5.6(i)), e ciod prova il punto (i).

Passando al punto (ii), proviamo intanto che P(: |') ¢ coerente se le probabilita
marginali su X&), ... ,IPY(&A ) — restrizioni di P sono positive, mostrando
che in questo caso P(- [-) ¢ l'unico prolungamento della P che rispetta la norma
di coerenza (premessa al Teorema 13.2.2). In detta ipotesi infatti la probabilita
di ogni evento non impossibile di &, = & | (P,(4,)) & positiva, perché in
sua corrispondenza esistono eventi elementari di P,(&},) che lo implicano,
h=1,...,m. Le ipotesi w degli eventi di &g sono non impossibili e del
tipo Ef n...AE{ conE; ... E; sceltiin & ,..., & . Segue allora che
Ej,,...,Ej, sono non impossibili, appartengono nell'ordine a &, ... , &
(come Ej , ..., Ej,) e sono percid di probabilita positiva. Sono tali allora anche
leipotesi Ef,A... AE], , perché P si fattorizza su di esse. Usando il teorema delle
probabilita composte in forma di rapporto, per ogni evento di g allora si trova:

PEiAEjA...AE}) P(E)P(E}) ... P(E})
P(E;,n...AE}) ~  P(E;)-- P(E})

P(E|Ei,n... AE})= = P(E).

Se le restrizioni (probabilita marginali) di P su IP(;p (£),....IPY& ) non sono
tutte positive, costruiamo una successione di probabilita (7, ... , P, ... ) con
marginali positive, di comune dominio &, U ... U & UF, convergente a P
prolungata operando come segue. Indicate con Vv, , ..., V,, le cardinalita di
Py, ..., By(&,,), modifichiamo la probabilita sulla partizione P, (&)
(esusy =& (B(#4y))) scegliendo un suo evento elementare e, di probabilita
positiva e ponendo per ogni r naturale:

P(ep)
Fley) =Pley) - (Vp-1) 75-,

P(eh)
rvy

P(e) =P(e)+ per ecPY(A,)-{e,}).

E subito visto che P, & una probabilita positiva su IPC? (88}). Variando hda la
m, per prolun%amento si ottiene allora una probabilita B, su & U ... U & .,
positiva su P& ) U ... UPY(&,,) come quella del caso precedente. Il suo
prolungamento per fattorizzazione su & determina allora la probabilita P,(- | )
su tale che Pr(El-[ w)=F.(E;). Si ha poi lim, _, ., F(e) = P(e) per ogni
eePl(4)), come subito si verifica. Segue lim,_, ., B.(E,) = P(Ey) per
ogni Eye Ay, h=1,...,m, e quindi lim,_,., P, (E|w) = P(E) per ogni
Eed u...ud& . Al divergere di r, 1aP, converge allora verso la P e la
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B(+]-) verso la P(-|-) soddisfacente la P(E; | w) = P(E;) per ogni evento di Q.
L'estensione congiunta (P, P(-|-)) & percio coerente su (&, U... U 1)U Lg
(Teorema 13.3.2) e la tesi del teorema nel caso a) & cosi provata.

b) Sia &=&8, & insieme non singleton di algebre qualsiasi.

Ora P & una probabilita su U& e le algebre di # sono finito-logicamente
indipendenti. Sono cio¢ logicamente indipendenti le algebre di ogni sottoin-
sieme finito di & . Posto P(E [ w) = P(E) per ogni evento di L, in vista di
provare che l'applicazione P(- [-) che cost si ottiene € una probabilita coerente,
consideriamo una scommessa & su eventi di &g valutata con la P(-|") e
indichiamo con G il corrispondente guadagno. A ogni evento condizionato di
& —del tipo E|EjA... AE,, — sono associati un insieme finito di eventi assoluzi
di W& e un insieme finito di algebre di &, a cui appartengono. Poiché & finito
il numero degli eventi condizionati di 4, sono allora insiemi finiti anche le
totalita Ec UM e (& |, ..., &8} © & degli eventi assoluti e delle algebre
associati a*. Indichiamo con &}, il sottoinsieme degli eventi di & appartenenti
a&y,. Allora, {€,, ..., &} & unaripartizione di &, &, c &, (P(&,)) € K,
(Proposizione 6.3.1), h=1,...,m e & (B(&)), ..., &8 (P(&,)) sono
algebre che soddisfano le ipotesi del passo a) precedente. Sono cioé in numero
finito, di cardinalita finita (come le corrispondenti partizioni generate) e
logicamente indipendenti (perché sono tali le loro sopralgebre &, ..., & ).
Inoltre, indicati con P’ la restrizione della probabilitd P (di dominio Ué&d) su
G (BN U... U (B(&,)), con D linsieme che si ottiene usando nella
(66) le algebre & (P(8), ..., 8 (P,(&,)) e con P(- |-) la restrizione della
P( I') (di dominio &) su @, per quanto provato in a) I'estensione congiunta
(P, P( ] )) & una probabilita coerente su &, (B(& ) U ... U A (P(ENHNVD.
Segue che la scommessa 4, che pud essere interpretata anche come scommessa
su eventi di £, soddisfa la norma di coerenza (min G <0). Essendo % una
scommessa generica su eventi di £, cio prova che 'applicazione P(- ]-) e
una probabilita coerente su £ e da qui segue che (P, P(- | )) & coerente su
(W)U Dy, ciot 1a tesi del teorema. [

CoOMPLEMENTO.

Se & ¢ un insieme di algebre, il dominio della corrispondente P(- |) puo
essere scritto nella forma generale (63) (sostituendo gli insiemi di € con le
algebre di &) -~ come si ¢ fatto per dimostrare il teorema — oppure nella forma

g = {EIE,/\.../\E,I:E,E,,...,E,, sceltiin& ,&,,..., A}

(sottinteso E; A ... AE, # @), a cui si perviene cominciando con 'osservare che il
generico evento dell'insieme scritto nella forma generale — che indicheremo
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qui nel seguito con & - ¢ del tipo E|E1’/\... AE,conE E,, ... E, sceltiin
L. 8, Kyed e Ejn... AE, evento elementare di Py(E,,...,E,). Da qui
segue &y C £ (immediato) e anche l'inclusione inversa. Questa perché la

condizione «E,, ..., E, sceltiin &, ... , & € & » puo essere sostituita dalla
«Ej,....Eysceltiin &, ..., 8, € & » - ad essaequivalente, poiché &4,..., & ,,
sono algebre — e cid mostra che E|EjA ... AE,; & un evento di Q. |

Anche l'insieme &g di 15.5.4¢ qui si pud scrivere in forma pilt semplice. In
questo caso perché per ogni algebra & riesce & U~ = &. Si ha:

Fa={En...AE :E|,... . E,sceliind,,..., Qe }.

15.5.8 Teorema.

Sia € una collezione di insiemi di eventi. Le assegnazioni margi-
nali su € sono tutte compatibili con l'ipotesi di indipendenza
stocastica degli insiemi della collezione se e solo se esiste un
insieme di algebre di eventi finito-logicamente indipendenti che
includono gli insiemi di & (15.5.4 Terminologia).

DIMOSTRAZIONE.

Necessita.

Se le assegnazioni marginali su &€ sono tutte compatibili con I'indipendenza
stocastica degli insiemi di €, esse sono allora anche tutte coerenti (15.5.5 Termino-
logia), € ci0 accade solo se le algebre generate dagli insiemi di € sono finito-
logicamente indipendenti (15.5.5 Teorema). Poiché € C & ,(€) per ogni € &
(per definizione di algebra generata), le algebre dell'insieme {B,(8):8€8€}
sono finito-logicamente indipendenti e includono gli insiemi di €.

Sufficienza.

Sia & (&) un insieme di algebre finito-logicamente indipendenti che includono
gliinsiemi di €: #(&)={H (&) : (&) &, 8 &}. Per ogni &€ & riesce
A (8) A (&), perché & ¢ A (&) e A (&) & per definizione 'intersezione
delle algebre contenenti €. Sono allora finito-logicamente indipendenti anche
le algebre generate dagli insiemi di €: & (&)={L,(8): e &} (15.5.5p).
In vista di provare che da cio segue che tutte le assegnazioni marginali su &
sono compatibili con l'indipendenza stocastica dei suoi insiemi, indichiamo con
Punadiesse, con P la corrispondente estensione congiunta su \U& e con P(: | )
l'applicazione che si ottiene ponendo P(E |E I~ AEL) = P(E) per ogni evento
dell'insieme &g definito nella (63) del Complemento 15.5.3. Scegliamo poi,
per ogni & € €, un prolungamento su & (&) della probabilita assegnata dalla
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P su &. Otteniamo cosi una assegnazione marginale P’ su & (&) compatibile
con l'indipendenza stocastica delle sue algebre (Teorema 15.5.7). Tale
cioé che, indicata con P'la sua estensione congiunta su uﬁ(}(@) e posto
P’(E|E1/\ ...AE,)=P'(E) per ogni evento dell'insieme &g che si ottiene
sostituendo nella (63) gli insiemi di € con le loro algebre generate, ¢ coerente
su (U (€))U Qg l'estensione congiunta (P', P'(- |))- E percid coerente
anche la restrizione di questa su (U&) U Qe che, come facilmente si verifica,
coincide con la (P, P(:|-)). Per la genericita di P segue allora l'asserto.

La prova del teorema € cosi completa. [ |

COROLLARIO.

Sia € una collezione di insiemi di eventi. Le assegnazioni marginali su & sono
tutte compatibili con lipotesi di indipendenza stocastica degli insiemi della
collezione se e solo se le algebre generate dagli insiemi medesimi sono finito-
logicamente indipendenti.

Commento. La finito-logica indipendenza delle algebre generate dagli insiemi
di unacollezione & ¢ prerequisito indispensabile affinché sia
coerente giudicare gli insiemi di € stocasticamente indipendenti.

DmMosTRAZIONE.

Basta ricordare che le algebre generate da insiemi di eventi contengono gli
insiemi che le generano e usare il teorema. ]

15.6 Estendibilita del giudizio di indipendenza
stocastica

Come sottolineato nel commento di 15.5.8 Coroliario, &
dunque coerente giudicare gli insiemi di eventi di una collezione
& stocasticamente indipendenti se e solo se le loro algebre
generate sono finito-logicamente indipendenti. In termini operativi,
in questa ipotesi — e solo in questa ipotesi — € coerente valutare la
probabilita P su \U& assegnando a piacere le probabilita marginali
sugliinsiemi di € (15.5.5 Teorema) € richiedere che sia P(E |w)=P(E)
per ogni evento dell'insieme &g definito nella (63), ovvero, richiedere
che E sia stocasticamente indipendente da E,, ..., E,, per ogni
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sceltadi E, E;, ..., E,in n+1 insiemi diversi di €.

Ponendo &= ,(8)={ £ ,(8): & € &} nel Teorema 15.5.7,
si vede poi che ¢ coerente giudicare gli insiemi di eventi di &
stocasticamente indipendenti se e solo se € coerente estendere tale
giudizio alle loro algebre generate. Se & coerente cioé prolungare
su &(&€) l'assegnazione marginale data su € — scegliendo per ogni
insieme & € &€ un prolungamento su &(&) della probabilita su & —
e richiedere che le condizioni di indipendenza stocastica siano
soddistatte non solo per gli eventi degli insiemi della collezione
&, ma anche per le somme finite di loro prodotti finiti (Teorema
7.4.4, Proposizione 7.4.3). 1l giudizio esteso tiene conto percid
anche della potenzialita descrittiva marginale dell'incertezza, nel
senso che gli insiemi vengono ampliati aggiungendo agli stessi loro
eventi logicamente dipendenti. Ne tiene conto perd in modo
parziale, perché gli eventi che vengono aggiunti —quelli delle
algebre generate — dipendono logicamente da sottoinsiemi finiti dei
rispettivi insiemi. Cio suggerisce di studiare il problema in generale,
senza porre a priori vincoli alla scelta degli eventi logicamente
dipendenti dai singoli insiemi da aggiungere agli insiemi medesimi.
Premettiamo a tal fine la seguente proposizione.

15.6.1 Proposizione.

Siano &, &' collezioni di insiemi di eventi e gli insiemi di &'
includano quelli di € (15.5.4 Terminologia). Allora, il giudizio di
indipendenza stocastica degli insiemi di &€ puo essere esteso agli
insiemi di €'se e solo se esiste un insieme di algebre di eventi
finito-logicamente indipendenti &.(&") che includono gli insiemi
di &', In questa ipotesi il giudizio puo essere anzi esteso anche
alle algebre di $4(&").

DIMOSTRAZIONE.

Dire che il giudizio di indipendenza stocastica degli insiemi di € puo essere
esteso agli insiemi di €" significa affermare che esso & coerente sia per gli insiemi
di & sia per quelli di €". Poiché gli insiemi di € sono inclusi in quelli di &',
affinché cio accada ¢ sufficiente (e ovviamente necessario) che tutte le assegna-
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zioni marginali su €" siano compatibili con I'ipotesi di indipendenza stocastica
dei suoi insiemi (usare la 15.5.4b scambiando di ruolo & e &), il che avviene se
e solo se esiste un insieme di algebre di eventi finito-logicamente indipendenti
#.(€") che includono gli insiemi di €', come enunciato (Teorema 15.5.8). =

In virta del Teorema 15.5.8 e della Proposizione 15.6.1 il
problema della coerenza del giudizio di indipendenza stocastica
degli insiemi di una collezione & e quello della sua estendibilita si
risolvono contestualmente ricercando gli insiemi di algebre finito-
logicamente indipendenti &(&) incluse nelle algebre dell'insieme
A (8)={4,(8): 8 &) e includenti gli insiemi di €. Se non
esistono insiemi di algebre siffatte, il giudizio non & coerente e non si
pongono percio problemi di estendibilita. Altrimenti, in corrispon-
denza a ogni insieme di tali algebre riesce 4(&) < L(&) per ogni
§e &, perché # (&) & la minima algebra che include &
(Definizione 7.4.1). Le algebre di {#4(&): & € & } sono allora
finito-logicamente indipendenti (15.5.5b), & coerente percid
giudicare gli insiemi di € stocasticamente indipendenti ed estendere
il giudizio alle algebre di &4(&) e quindi a qualsivoglia collezione &'
ottenuta scegliendo in ogni algebra di $4(€) un soprainsieme
dell'insieme di € in essa incluso.

Circa la soluzione del problema (quando esiste), essa &
minima in ogni quadro di riferimento se &,(&) & l'unico insieme
di algebre finito-logicamente indipendenti che includono gli insiemi
di €. E massima se sono finito-logicamente indipendenti le algebre
di 8, (&). In tal caso, il giudizio di indipendenza stocastica degli
insiemi di & & coerente e pud essere esteso a tutte le collezioni &'
che si ottengono aggiungendo a piacere agli insiemi di &€ loro
eventi logicamente dipendenti.

Riassumiamo il discorso dando la seguente definizione.

15.6.2 Definizione.

Siano € una collezione di insiemi di eventi, 88 ,(&)={&,(&8):
e €}, (&) uninsieme di sottoalgebre delle algebre dell'insieme
B (&)={4,(8): 8 €€} includenti gli insiemi di €. Allora, il
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giudizio di indipendenza stocastica degli insiemi di € :

— non é coerente (realizzabile) se le algebre di & (&) non sono
Jinito-logicamente indipendenti;

— ¢ debolmente coerente (& (&)-realizzabile o parzialmente
realizzabile) se le algebre di 8(&) sono finito-logicamente
indipendenti e non sono tali le algebre di 88,(&);

— ¢ fortemente coerente (8, (€)-realizzabile o completamente
realizzabile) se le algebre di 8 (&) sono finito-logicamente
indipendenti.

Se tutti gli insiemi di una collezione &€ sono di cardinalita
finita, il giudizio di loro indipendenza, se coerente, & sempre
completamente coerente, perché in tal caso &,(&)=&,(&). Lo
studio dell'indipendenza stocastica in questa ipotesi & approfondito
nel prossimo § 15.7. Se almeno uno degli insiemi della collezione &
ha cardinalita infinita, invece, esistono casi in cui il giudizio di
indipendenza stocastica ¢ parzialmente coerente. Uno interessante
lo vedremo in 19.8.5 Esempio.

15.7 Indipendenza stocastica in ambiente finito

Il termine «ambiente finito» sta qui a indicare il quadro delle
possibilita &, (U&) descritto da una collezione € di insiemi di cardinalita
finita. 11 termine si riferisce percio alla cardinalita degli insiemi e non a quella
della loro collezione, che pud anche essere infinita. La particolarith della
descrizione riguarda percio gli ambienti descritti dai singoli insiemi di &
— le algebre dei loro eventi logicamente dipendenti —, che sono di cardinalita
finita e coincidono con le loro algebre generate, perché per ogni & € & riesce
A (8) =R (By(8)) = H,(&) (Teorema 6.3.2, Proposizione 7.4.3). Ne segue
che se gli insiemi di una collezione &€ sono di cardinalita finita, essi possono
essere sostituiti con le loro partizioni generate sia ai fini della descrizione — e cid
vale in generale, perché & (V&)= (Ugs. A L(P,(&))) e le algebre
{A,.(8): & e&) sono finito-logicamente indipendenti se e solo se sono tali
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le partizioni generate di {{P,(&): & € &} (15.5.5¢) — sia ai fini dello
studio dell'indipendenza stocastica — perché se € ¢ finito le probabilita si
A, (€)= ;(&) (quindi anche su € ) sono determinate da quelle su [B(&) 50,
Per questo motivo in seguito condurremo lo studio considerando preferibilmente
insiemi di partizioni finite, piuttosto che collezioni di insiemi finiti. In virta
dell'osservazione sulla finito-logica indipendenza abbiamo intanto che in
ambiente finito il 15.5.8 Corollario & equivalente al seguente teorema.

15.7.1 Teorema.

Sia & un insieme di partizioni di cardinalita finita. Le assegnazioni marginali
su & sono tutte compatibili con l'ipotesi di indipendenza stocastica delle
relative partizioni se e solo se queste sono finito-logicamente indipendenti.

Commento. La finito-logica indipendenza delle partizioni di & & prerequisito
indispensabile affinché sia coerente giudicarle stocasticamente
indipendenti.

In generale, nello studio dell'indipendenza stocastica di una collezione
di insiemi ¢ fondamentale — attesa la definizione — lo studio del medesimo
problema per collezioni finite: le sottocollezioni della collezione data. In
ambiente finito interessa allora approfondire I'argomento per insiemi finiti di
partizioni finite. Sussiste in proposito il seguente importante teorema.

15.7.2 Teorema.

Siano P, , ... | B, partizioni di cardinalita finita. Allora, le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

. . . . g s g 1,r 7 L. \ . . T
a) i costituenti non impossibili di /\; 2y, [P. sono irrilevanti per i costituenti di
B, h=1,.. ., n

b) glieventi di BN, IP) sono irrilevanti per gli eventi di & (R));

50 Siha U& U, g A (B(&)), perché & A, (B(&)) per ogni & € € (Proposi-
zione 6.3.1). Inoltre, ogni evento di U, _g & (B(8)) & logicamente dipendente
da UE (se E€ Uy ¢ & (B(&)), allora E€ &, (P(&)) per qualche &, & ciod
logicamente dipendente da & e quindi da U& ). In virtl di 6.3.3 Noza la parti-
zione generatada U, g & (IP(&)) & allora uguale alla partizione generata da
W& e riesce percido &, (V€)= (U g £, (B(8))) come dichiarato nel testo.
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c) K (B),..., &8, (B) sono stocasticamente indipendenti.

d) B, ..., [P, sono stocasticamente indipendenti.
Inoltre, esse implicano la:

e) Perogni @, ..., 8 disgiunti a due a due e inclusi in {IP,, ... , P,
L (AD), ..., B (AB) sono stocasticamente indipendenti.

Norta.

Per completezza il teorema non esclude la presenza della partizione nulla. Nella
a) dice percio «i costituenti non impossibili di ... » al posto di «gli eventi
elementari di ... », dizione che sara preferita quando &€ noto che [P, , ... , [P,
sono tutte non nulle.

D1vOSTRAZIONE.

Ciascuna delle cinque condizioni sottintende dato un conveniente insieme di
eventi condizionati £ e una probabilita (P, P(-|-)) su {E : E|He2}u 2
tale che per ogni evento EIHE 2 riesca P(E]H) = P(FE). Indicati nell'ordine
con @y, Dy, D, 2y 1 primi quattro insiemi, tenuto conto che il numero delle
partizioni ¢ finito (percid di 15.5.2 Proposizione), di 15.5.7 Complemento per @, e
della (63) del Complemento 15.5.3 per 2y, si ha:

1,n 1,n
D, = {whl/\#h w:w,elP,. . 0,elP, Agpw#o,h=1,...,n},

Dy={E|H:Ec &, (B), He AN} B), h=1,...,n),
b LIRl izh <4

D, = {EQ | NLE  E;. ... Eysceltiin &, (P), ..., A (P), AL E %0},

Dy={wy|e: ecPl(o,...0,)-{0,}), 0, ..., 0, sceliiin P, ..., P}

Riesce £, € &y D). < 2y. La prima inclusione & ovvia; la seconda vale
perché wy,|e € £y & del tipo w, | A i1}, w}, percid wy,€ & (B), /e & (P)
perO<i=h<ne allora wy|e€ D;; la terza perché E;| A}, E;€ D, implica
Epe & (1), NiZp Ei€ Njzh 8, R)CA, (AL B) e percio EY ALLE; € .
Cio premesso, osserviamo che se £ ¢ un insieme di eventi condizionati e 2, 2 ,
allora ¢ anche {E: E|He @)} C {E : E|He 2 }. Pertanto, se per gli eventi
condizionati di un insieme le rispettive ipotesi sono irrilevanti ai fini della
valutazione delle loro probabilita, cid accade anche per gli eventi condizionati di
ogni suo sottoinsieme. Allora si ha: b) implica ¢) implica d) implica a).
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Per dimostrare che sussistono anche le implicazioni inverse basta allora provare
aquesto punto che a) implica b). Per simmetria, basta anzi mostrare che questa
implicazione sussiste nel caso h=1. Riesca allora P(a)l WA ... AD,)=P(w) per
ogni we [P e ogni w,n ... Aw, € (Pya... AR’ Scelto He AY(B,a...AR), He
somma logica di eventi elementari @, A ... A @,,. Essendo P(o|wyn ... Awy,)
costante al variare dell'evento ipotesi e uguale a P(w), per la proprieta
conglomerativa riesce P(le) = P(w) (Complemento 15.2.2) per ogni we IPI e
He AYP,A...AP,). Scelto ora E€ L, (B), sthaE=V ,c p (WAE). Allora si
trova E|H=(V e p OAE)|[H=V e p (0AE)|H (n° 12.3.4), ove 0AE=w se
w=E, altrimenti ¢ impossibile. Percio segue (Definizione 9.4.1):

P(E|H) = Zwe]pl P(wAE|H) =Zwe]pl P(w|H)§(w=>E) =
Y pep, P(0)5(0=E)=P(E).

L'equivalenza delle affermazioni a), b), c), d) & cosi provata.

Per dimostrare che esse implicano la ), & sufficiente ovviamente provare che
a) implica e). Sussista allora la ) e quindi anche b), c)e d). E L ... U8
{IP,,...,IB,}. Per semplicita poniamo R U ... U & ={P,..., P} Poiché
sussistono c) e d), le algebre &, (B), ..., & (B,) e le partizioni [P, , ... , [P,
— e anche parte di esse (15.5.4a) — sono stocasticamente indipendenti. Per ogni
sottoinsieme di {B,..., [B } e di {8, (B),..., &, ()} sussistono allora a) € b).

Ci0 visto basta ora mostrare che le partizioni AP, ... ,/\9@ soddisfano la a),
perché allora soddisfano anche la c)e 8 (A), ... , & (AP)sono
percio stocasticamente indipendenti. Per simmetria & sufficiente poi provare
che i costituenti di A& non sono correlati con quelli non impossibili della

partizione prodotto di A&, ..., A. Posto & = {IP,, ... [P}, si tratta allora
di mostrare che i costituenti di A8 =P, ... Al non sono correlati con quelli
non impossibili di (AZ)A ... AAB) =P A... AR, Scelti 0, , ..., 0,,
O=Wpy A AOp#¢In B, BB AL AR, consideriamo gli eventi:
a)j/\a), 0)1/\602/\60, ey Cl)I/\../\C()h/\CU, cee oy (()]A.../\a)r_ll\a).

Se nessuno di essi € impossibile (primo caso) si ha:

Plw;A... A0, | @) = P(0)) P(0,]| 0, A 0) P(03| 0, A0, A @) ...
o P(@] oA A0, A0) = P(0) P(w,) ... P(w,) = P(0,A ... ®,),

valendo la seconda uguaglianza perché in virtd della ) @,,...,®, non sono
correlati con i rispettivi eventi ipotesi appartenenti nell'ordine a éﬂf( PAPBA...
AR, BB A AB_ AR, A AR e lultima perché &, (B), ..., & (P)
sono stocasticamente indipendenti e percid la probabilita si fattorizza su
A (BIA... A & (B) (15.5.7 Complemento).
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Se esistono eventi impossibili (secondo caso) e WA ... A@pA® & il primo
di essi, si ha: whla),/\ ... AWp_;A® ¢ impossibile, @y, non & correlato con
WA ... A@y_; Ao (ancora in virtd della b)) e percid P(wp| 0, A... A@y_ Aw) =
0 =P(wp), quindi anche P(w;A ... Aw,) = 0; inoltre, W, A... AW, AO=@ &
percio P(w;A ... A a)rl ®)=0=P(w;A... A®,). Anche in questo secondo caso
W;A... AW, non ¢ dunque correlato con W=, ;A ... AW,

Per la genericita dellasceltadi @, , ..., w,, 0 ¢in [, ... ) [B, B, A AR
le partizioni A&, ..., A& soddisfano dunque la a), come volevasi.

La prova del teorema & cosi completa. ]
CoMPLEMENTO.

Se & ¢ un insieme di partizioni qualsiasi, esse sono per definizione
stocasticamente indipendenti se e solo se le condizioni di indipendenza
stocastica sono soddisfatte in corrispondenza agli eventi dell'insieme unione
di insiemi del tipo £ introdotto nel corso della dimostrazione, cio¢ di quelli
che si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili un numero finito di
partizioni di &. Pertanto, scelte comunque IP, [P, , ..., [P, per ogni weP e
ogni W, A ... nw, € P A... AR, 0 deve essere stocasticamente indipendente
da ogni evento elementare della partizione generata da {®,, ... , ®,}. Per
ogni costituente di [P e ogni costituente di B, A ... A [P, & cosi richiesto che
siano soddisfatte fino a 2"~ condizioni del tipo P(a)l WiA... A®,)=Plw).
Se le partizioni di & sono di cardinalita finita, in virtd della a) del teorema &
sufficiente perd che sia soddisfatta solo la P(a)l WA ... AD,)=P(w), e
neanche questa se w; A ... A w, é impossibile. Pertanto:

se le partizioni di & sono finite, esse sono stocasticamente indipendenti
se e solo se riesce P(a)] e)=P(w) per ogni evento dell'insieme

Dp={w|e: welP,ec(PAa..AR) P, B, . PecP)

Circa la condizione di fattorizzazione, quella necessaria per l'indipendenza stoca-
stica, con riferimento alle partizioni di un insieme & qualsiasi la probabilita si
deve fattorizzare su Ui, B (BU-P)HA... A(BU-R)) (15.54c).
Poiché riesce P A... AB,CIRUSP)A . ABU-B)c s (B)A... AL, (B),
si ha intanto che la fattorizzazione su P, U ~[P)) A ... A (IB,U =IP,) implica
quellasu [P, A ... ATB,. Se le partizioni di  sono di cardinalita finita vale poi
anche il viceversa, perché allora la fattorizzazione su [P, A ... A [P, implica
quella su & (B)A ... A & (B) (15.5.6 Corollario 2). In quella ipotesi la
condizione necessaria per l'indipendenza stocastica delle partizioni di P si pud
dunque esprimere limitandosi a richiedere che la probabilita si fattorizzi su:

g’@ZU{HDI,.“,IPn}C@ IPI/\.../\IPH.



590 Indipendenza stocastica

15.7.3 Aspetti operativi in ambiente finito.

Per le nozioni di indipendenza logica e stocastica di n eventi ¢ irrilevante la
presenza dell'evento certo e di quello impossibile (6.4.2 Commento, 15.3.1 Comple-
mento). Al fini della verifica o dell'introduzione dell'indipendenza stocastica
delle partizioni di un insieme — argomento di questo numero — ¢ allora
irrilevante (e di nessun interesse operativo) la presenza della partizione nulla
nell'insieme e del costituente impossibile nelle partizioni. Per questo motivo, 1
risultati che dettano regole per la verifica di indipendenza stocastica di insiemi
di partizioni saranno enunciati per partizioni in eventi elementari. 1l lettore
potra facilmente verificare che sussistono perd anche in presenza della
partizione nulla e di costituenti impossibili in quante si vogliano partizioni.

Ciod premesso, se le partizioni in eventi elementari dell'insieme & non sono
finito-logicamente indipendenti, esistono partizioni prodotto di sue partizioni
in numero finito che hanno qualche costituente impossibile. Se ;A ... Aw, €
P A...ATP, & uno di questi, allora gli eventi elementari @, , ... , ®,, (possibili)
non sono logicamente indipendenti e perciod uno di essi (almeno) ¢ logicamente
dipendente o semidipendente dagli altri (15.3.55). Nel primo caso esso non
puod essere stocasticamente indipendente dagli altri, mentre nel secondo lo ¢
solo se la sua semidipendenza ¢ unilaterale e la sua probabilita ¢ estrema e
determinata dal tipo di semidipendenza (15.2.4¢). Cid capita anzi per almeno
due componenti del prodotto w;A ... A®, (15.3.6 Proposizione) €, come
documentato dagli esempi del n° 15.3.6, pud capitare solo per due (Esempio 3)
o anche per tutte (Esempi 1, 2). Inoltre, in ragione del grado di dipendenza
logica delle partizioni di &, possono essere impossibili altri costituenti di
P A... AR, o di altri insiemi finiti di partizioni prodotto. E allora sufficiente
che almeno un evento elementare di una partizione risulti logicamente
dipendente o semidipendente bilateralmente da un insieme finito di eventi
elementari di altre partizioni oppure semidipendente non dello stesso tipo da
due insiemi finiti di eventi elementari di uno stesso o di due insiemi di
partizioni diversi, acciocché sia incoerente richiedere di soddisfare le condizioni
di indipendenza stocastica per le partizioni di &.

Le situazioni di indipendenza stocastica delle partizioni di un insieme in
assenza di finito-indipendenza logica sono dunque casi limite molto particolari,
che si realizzano inoltre — quelle volte che si puo farlo — solo attribuendo
probabilita nulla a qualche evento elementare di almeno una partizione. Cosa
sicuramente inconsueta nei problemi concreti dell'ambiente finito nei riguardi
delle partizioni introdotte per descrivere aspetti particolari del problema. Come
per quelle che descrivono gli esiti dei singoli lanci in una partita a testa e croce
o a dadi; o gli esiti delle singole estrazioni da una medesima urna o da urne
diverse; eccetera. E tipico infatti in questi casi attribuire probabilita positiva a
tutti gli eventi elementari di ciascuna partizione. Nelle applicazioni in ambiente
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finito la finito-logica indipendenza delle partizioni che vengono introdotte per
descrivere il problema — ciascuna in uno dei suoi aspetti essenziali o comunque
piu significativi a giudizio di chi lo studia — & praticamente un prerequisito per
l'indipendenza stocastica. Per questo motivo il seguito del discorso — in questo
numero e nel successivo che € un suo caso particolare — sara fatto per insiemi
di partizioni finito-logicamente indipendenti. Cominciamo col dimostrare in
proposito la seguente proposizione.

Prorosizione.

Siano P un insieme di partizioni di cardinalita finita, finito-logicamente
indipendenti, P un'assegnazione marginale su & (15.5.5 Terminologia), P la
sua estensione congiunta su \JP . Allora P é coerente ed ¢é tale anche il suo
prolungamento per fattorizzazione su Fp=p  picp Ba AR

DIMOSTRAZIONE.

Sia &= (& (P):Pec ). Le algebre di # includono le partizioni di P e
sono finito-logicamente indipendenti, perché sono tali le partizioni (15.5.5¢).
Allora P & compatibile con I'indipendenza stocastica delle partizioni di &
(Teorema 15.5.8). E percid coerente ed & tale anche il suo prolungamento per
fattorizzazione sull'insieme Up g cp (BU-B)A. .. A(BU-B))
(15.5.4¢) cheinclude Fp = pjce Ba.. AR, n

Proviamo ora che sussiste la seguente teorema.

TEOREMA.

Siano & un insieme di partizioni in eventi elementari di cardinalita finita,
finito-logicamente indipendenti, 5:@ =UR,.. Bc® PA... A IP[.I. Allora,
ciascuna delle seguenti affermazioni é condizione sufficiente per l'indipendenza
stocastica delle partizioni di & .

a) P ¢ un'assegnazione marginale positiva su @ e la probabilita si fattorizza
su Fg (indipendenza stocastica via fattorizzazione);

b) la probabilita é uniforme su ogni P e P e si fattorizza su Fg;

¢) la probabilita é uniforme su [P A ... A B, per ogni {IP,... , B} @
(indipendenza stocastica via giudizio di simmetria);

d P=(B,... B, ..} e, .., P, sono stocasticamente indipendenti per
ogni n (successioni stocasticamente indipendenti via segmenti iniziali);
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e) P={P, ..., IPH , ... }» P é un'assegnazione marginale positiva su P e per
ogni n>1 gli eventi elementari di By A ... AIB,_, sono irrilevanti per quelli

&P,

Inoltre, b) e c) sono equivalenti.

DmMOSTRAZIONE.

Prova della a).

Qualunque sia P, il prolungamento per fattorizzazione della sua estensione
congiunta su &g & coerente (Proposizione precedente) e positivo; usando il
teorema delle probabilita composte nella forma di rapporto in corrispondenza a
ogni scelta di {{P,, ..., [P}, si ricava allora la 15.7.24, quindi la 15.7.24 e con
essa la tesi.

Prova della b).
Le probabilita uniformi su partizioni finite sono positive. La b) implica allora la a)
ed & quindi sufficiente per l'indipendenza stocastica delle partizioni di &. In

questo caso interessa anche provare che b) implica c). Siano perquesto v, ..., V,
le cardinalita di [P,,..., [P, e &. Allora, per ogni sceltadi w,€lB,... ,w,e P,
per ipotesi riesce P(w;)=1/v,, ..., P(w,)=1/v,e P(0; A ... A®,)=P(w)) ...

P(w,)=(1/v,) ... (1]v,). La probabilita & percio uniforme su P,A... AR, e
sussiste percio la c¢).

Prova della c).

Siano come sopra v, ..., V, le cardinalita di P,..., HDn € @ . Poiché le partizioni
sono logicamente indipendenti, la loro partizione prodotto ha cardinalita
V, ...V, (6.2.2Nota). A ogni evento elementare di [P, A ... A [P, viene allora
attribuita probabilita 1/(v; ... v,)). Cio visto, scegliamo w;€ [B. Esso & somma
logica degli eventi elementari di [P, A ... A [P, che lo hanno per componente, il
CUi NUMETO & V... V;_; Vi, ... V,, cardinalita della partizione P A ... AIP_ A
P A A Sitrovaallora P(@) = (v, ...V, Vyy o V) [(V, ... v) = 1] v e cid
mostra che la probabilita ¢ uniforme anche su ogni partizione IPI Da qui segue
Plon...hnw)=1/(v,...v)=(1]v)...(1]v,)=P(w);) ... P(w,) e perciod la
c) implica la b) e per quanto visto sopra & equivalente alla ) (come asserito
nell'enunciato) ed ¢ percio sufficiente per I'indipendenza stocastica delle
partizioni di &.

Prova della d).
Basta osservare che ogni sottoinsieme finito di {IP,, ..., P, , ... } & incluso in
qualche segmento iniziale e usare la 15.5.4a e la Definizione 15.5.2.

Prova della e).
Scelti w, € EPI sy W € IPn, per il teorema delle probabilita composte e in virtu
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delle ipotesi si ha P(w; A ... Awy) = P(w) P(w,| @) ... P(@p| 0y A A0y ) =
P(w,)... P(w,) >0, da cui segue la tesi perché sussiste la a).

CoroLLario 1.

Siano P, , ... , P, partizioni in eventi elementari di cardinalita finita,
logicamente indipendenti. Si ha:

f) se la probabilita ¢ uniforme sulle marginali [P, ..., B, e si fattorizza su
B A...AIP,, allora essa é uniforme anche su questa;

g) se la probabilita é uniforme su P, A ... AR, allora é uniforme anche sulle
partizioni marginali di ogni ordine (Definizione 6.2.2).

DIMOSTRAZIONE.

La prova della f) ¢ parte di quella della ) del teorema.

Proviamo la g). Siano per questo v, ..., v, le cardinalita di P,..., ]Pn. Provando
la ¢) del teorema abbiamo visto che se la probabilita ¢ uniforme sulla partizione
[P A...AB,, allora & uniforme anche sulle sue marginali [P, ..., [B, (di ordine 1)
e si fattorizza su A ... A [B,. Percio si fattorizza anche sull A ... AP, per
ogni {i;,..., i} < {1,...,n} (15.5.6 Corollario 2), € per ogni a),-IEIPi] s
w; €P_allorariesce P(wj,A... Aw;)=P(w;) ... P(w;)=(1/v;) ... (1]v;) =
L/(Vi, ... viy). La probabilita & percid uniforme su ogni marginale P.A ... AP
come volevasi. u

COROLLARIO 2.

Siano P, , ..., P, partizioni in eventi elementari di cardinalitd finita, logicamente
indipendenti. Allora ciascuna delle seguenti affermazioni é condizione
sufficiente per la loro indipendenza stocastica:

a') P é un'assegnazione marginale positiva su IB, L ... U [P, e la probabilita
si fattorizza su P a.. AP,

b') la probabilita é uniforme sulle marginali [Py, ... , [P, e si fattorizza su
PA AR

¢') la probabilita é uniforme su P, A ... AB,;

¢') P ¢ un'assegnazione marginale positiva su By U ... U P, e gli eventi
elementari di IPI/\ ... AWy sono irrilevanti per quelli di B . h=2,....n

Inoltre, b') e ¢') sono equivalenti.

DIMOSTRAZIONE.

Si ottiene la tesi osservando che le affermazioni a'), b'), ¢'), ¢’) sono casi
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particolari delle affermazioni omonime (tolto l'apice) del Teorema precedente.
I casi che si ottengono ponendo P={P,.., IPn} e semplificando le prime
tre tenendo conto che le probabilita che si fattorizzano (che sono uniformi) su
[P A ... A [B, si fattorizzano (sono uniformi) anche sulle marginali di ogni
ordine, come segue da 15.5.6 Corollario 2 per la fattorizzazione (che interessa le
a') e b')) e dal precedente Corollario 1 per l'uniformita (che interessalac’)). m

CoMMENTO.

Se le partizioni di P sono finito-logicamente indipendenti, allora
ogni assegnazione marginale P su & & compatibile con I'ipotesi della loro
indipendenza stocastica (Teorema 15.7.1). Il Teorema precedente ci dice
— direttamente in ) e indirettamente in b) e ¢) — che se P. & positiva, la
fattorizzazione su Fp = p,  p cp B A.. AR & sufficiente per realizzare
l'indipendenza stocastica delle partizioni di & . Cid accade solo in quella
ipotesi. In generale, infatti, se P viene prolungata per fattorizzazione
su 5"—@, allora la condizione di indipendenza stocastica € automaticamente
soddisfatta in corrispondenza alle ipotesi /\,-1;;'}1 w;eN };nh [P, di probabilita
positiva, perché sussiste per esse la 15.7.2a. E invece indeterminata in
corrispondenza alle ipotesi di probabilitd nulla. Ad esempio, se e,A...A€,€
(BA...APY eP(e,n...ne)=P(e,)... P(e,)=0, allora la probabilita su
E={wnre,n...ne,: weP}U{e,A...ne,} & identicamente nulla (quindi
nota); i costituenti w|e, ... ne, della partizione [P, |e,A ... A€, sono tutti
possibili (perché P, IP,, sono logicamente indipendenti); le probabilita
coerenti su [P, Iez/\ ... A€, non sono percio soggette a vincoli (fuori da quelli di
non negativita e normalita); le probabilita su &|e,n...ne, =B |e;n ... Ae, U
{ QI e,n...Ane,} siottengono quindi assegnando a piacere una distribuzione di
probabilita su [P, |e, ... e, e probabilita 1 a 2|e,A ... ne,. In virth del
Teorema 13.2.3 sono allora coerenti tutte le estensioni congiunte della probabilita
identicamente nulla su & (in particolare su €,A... A¢€,) e di una delle infinite
probabilita condizionate su [P, 182/\ ... A€, (tra cui naturalmente anche quella
che realizza I'indipendenza stocastica). Cio prova quanto asserito. n

In conclusione: la nozione di indipendenza stocastica delle partizioni di
cardinalita finita di un insieme & é equivalente alla nozione classica se e solo
se le partizioni di & sono finito-logicamente indipendenti e la probabilita su di
esse & positiva. Altrimenti, imponendo la fattorizzazione su Fg si realizzano
le condizioni di indipendenza stocastica in corrispondenza a tutte le ipotesi
del tipo /\l-li’;lZ w; di probabilita positiva ed e coerente imporle anche per tutte
quelle dello stesso tipo di probabilita nulla, per le quali esistono pero anche
altri prolungamenti.
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15.7.4 Eventi stocasticamente indipendenti.

Lo studio dell'indipendenza stocastica degli eventi di un insieme € caso
particolare di quella che stiamo sviluppando in questo § 15.7 per I'ambiente
finito, perché sussiste la seguente proposizione.

ProrosizionE 1.

Gli eventi di un insieme & sono logicamente (stocasticamente) indipendenti se
e solo se sono tali le partizioni dell'insieme {{E,E} : E€ §}.

D1MOSTRAZIONE.

Per la parte relativa alla logica indipendenza l'asserto sussiste per definizione
(Definizione 6.4.2).

Circa la nozione di indipendenza stocastica degli eventi di un insieme &,
abbiamo visto che essa ¢ equivalente a quella dei singleton dell'insieme
{{E} : E€ 8} (15.5.2Nota), che & a sua volta equivalente alla nozione di
indipendenza stocastica delle partizioni dell'insieme {{E, E} : E€ 8}, perché i
singleton sono insiemi finiti (premessa di questo §15.7). ]

[ risultati relativi all'indipendenza stocastica degli eventi di un insieme & si
ottengono allora particolarizzando gli enunciati dei tre numeri precedenti
ponendo P = {{E,E} : E€ §} e adattando la terminologia. Definendo a tal
fine assegnazioni marginali su & le scelte di una probabilita coerente per
ogni E€ & — estensione della terminologia usata per {E,, ... ,E,} neln° 1534 -
e usandole in sostituzione delle assegnazioni marginali su {{E, E}:Ec8},a
cut corrispondono biunivocamente (ovvio); tenendo inoltre conto che le
partizioni prodotto del tipo {E;, E;} A ... A {E, , E,} sono le partizioni
generate P,(E,,...,E,). Operando queste sostituzioni abbiamo allora per gli
eventi i seguenti risultati, per ciascuno dei quali ¢ indicato in parentesi il
riferimento ai teoremi, proposizioni o corollari da cui provengono.

TeoremaA 1 (da Teorema 15.7.1).

Sia & un insieme di eventi. Le assegnazioni marginali su & sono tutte
compatibili con l'ipotesi di indipendenza stocastica dei relativi eventi se e solo
se questi sono finito-logicamente indipendenti.

Commento. La finito-logica indipendenza degli eventi di & & prerequisito
indispensabile affinché sia coerente giudicarli stocasticamente
indipendenti.
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In vista di applicare il Teorema 15.7.2 alle partizioni {EI,E_I} e ,{En,En},
cominciamo con l'esaminare il significato che assumono in questo caso le
affermazioni ivi elencate.

La a) esprime in forma ridondante la nozione di indipendenza stocastica di
E,,... ,E, (Definizione 15.3.1), perché richiede che ciascun evento sia
stocasticamente indipendente dai rimanenti assieme alla sua negazione.
Osservato che &, ({E), ,Eh}) ={¢,Ey, Eh,.Q}, la b) esprime in forma ridondante
I'affermazione 15.3.2¢, perché dice che ciascuno degli eventi E,,... ,E,, le
rispettive negazioni, £2 e ¢ sono stocasticamente indipendenti dagli eventi
logicamente dipendenti dai rimanenti.

Analogamente, osservato che &, ({E,.E })={¢,E;, E;,2},...,8,({E, .E,)}) =
{¢o.FE,, En ,$2} e che ¢ e Q sono ininfluenti ai fini della nozione di
indipendenza stocastica (15.2.1 Nota), 1a ¢) esprime in forma ridondante che le
partizioni {E,,E,},... ,{E,,E,} — e quindi E,, ... , E, (Proposizione 1
precedente) — sono stocasticamente indipendenti.

La d) ripete esplicitamente che le partizioni {£), E 1} AE,, E n} — € quindi
E;, ..., E, —sono stocasticamente indipendenti.

In virta del teorema che stiamo esaminando, le quattro affermazioni sono
equivalenti, cosa del resto gia nota. Infatti le c) e d) affermano addirittura la
stessa cosa; la loro equivalenza con la a) ¢ affermata dalla Proposizione 1
precedente; I'equivalenza di a) e b) € affermata dalla 15.3.2¢.

Resta da esaminare |'affermazione e). Essa ¢ 1'unica che aggiunge qualche cosa
di nuovo sull'indipendenza stocastica di n eventi e in combinazione con la a) da
luogo al seguente teorema.

Treorema 2 (da 15.7.2¢)

Siano E, , ... , E, eventi stocasticamente indipendenti, &, ... , & sottoinsiemi
di {E,,... E,} adue adue disgiunti. Allora & ,(8)), ..., 8 (&) sono
stocasticamente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE.

Poiché E,, ..., E, sono stocasticamente indipendenti, sono allora tali anche le
partizioni {E Iy E 1} - {E,, E,} (Proposizione 1 precedente) e sussiste per
esse la 15.7.2a.

Essendo poi i sottoinsiemi &,...,8,C{E,,...,E,} disgiunti a due a due,
posto P={{E,E}: Ec&;} (h= 1 .,n), gli insiemi di partizioni & , ..., &
sono anche disgiunti a due 2 due. Sono inclusi in {{E,.E}},....(E, E }} e
allora & (A), ... , & (A8) sono stocasticamente 1nd1pendent1 perché

valendo la 15.7.2a vale anche la 15.7.2e. Osservato che A& = [F(&))
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(Definizione 6.3.1) e che &, (P.(8,)) = & ,(8,) (Teorema 6.3.2), si trova infine
che & (&),...,8,(&,) sono stocasticamente indipendenti. n

Prorosizione 2 (da 15.7.3 Proposizione).

Siano &€ un insieme di eventi finito-logicamente indipendenti, P un'assegnazione
marginale su &. Allora P é coerente ed é tale anche il suo prolungamento per
Jfattorizzazione di su'\J (g, pice Fo(E),....Ey).

TeoreMa 3 (da 15.7.3 Teorema).

Sia & un insieme di eventi possibili finito-logicamente indipendenti. Allora,
ciascuna delle seguenti affermazioni é condizione sufficiente per la loro
indipendenza stocastica.

a) P é una assegnazione marginale di probabilita non estreme su § e la
probabilita si fattorizza su P(E,, ... ,E,) per ogni {E,,... ,\E,} C &
(indipendenza stocastica via fattorizzazione);

b) P(EY=P(E)=1/2, per ogni E€ &, ¢ la probabilita si fattorizza su
B(E,.....E)) perogni {E,,...,E,} &,

c) la probabilita é uniforme su P,(E,,... ,E,) per ogni {E,;,... ,E,} c &
(indipendenza stocastica via giudizio di simmetria);

d) &={E 1By Y e Ey, ... E, sono stocasticamente indipendenti per
ogni n (successioni di eventi stocasticamente indipendenti via segmenti
mniziali);

e) €=1{E,,..., E, ... }, P éun'assegnazione marginale di probabilita non
estreme su & e per ogni n>1 gli eventi elementari di P,(E,,... E,_,) sono
irrilevanti per E,,.

Inoltre, b) e c) sono equivalenti.

Corovrrario 1 (da 15.7.3 Corollario 1).

Siano E,, ..., E, eventi possibili logicamente indipendenti. Si ha:

f) se P(E))=...=P(E,)=1/2 e la probabilita si fattorizza su P,(E,,... E,),
allora essa ¢ anche uniforme;

g') se la probabilita é uniforme su P(E,,... E,), allora sono uniformi anche
le probabilita sulle partizioni generate da parte degli E, , ... , E,,.
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CoroLrario 2 (da 15.7.3 Corollario 2).

Siano E, , ... , E, eventi possibili logicamente indipendenti. Allora ciascuna
delle seguenti affermazioni é condizione sufficiente per la loro indipendenza
stocastica:

a') P é un'assegnazione marginale di probabilita non estreme su {E,, ... ,E,}
e la probabilita si fattorizza su P(E,,...,E,);

b') P(E))=...=P(E,)=1/2 e la probabilita si fattorizza su B(E,,...,E,);
¢') la probabilita é uniforme su P,(E,,....E,);

e') P é un'assegnazione marginale di probabilita non estreme su {E,, ... E,}
e gli eventi elementari di B,(E,,...,E;_,) sono irrilevantiper Ej,,h=2,...,n.

Inoltre, b') e ¢') sono equivalenti.

15.7.5 Esempi.

Negli esempi che seguono si considerano spesso sequenze o successioni,
percio famiglie, di eventi o insiemi di eventi. Ricordiamo in proposito che lo
studio dell'indipendenza stocastica delle famiglie di insiemi di eventi (in
particolare di eventi) ha senso solo per famiglie che non ammettono ripetizioni
ed ¢ riconducibile a quello delle collezioni di insiemi di eventi: gli insiemi
(eventi) di una famiglia sono stocasticamente indipendenti se e solo se sono
tali gli insiemi (eventi) della sua immagine (15.5.2 Complemento).

1  FEstrazioni da un'urna con rimessa.

Nei modelli d'estrazione base (§§ 14.2, 14.3) la composizione iniziale dell'urna
€ nota e in ogni estrazione gli oggetti in essa contenuti (di due o piu tipi)
hanno probabilita uguale di essere estratti. Se gli oggetti sono di ¢ tipi, my, di
tipo h (m=m+...+m,), il risultato di n estrazioni (aleatorio) viene descritto da
una sequenza di n partizioni "simili" in ¢ eventi elementari [P, , ... , [P, la
generica delle quali € IPl = {wgl) Y ,wgl) } con a),(;) = nell'estrazione i-esima esce
un oggetto di tipo h. Nei modelli con rimessa I'oggetto estratto viene rimesso
nell'urna dopo ogni estrazione; in ogni estrazione la composizione dell'uma ¢
quindi uguale a quella iniziale (nota). La probabilita di estrarre un oggetto di
un dato tipo ¢ allora nota e la stessa in ogni estrazione, indipendente percio da
qualsivoglia informazione sull'esito delle altre estrazioni (precedenti e
seguenti). In simboli, se H# ¢ & un evento logicamente dipendente dalle n-1
partiziont diverse da 1Pl allora si ha P(a);l”lH) =P(a);1”), da cui segue subito
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P(E|H)=P(E) per ogni E logicamente dipendente da [B. In questi modelli le
partizioni sono anche logicamente indipendenti (ovvio). Sussiste allora la
15726 e [P, ... , [P, sono percid stocasticamente indipendenti, perché la
15.7.2b & equivalente alla 15.7.24.

Sin qui abbiamo ragionato con riferimento a una sequenza finita di estraziont,
ma si puo ovviamente pensare che il procedimento duri indefinitamente. In tal
caso il risultato viene descritto da una successione di partizioni "simili" e
logicamente indipendenti (percio finito-logicamente indipendenti). Sono allora
tali anche le partizioni di ogni segmento iniziale, risultano stocasticamente
indipendenti per quanto appena dimostrato e sono percio stocasticamente
indipendenti anche P, , ..., [P, , ...in virtd di 15.7.34.

2 Estrazioni di un oggetto per urna.

Si giunge alla conclusione dell'esempio precedente se anziché eseguire
estrazioni con rimessa da una medesima urna, si esegue una estrazione da
ciascuna di un numero finito o numerabile di urne distinguibili (ad esempio
numerate), di composizione uguale e nota, e si tiene ferma per ogni urna
l'ipotesi di equiprobabilita di estrazione degli oggetti in essa presenti.
Contrariamente al primo modello, questo pud essere generalizzato, rimuovendo
la condizione che le urne abbiano composizioni uguali. Se le composizioni
delle urne sono diverse, diventa naturalmente pit complessa la descrizione del
problema, perché le partizioni che descrivono le singole estrazioni non sono piu
"simili". Cid non impedisce pero di concludere che esse sono stocasticamente
indipendenti. Una rilettura del ragionamento fatto nell'esempio precedente
mostra infatti che esso puo esse ripetuto anche se le partizioni sono di
composizione diversa, perché la condizione di "similitudine" non interviene
nelle argomentazioni che provano la loro indipendenza stocastica.

3  Poker a dadi

Il gioco del poker a dadi prevede che vengano lanciati cinque dadi "perfetti”
con facce Asso, Re, Donna, Fante, 10, 9, senza distinzione di seme. I punti
sono quelli del poker a carte, con l'assenza del colore (5 facce dello stesso
seme) e scala reale e l'aggiunta del pokerissimo (5 facce uguali). Se
numeriamo i dadi (basta farlo idealmente) il gioco pud essere interpretato come
l'estrazione di un oggetto da ciascuna di cinque urne di uguale composizione
contenenti 6 oggetti di tipo diverso. Nella consueta ipotesi che gli oggetti
abbiano uguale probabilita di essere estratti, il problema diventa allora un caso
particolare del precedente Esempio 2. Indicate con [P, , ... , [P, le partizioni che
descrivono le facce che mostrano i cinque dadi, esse sono allora stocasticamente
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indipendenti, le probabilita marginali su di esse sono uniformi e la probabilita
si fattorizza su [P, A ... A [P (15.7.2 Complemento), ove & percid uniforme
(15.7.3f). 1 6° risultati possibili del poker a dadi — che siano tutti possibili &
un'ipotesi sottintesa — sono dunque ugualmente probabili. Si tratta percio di un
modello simmetrico.

In alternativa all'approccio precedente, fermo restando il significato di [P, ..., [P
di solito si preferisce trattare il problema direttamente o come modello
simmetrico supponendo che la probabilita su [P, A ... A [P sia uniforme (come
fatto nel caso analogo del lancio di due dadi in 4.1.1 Esempio 8) — e allora
l'indipendenza stocastica delle cinque partizioni ¢ conseguenza della 15.7.3¢"—
oppure supponendo direttamente che le cinque partizioni siano logicamente e
stocasticamente indipendenti.

4 Partita a dadi

Ora 1 dadi sono 1 soliti, punzonatida 1 a 6.

Se la partita consiste in una sequenza o successione di lanci di un dado, la
descrizione € fatta mediante una sequenza o successione di numeri aleatori
"simili" X, ...,X,,,... logicamente indipendenti ovvero dalle rispettive partizioni
canoniche {X,=1,...,X,=6},...,{X,=1,...,X,=6}, ... (8.2.4 Complemento,
8.2.4 Nota e Terminologia, 8.4.1 Esempio 1), 1 cul eventi elementari, in accordo
con l'esempio precedente, vengono usualmente giudicati equiprobabili. La
distribuzione di probabilita sulle singole partizioni € allora anche qui uniforme.
Se i risultati dei lanci (le partizioni che li descrivono) vengono giudicati
stocasticamente indipendenti, la fattorizzazione della probabilita sulle partizioni
prodotto di un numero finito (per il resto arbitrario) di partizioni canoniche &
sufficiente per realizzare l'indipendenza stocastica (15.7.35). La probabilita su
queste partizioni prodotto € allora uniforme (15.7.3); i calcoli sono quindi
riconducibili a ragionamenti in ipotesi di simmetria.

Se la partita consiste in una sequenza o successione di lanci di r dadi per volta
il risultato del lancio i-esimo € descritto da una r-pla di numeri aleatori "simili"
Xi;, ..., X, logicamente indipendenti, ovvero dalla partizione prodotto delle
rispettive partizioni canoniche IPU b ,IPiJ. La descrizione della partita & fatta
mediante la sequenza o successione di partizioni prodotto "simili" logicamente
indipendenti (IP” Al A IPIJ) e (IPH’I Al A ]Pn’r) , ... . Per ragioni di
simmetria, usualmente si suppone che la probabilita sia uniforme sulle
partizioni (P, (A AT JA AR AL AR )=AT AL, B, per ogni
n, e quindi che le partizioni Aj; B, 7., Aje; P, ... —irisultati dei lanci
siano stocasticamente indipendenti (15.7.3¢), che la,probabilitz‘i sia uniforme su
di esse (15.7.3¢), che siano percio stocasticamente indipendenti anche le
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partizioni IPH Lo IPn,r — 1 risultati relativi agli r dadi — per ogni n (in ogni
lancio) (15.7.3¢).

Si perviene allo stesso risultato se si procede in modo inverso. Si suppone: (1)
che la probabilita sia uniforme su ogni partizione IP 1 (2) che le partizioni
IPH Lo IP . slano stocasticamente md1pendent1 per ogm n, (3) che siano tali
anche le partmom della successione Aj,_ IPI T . (usare

h ’
15.7.36' nel punto (2), 15.7.36 nel punto (3) e in entrambl 15.7. 3}3

S 1 gioco del Lotto.

Ci riferiamo al gioco del lotto descritto in premessa ai primi cinque esempi del
n°4.1.1. Si tratta di un modello d'estrazione composto da 10 urne (ruote)
contenenti 1 primi 90 numeri naturali, da ciascuna delle quali vengono eseguite
cinque estrazioni senza rimessa di un numero per volta. L'esito dell'estrazione €
allora descritto da 10 cinquine senza ripetizione di numeri aleatori "simili".
Indicata con (Xp,,, ..., Xp 5) la cinquina relativa alla ruota h-esima e con
B IPh le comspondentl partizioni canoniche, si ha [ ;= {X}, ;= 1,

Xp =90}, i=1 ,5. L'estrazione sull's-esima ruota & allora descritta dalla
partizione prodotto ha A A IPh,s’ 1 cui costituenti X y=n; A ... AXp s=n;
sono possibili se e solo se n,, ..., ns sono diversi a due a due. Nella consueta
ipotesi che all'atto di ogni estrazione i numeri presenti nell'urna abbiano
probabilita uguale di essere estratti, si ha (n,, ..., ns diversi):

La probabilita ¢ dunque uniforme sulla partizione [P, = ( REARIINA IPh’S)‘p
¢ anche sulle rispettive marginali ]Ph Iph,s’ come subito si verifica, che
non sono percio stocasticamente mdlpendenti, perché riesce ad esempio
P(Xp,=1)=1/90# P(X}, ,=2| X}, ,=1)=1/89. Le partizioni [P, ..., IP,; sono
invece logicamente indipendenti, perché descrivono estrazioni di cinquine
effettuate da urne diverse, ciascuna con modalita (senza rimessa) che si suppone
non influenzata dagli esiti delle altre estrazioni. Esse sono percio
stocasticamente indipendenti, perché nesce P(Xh 1SA AKX 5—n5| W) =
P(Xpy=n;A ... AXy s=n5), per ogni we /\,ﬂz [P,, sussiste cosi la 15.7.2a ¢
quindi la 15.7.24. La probabilita allora si fattorlzza su ]P A o (15.5.4¢)
ed ¢ ivi uniforme (15.7.3p).

L'ipotesi che «in ogni singola estrazione i numeri presenti nell'urna abbiano
probabilita uguale di essere estratti» implica dunque «la condizione di
simmetria per le cinquine ordinate estratte su ogni singola ruota», come posto
per ipotesi nella soluzione di 4.1.1 Esempio 5. Da questa condizione discende
poi quella di simmetria delle cinquine non ordinate (perché ogni cinquina non
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ordinata "genera" 5! cinquine ordinate), come ammesso per risolvere gli
Esempi 2,3 del n°4.1.1. L'ipotesi che «le estrazioni sulle dieci ruote avvengano
in modo indipendente le une dalle altre» implica invece «l'indipendenza
stocastica delle dieci cinquine» e la conseguente condizione di simmetria su
P A... AP, ammessa questa per risolvere 4.1.1 Esempio 4.

Circa la soluzione dei problemi del lotto, nulla cambia per quelli su una ruota
rispetto a quanto fatto nel n°4.1.1 citato: si ragiona cioe in termini di casi
favorevoli e casi possibili. Si possono naturalmente risolvere ragionando allo
stesso modo anche quelli su pill ruote. E perd preferibile di solito trovare i
risultati delle singole ruote e collegarli usando l'indipendenza stocastica delle
cinquine messa qui in evidenza. Ad esempio, in 4.1.1 Esempio 4 si ¢ chiesto
di calcolare la probabilita di vincere giocando un terno su tutte le ruote. E
(827) / (950) = (5);/(90); la probabilita di vincere un terno su una ruota (stesso
calcolo di 4.1.1 Esempio 3), quindi (1-(5);/(90))'° la probabilita di non vincere
sulle dieci ruote — di non vincere sulla ruota I A ... A non vincere sulla ruota
10— e percid 1-(1-(5);/(90);)" quella di vincere (su almeno una ruota).

6 Processo di Bernoulli (partita a testa e croce)’!.

Una successione di eventi E,, ... ,E, , ... equiprobabili e logicamente
indipendenti costituiscono un processo bernoulliano se sono stocasticamente
indipendenti. I problemi che riguardano successioni di eventi in ipotesi
bernoulliana vengono spesso descritti con riferimento a una partita a testa e
croce, ponendo £, = esce testa al colpo (lancio) n-esimo. Gli eventi sono
allora logicamente indipendenti, come richiesto, e si suppone costante p la
probabilita che esca testa in ogni lancio e che i risultati dei lanci (gli eventi
E,, ..., E,,...) siano stocasticamente indipendenti. Se gli eventi sono possibili
(facce della moneta diverse), poiché sono logicamente indipendenti — quindi
finito-logicamente indipendenti — la condizione di loro indipendenza stocastica
¢ compatibile qualunque siano le loro probabilita in [0, 1] (15.7.4 Teorema 1),
in particolare percio scegliendole tutte uguali a p. Se p non ¢ estrema, affinché
E,,...,E,, ... siano stocasticamente indipendenti (soddisfino I'ipotesi
bernoulliana) ¢ sufficiente supporre che E,, sia stocasticamente indipendente
dagli eventi precedenti per ogni n (15.7.4¢). La loro indipendenza stocastica si

51 In letteratura il termine processo stocastico sta a indicare un famiglia
(insieme indiciato) di enti aleatori che hanno caratteri di analogia, e sono
dotati di una qualche struttura probabilistica (si veda anche in proposito
15.2.1 Terminologia). Nell'esempio in esame si tratta di un processo (succes-
sione) di eventi equiprobabili, logicamente e stocasticamente indipendenti.
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realizza in tal caso - se 0 <p <1 — imponendo la fattorizzazione su ogni
P(E,.....E,). Ponendo ciog P([E;a ... AE,],)=P(E,)... P(E,)=p"q""
(15.7 4a).

Se p ¢ estrema, invece, la probabilita si fattorizza su ogni [P,(E,,... ,E,) — &
concentratasu E; A ... A E, (E;A ... AE,) se p &0 (1) -, ma cid non basta per
realizzare l'indipendenza stocasticadi E,,... ,E,,.... E sufficiente osservare per
questo che se p=0 (1), riesce P(E, | E))=P(E)) (P(E, |E))=P(E})), mentre a E,
]E 1 (£, ‘ E ) si puo attribuire probabilita arbitraria (15.1.3 Proprieta b).

Ricordiamo che questo modello ¢ stato studiato in primo approccio nel
n° 14.2.1, generalizzando il modello base d'estrazione con due alternative.

7  Processo di eventi di Poisson.

E una generalizzazione del precedente processo bernulliano. La si ottiene
togliendo il vincolo di equiprobabilita degli eventi £, ... , E, , ... Allora, una
successione di eventi £}, ..., E,, ... logicamente indipendenti & un processo di
Poisson (di eventi) se gli eventi sono logicamente e stocasticamente
indipendenti. Solitamente si sottintende che essi siano possibili, ma la nozione
ha senso anche se si acconsente la presenza nella successione dell'evento certo
e/o impossibile, anche ripetuti pitt volte. L'immagine del processo (della
successione) puo percio anche essere finita e ridursi al limite o solo all'evento
certo o solo a quello impossibile o alla coppia dei due.

In ogni caso, glieventi £, , ... , E, , ... sono logicamente indipendenti se e solo
se sono tali gli eventi possibili (6.4.2 Commento). La condizione di loro
indipendenza stocastica ¢ allora compatibile assegnando 1 a ©,0a ¢ e
scegliendo a piacere le probabilita degli eventi possibili in [0, 1] (15.7.4
Teorema 1). Inoltre, se gli eventi possibili hanno tutti probabilita compresa tra 0
e 1, si realizza la loro indipendenza stocastica imponendo la fattorizzazione su
Ein...AnE perogni{i;,...,i;} CN (15.7.4a). In virta di 15.7.44, ai fini
dell'introduzione o verifica della condizione bastera in ogni caso limitare le
operazionl a1 segmenti iniziali di eventi possibili. Se questi hanno tutti
probabilita strettamente compresa tra 0 e 1 bastera richiedere o verificare che
E,, sia stocasticamente indipendente da E, , ..., E,_, per ogni n (15.7 4e).

15.7.6 Complemento. Enti aleatori stocasticamente indipendenti.

Gli enti aleatori sono classi di applicazioni aleatorie (definite su partizioni)
equivalenti (Definizioni 8.2.4, 8.2.2) che hanno in comune l'insieme immagine
(Teorema 8.2.3). A ogni ente aleatorio £ & dunque associata un'immagine J e
glieventi dell'insieme { £€1: IC d}, che sono tutti e soli gli eventi logicamente
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dipendenti dalla partizione canonica {E=x : x€ J} (8.2.4 Nota e Terminologia) €
che per brevita diremo eventi logicamente dipendenti da £. E del tutto
naturale allora riferire le nozioni di indipendenza stocastica degli enti aleatori a
questi insiemi di eventi.

Se gli enti hanno cardinalita finita — se sono finite le loro immagini (e
le loro partizioni canoniche) —, il discorso rientra in quello svolto nei numeri
precedenti di questo paragrafo. Come messo in evidenza nel n° 15.7.3, la
nozione di indipendenza stocastica ¢ allora veramente significativa solo se gli
enti sono finito-logicamente indipendenti (sono tali le loro partizioni
canoniche). Tutti gli esempi considerati nel n° 15.7.5 sono interpretabili in
termini di enti aleatori. Basta osservare per questo che, in generale, ogni
partizione puo essere interpretata come partizione canonica di un ente aleatorio,
facendo corrispondere ai suoi costituenti oggetti diversi (se non altro se stessi).
Nel caso dell'Esempio 1 (sequenza o successione di estrazioni con rimessa) ¢
naturale far corrispondere agli eventi elementari delle partizioni che descrivono
le singole estrazioni 1 tipi di oggetto di cui parlano. Abbiamo allora una sequenza
o successione di enti aleatori logicamente indipendenti che hanno stessa
immagine, stocasticamente indipendenti a causa della modalita d'estrazione. La
situazione € analoga nel caso dell'Esempio 2 (estrazioni da piu urne), in cui gli
enti possono perd avere immagini diverse; anche qui l'indipendenza stocastica €
conseguenza della modalita d'estrazione. Un caso simile per descrizione ¢
quello dell'Esempio 3 (poker a dadi), in cui gli enti sono cinque, hanno in
comune l'immagine {Asso, Re, Donna, Fante, 10, 9}, ma sono logicamente e
stocasticamente indipendenti per ipotesi: né l'indipendenza stocastica né quella
logica possono cioe essere considerate conseguenza dalla modalita del lancio.
Nella partita a dadi (Esempio 4), che si lanci uno o pini dadi per volta, gli enti
aleatori hanno tutti come immagine i primi sei numeri naturali. Si tratta quindi
di nhumeri aleatori (come gia allora segnalato) che abbiamo supposto, in
entrambi 1 casi, ugualmente distribuiti e stocasticamente indipendenti. Nel
gioco del lotto (Esempio 5), l'esito dell'estrazione su una ruota puo essere visto
come una sequenza di cinque numeri aleatori (con determinazioni i primi 90
numeri naturali) o in modo pid compatto come l'ente cinquina aleatoria
(Definizione 8.3.2 per n=>5). L'estrazione completa & poi costituita da una
sequenza di 10 cinquine aleatorie ordinate o, se si preferisce, una decupla
aleatoria di cinquine ordinate. Abbiamo visto che i numeri di una stessa
cinquina non sono stocasticamente indipendenti (a causa della modalita
d'estrazione). Abbiamo invece supposto stocasticamente indipendenti le dieci
cinquine ordinate. In questa ipotesi sono allora tali anche le cinquine non
ordinate (15.7.24d,c), enti aleatori definiti sulle medesime partizioni delle
cinquine ordinate, in particolare su quelle canoniche delle cinquine ordinate.
Infine, anche i processi di Bernoulli e Poisson (Esempi 6, 7) si possono
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leggere in termini di enti aleatori, associando a ogni evento la sua partizione
generata e facendo corrispondere all'evento di questa il valore «vero» (o 1) e
alla negazione valore «falso» (o 0).

Al contrario del caso finito, se gli enti hanno cardinalita infinita si
possono avere condizioni di indipendenza stocastica significative anche se le
loro partizioni canoniche — e quindi le corrispondenti algebre di eventi
logicamente dipendenti (15.5.5¢) — non sono finito-logicamente indipendenti
(§ 15.6). Interessa in proposito approfondire l'argomento per il caso dei
numeri aleatori. Per quelli di cardinalita finita si rientra nelle considerazioni
precedenti. Importa invece osservare che se la loro cardinalita ¢ infinita la
probabilita viene introdotta tipicamente per mezzo di funzioni di ripartizione:
probabilita definite su famiglie del tipo (X;<x;A...AX,<x,), ¢ er. Uno
studio preliminare di queste probabilita ¢ stato fatto per il caso (X<x),cp
—anche questo solo in primo approccio — nel Complemento 11.3.7. L'argomento
sara studiato in generale e in modo approfondito nel Cap. 19, ove saranno
chiarite tra l'altro le condizioni che devono essere rispettate per una scelta di
funzioni di ripartizione (probabilitd) coerenti con l'immagine dei numeri
aleator1. La discussione sulla nozione di indipendenza stocastica dei numeri
aleatori infiniti e il confronto con I'impostazione classica e di de Finetti trova
allora collocazione adeguata in tale capitolo, al quale si rimanda.
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