MAGGIORAZIONE DI TALUNI INVARIANTI
ORTOGONALI RELATIVI
AD UN OPERATORE DIFFERENZIALE
ORDINARIO DEL SECONDO ORDINE
CON CONDIZIONI AI LIMITI
DI TIPO GENERALE (*)

di CATERINA CAssisA (a2 Roma) (%)

SOMMARIO. - Si considera un problema di autovalori per una equazione differen-
ziale ordinaria del secondo ordine con condizioni ai limiti di tipo generale.
Si estende a tale problema un metodo per Uapprossimazione per eccesso di
taluni invarianti ortogonali. Viene fornito un procedimento per costruire le
funzioni approssimanti richieste dal metodo.

SUMMARY. - An ecigenvalue problem for a second order differential equation with
general boundary conditions is considered. A method for the upper approx-
imation of orthogonal invariants connected with the problem is expanded.
A procedure for the construction of the approximating functions, requzred
by the method, is given.

Si consideri il seguente problema di autovalori relativo ad un ope-
ratore differenziale lineare ordinario autoaggiunto del secondo ordine
e con condizioni ai limiti di tipo generale:

(1 E (u) 4 lu =0,
970 (u) = au(0)4 B, u’ (0)=10

9’1 (w)y=a,u(l)4 g, 4" (1)=0,

(2)
E (u) essendo I'operatore cosi definito:
d d
3 Buy=r|o@%] —cwmu

(*) Pervenuto in Redazione il 4 febbraio 1974. ,
(**) Indirizzo dell’Autore: Viale dei Colli Portuensi’ 83 - 00151 Roma.



122 ‘ CATERINA CASSISA

con 0 (x) e ¢ (x) funzioni reali di variabile reale rispettivamente appar-
tenenti a C' [0,1] e C°[0,1] e tali che 8 (x) >0 e ¢(x)>0 in
[0, 1]. egy Bys &4 Bys SONO costanti assegnate e verificanti opportune con-
dizioni specificate in seguito. La u & ricercata nella classe delle funzioni
appartenenti a C? 0, 1]. ' S

In siffatte ipotesi gli attovalori del problema (1) (2) costituiscono
una successione non decrescente 4, di numeri positivi divergente posi-
tivamente.

Sia @ (2, &) la funzione di Green del prdblefné
Bu)=f, o,(t)=p, (u)=0, F€L2(0,1),

e I' loperatore cosi definito"
, 9

Ff=f G (0, 8) F () dE

0

. P
R

Si ponga:
. ] 1
GV (z,8) = @ (x, &), G (x, &) = fG(x t) G- (t, 5 dt (n_ 2, 3,...),
e o
, ‘ o | |
g = f G™ (¢, x)dz (n=1,2,..).

0

Sia ‘% la varietd lineare delle funzioni appartenenti .a C' [0, 1] e
dotate di derivata prima assolutamente continua e con derivata seconda
in L22(0, 1), e verificanti le (2). Sia {w;} un sistema di funzioni linear-
mente indipendenti in [0, 1], appartenentl a e tali che {¥ (wi)} sia
completo in .L22(0, 1). ,

Per ogni fissato intero posmvo » siano 1 << ... <1, le radici
dell’equazione secolare:

o ’
1 !

detg /z,vh E (wg) de 4 4 th Wk dm% =0 (hk=1,..,»).

Fissato n, si ponga:
’ 1

. » 1 ] n
- ),= ggan () “" hfl [Ax®)]n + [lk(v)]n} "
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Sl dlmostra che “(cfr. [4])

Tk(”) é Tk"“"l) << 1k(’+l) < ik(”\
e che \

Clim ™ = lim A4® == 2k .

Y — O Y —- 0

Se non ¢ ‘esplicitamente nota la funzione di Green @ (z, &), il cal-
colo dei valori per difetto dei 7, pud Ottenefsi non dppeéna sia nota una
valutazione per eccesso, per almeno un valore di 'n, dell’invariante
g (). | |

- In [2] & stato fornito un procedimento per approssimare quanto
si vuole 9" (I'), nel caso che il problema ai 11m1t1 51a quello relatlvo al-
‘le condizioni di Dirichlet: .

In questa Nota vengono estesi, al caso generale delle condizioni del
tipo (2), i risultati ottenuti in [2] e relativi alle valutazioni per ecces-
so degli invarianti J" (I") (n = 1, 2, 3).

Viene anche ottenuta una'nuova limitazione per difetto dell’ms1eme
caratteristico dell’operatore E che migliora quella ottenuta in [1].

1. Esistenza ed miicita} della soluzione del probiema:al contorno
per Poperatore E con condmom ai lumtl di tipo genera]e.

- Sia F l'operatore definito dalla (3) con B(m) e ¢ (m) venﬁcan’u le
ipotesi assunte nell’introduzione. Sia f(v) una funzione reale di vatia-
bile reale appattenente a £2?(0, 1), y,,7,, costanti reali, oy, fo, 2y, By,
. verificanti le '

(4)  a?+AE>0 afy =<0, al+ AP0, af 0.

Con51der1amo il seguente problema al contomo per loperatore E
con condizioni ai limiti di tipo generale:

(5) o E ()=,
(6) ,_ Po (W) =799y ¢ (iz)=7'1 .

* Indicato conl H,lo spazio delle funzioni appartenenti a C' [0, 1] e
dotate di derivata prima assolutamente continua e con derivata seconda
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appartenente a 2 (0, 1), nelle ipotesi suddette sussiste il seguente teo-
rema da ritenersi ben noto, ma del quale, per completezza, desideriamo
qui dare la semplice dimostrazione:

I. Il problema (5) - (6) ammette una ed una sola soluzione appar-
tenente ad H,. ‘ '

Se esistono due soluzioni del problema (5)-(6), la funzione dif-
ferenza sara soluzione del problema:

(7) ' : ‘(u) =0,

(8) | i ‘ o Po (u) AN (u)
Si ha, per la (7):

[(u (x) [0 (:n % (m)j — ¢ (x) u? (x )} dz = 0,

€ qu1nd1

1 | 1 -
[ii (x) 6 (x) w” ()]} "“[ 6 (w)i[u' (2)]? dx —fc (x) u2 (:p) de = 0.
; ) ; J .

A causa delle condizioni a + Bt >0, a? 4 B2 >0, sono possi-
bili i seguenti casi: : - ,

— 0 (1)[ 1)] ﬁi/ai +6(0 [“ ]2 ) Boleg

2 [ 0 o o o — [e@m@ras=o,
— 6/ (1) [ (U /By + 6 (0) [’ (OF B/,
e |
—[o@w @ — [e@m@ra=o,
0 | 0
— 0 (1)’ (U fyfay + 6 (0) [u (O)]F oo/
, . . :

| 1
——fB (d}) [ (@) de — fo () [u (x)]? dx = 0,

0



. MAGGIORAZIONE DI TALUNI INVARIANTI ORTOGONALI ECC. 125

— 6(1)[ul( 1)]2 oy/fy + 6 (0)[u (0) ]2 %o/Bo

.—-—fﬂ(m [w (x ]2d.v—f () [u ()] 2d.93=0

rispettivamente se ag &, 5 0, g B, % 0, B, a5« 0, B, B, 0.
In base alle ipotesi fatte sulle funzioni 0 (x), ¢ (x) e sulle' costanti
91 P0s%yy By, SEgUE necessariamente u (x) = 0. Cid prova 1’unicita.
‘Siano vy () e vy (@) due soluzioni linearmente indipendeﬁti della
(7); posto R (x, &) = (0 (&) W (&)1 [v, (&) ('c)—v1 (x) vy (8)], ove W (&)
¢ il determinante onnsklano delle due funz1on1 v, (%) e 'vz(z' la fun-
zione ' »

O w@=on@+en0+ [RE @

¢ soluzione dell’equazione differenziale (5) ed appartiene ad H,. Impo-
nendo le condizioni (6), si ottiene il seguente sistema:

N NCARA + Po (”2’)102 = 70’

@y (v)) ¢y + @y (v,) ¢y =

(10) 1 1

z?-“ifR(léf(Edﬁ—ﬂif 15f(§
‘ 0 : , L

ConS1derata la matrice quadrata formata con i coefﬁ01ent1 del siste-
ma (10), il suo determinante & certamente diverso da zero, in quanto se
cosi non fosse, il sistema

‘ @o (V) €, + @y (¥5) cg =0

1991 () e, + @, (”2)02‘——-0; ' '

ammetterebbe una soluzione non nulla (0-1,32) e quindi in corrispon-

denza ad essa esisterebbe una funzione non identicamente nulla, solu-

zione della (7) con condizioni (8). ;
Pertanto esiste una soluzione verificante le condizioni 6) e in H,.
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2. Limita.zione per difetto deﬁl’insieme caratteristico.

" Si cons1der1 il problema di autovalorl (1-(2), con lea; e /3. (1—0 1
verificanti le (4). Proviamo che: ‘

I1I. L’insieme caratteristico del problema (1) (2) e ltmztato inferior-
‘mente -da ¢, = min ¢ (x) (). - ;

0,

Si con51der1 la varietd lmeare V cosi definita:

a) Hl, spaz1o delle funzmm assolutamente continue e avent1 derivata
; prlma appartenente a .22 (0 1) se f 0, = 0;

b) H/’, spazio delle funzioni di H1 tali che v (0)=0 se =0, ﬂ1¢0
c) Hl”, spazm delle funzmm di H1 tah che v (1)=0 se ﬂ.);éo ﬂl_

‘d) H/°, spazio delle funzioni di Hl tali che 12(0) —'v(l) =0se fo=0,
f1=0. |

~:Si -¢onsideri in V—{O} il funz1onale

[ O WP + cu2] 2+ po u (O)F + 3, Tu (1)

1 ' ‘ y

fu%lw‘

I(u)=

0

ove p, e p, sono costanti non negative cosi definite:

N Do i-—' — 9(0),3 , i’t_= bv(,l‘)‘;‘—: se ﬂo:f: O’i:,/ ﬁ‘ 1:5:'50 ;‘ |

0
Po=0, 'p,=9(1)§:— se ;ﬁ0=0, B0
Po=—9(0)g§; AP{"'—&O S se :56#0.~ py=0.,

M Ig [1] la limitazione considérata era'—2- -
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Con procedimenti classici si dimostra che il funzionale I (w) & do-
tato di minimo in V —{0}, la funzione minimante v appartiene a C* [0, 1]

e posto 4, = min I (), v e 4, sono autofunzione e autovalore del pro-
V—-40¢

blema (1) - (2). Inoltre 4, ¢ il pitt piccolo autovalore di tale problema
Si consideri il funzmnale

[ [0, ( + ¢, u2] dx

j w? dx

0

~o

I (w)

ove : : ~ :
6,= min O (x) e ¢, = min ¢ ().
[0, 1] [0, 1]
Sia 4, il minimo di T (u) in V. Riesce 4, << 4,.

Siav una funzione di V tale che T (vN) =7,;‘ e

Riesce ovviamente 4,=>¢, ¢ quindi =

(11) L L=

3. Maggiorazioue della’ soluzione del problemn al contorho.

II1. Sia w la soluzione del problema (5) - (6). Sussistono le seguentz
formule di maggiorazione: . .

se a4 a2 >0

(12) max |u(x)|< max |pw+ﬂ
- [0] . o,
. 1

min ¢ (x) + [ min ¢ (#) min 6 (x) ]‘/1
fo, 1y lo,1] [o, 1]

+
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o1

0
ove

P et B —aBy’ 1T @+ By) — o
se a4 a2=0 |

(13) max |u (¢) | < max [am9 + bz |

[0, 1] _ [0, 1] ‘
1 1
+ min ¢ (x) +[mm ¢ (x) min 0 (@)
fo, 1] [0, 1] C 10,1
1 : i
. % f[E' (u) — 2a 6 (x) — (2ax + b) 6/ (x) + (ax? 4 bx) ¢ (x)]?
—_ Yo 14\ b= 70
‘ 2m’+zm B
Essendo N :
v (2) = 'v @& + f o (t) dt,
-

mtegrando rispetto a & su [0, 1] si ha:

f()%—fv M+fﬁf

Pertanto si ottiene: |

(14) |v<w>|s[fv(f)delJrUd;fv,(t)dtl e
| 0 0 & :

vwm4s(fw®F@Y3{fWummy5

SI!”“W'*J“ E

0

Sia U I'insieme delle funzioni di Hz, verificanti le (2).

| U[E (it) — po’ (2) + (pz + ¢) ¢ (@) do

| %o¥y — %4Yo - (%4 + ﬂx) Yo —.ﬁoj’i :.7 B

1/2

1/2
dm%
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Come ¢ noto, definito in H,—{0} il funzionale

Iv) = [[l[E ()]? dx

si ha che il suo minimo & il piu piccolo autovalore per il plgroblema
(1)- ().

Quindi, per il teorema II:

[ f [o &P ds]‘” <ot | [ (B () dx]w

Si ricerca ora una maggiorazione per I'ultimo addendo della (14).
Sia 4, il pil piccolo autovalore per il problema (1) -(2). Essendo

1

12 —1j2
-[f’v? dw] : ,

0

1

| |
—f v)de =1, [vzdw, o
si ha: "

1 . 1
_ f vE () de < { f [0 (@ dw]”."
,0 ;
1 ( 1

: 1/2 1/2
< (4,12 [-—-/v E (v) dm] f[E (v)P dw} y
-0 . ’,

0
1

1
—/v E(v)dr < (1‘)—1f[E (0)]? d.
. R . '

0

f [E ()] da "
0

e quindi

Infine, essendo

1 1
——fvE(v)dw=——fv’ {10 () v/ ()] — ¢ (x) v} dx

=[— 68 (x) v (@) @), + / (6 (@) [v" @) + ¢ (2) v?) da
' S0 , ' S
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2[{9<w[v ]2+c(w>[v<x ;dx,

poiché : -
| [-9(w)v() ]‘20
rlsulta Sy

f[v @) de << —— min 9 @) f{e (@) [v” (2)]2 + ¢ (x) [v (x)]?} do

. {o, 1} 0

<o (- f”ﬂ‘””””)g,mmew f[E (O de-
[0,1] o | {0, 1]

- Pertanto, 'se v appartiehe*ai U, riesce:

1 o 1 12
(1.5) I[I(;?]}J{ |vv (@)= min ¢ () + [min 0 (x)-min ¢ (x)]'/? [ f[E’(z)Fdac] )
' v

0 Y T N S Y

Se u e w sono due funzioni di H, verificanti le (6), la funzione dif-
ferenza v =4 — w appartiene a U e si ha F (v) = F () — E (w).

Sia a2 4 a2>0. | ‘

Si ricerca una funzione hneare w(x) = px + ¢ che verifichi le (6).
Dovra aversi

‘“0‘1‘1“/301’:?’0
L ',lo‘i(p;+9)+ﬁ1p=71
ciod :
/301’+°‘0Q=7’0
“1+ﬂ1)1’+°‘14—71

Qumd1, p01che nell’ 1poteS1 fatta (a2+oc >0) r1su1ta o, (ay + ﬁ
— oy By #0, si ha: :

Oo ¥y — %4 Yo __(“1+131)?o—ﬁo7’1

p_“o(“i'i‘ﬂi"‘“iﬂo _q—‘—“o(“i"f‘ﬂ:)““iﬁo.
Rlesce |

(16) B =E @) 4pe'i(w>+(pm+q>c<w>
) maxlu(m)lgmdxlpw+qi+ma-x|'v(w){.
| fo,1] [0,1 SN
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Applicando la (15) alla funzione »(x) e tenendo presente (16)°e
(17), si ottiene la (12)

Sia o2 4 al=
- Si ricerca una funzwne w (x) del t1po aw2—{-b.v, che verifichi le (6).
Si ottiene: :
bBy =7,
B, (2a + b) =
e ciog
70 )
- a =
B’ ~ 3t

Essendo v (@) =u(xr )—-(ax2+bm riesce

(18) E (v) = B (u) — 2a 0 (x) — (2ax + b) 6’ (x) + (aa? 4 ba) ¢ (x)
€

(19) max[u(m|<max|a12+b.v|+max|'vw)|
[0.1] [0,1] [0, 1]

Applicando 1a (15) alla funzione v (x) e tenendo presente (18) e
(19), si ottiene la (13).

4. Fanzione di Green del problema e traduzione del problema
al contorno in equazione integrale.

Siano v, (x) e v, (x) due integrali lincarmente indipendenti dell’e-
quazione omogenea X (v) = 0. Costruiamo esphcltamente la funzione
u (x) soluzione del problema

(20)  B(w)=f @) g ) =g, ()= 0.
‘A tal fine ¢ sufficiente imporre alla funzione u (9) di verificare

le condizioni (21). Si ottiene il sistema di due equazioni lineati nelle
incognite ¢; e ¢;:

Po (’01) (N -+ Py (1’2)02 = ()

@ (V)¢ + @, (vy) €y =
{ i .

1 1 . '
==« [Ro0r0a—p R0 0r 0@
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che fornisce per ¢, e ¢, i seguenti valori:

0 gy (ve)
: 1 v
- f (1, E)f £) df""ﬂfox(l &) f (&) dE ‘Pi(vg)l
_ 0
“= olv) @, () — 05 (®) @9 <v2> ’
Po (2,) | 0
. S }
o (0) —a f R(1, 81— B, f Bo(, 81 () del
. 0 : VO
62=

@ (vy) ‘:P1 {y) — Py (V) @ (Vg)

* Quindi, tenendo presente che & costante in [0, 1] il . prodotto
0 (x), W (x) si ha:

_ 9P (¥)
u(@) = 9(131172(1,

| 1
7, (1) f v, (), (2)F (&) 4 — o, (v,) f 0g (8) v, (@) f (&) dE
0

R P (‘v ) 94 (”2) ‘Pi (”1) Po ”2)
_ e |
9(1)W(1)

71 () j 0, € 5, ()£ () de — 5, (v,) f o (&), @) F(5) dE

@ (V) @4 (”2) @, ('”1) @, (vg)

T . o
-+ TOW () fm (é) U (@) f (&) d& — TOWa) fv, (%) vy (£) f (&) dE.
: L} . i 0 ,

Posto

( : % (vy) ("72) v, (§) v, () — '991 (v,) v, () Yy (E)]'+
0 (1) WQQ)[p, (vy) @y () — @4 (v5) @, (v,)]
(22) G(x,&) - <z
P (+ 20 (0 [9, (09)  (2) 3 €) — (2 €) 3y ()
0(1)W(1) [9”0 (v9) @4 (v5) — 0 () @4 (vy)]
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( __ P [y (v5) v, (&) v, () — @, (v,) V(&) v, (@]

| 6 (1) WD) g, (2) 71 (%) — 70 09 @y 0] T
(22) @Gz, &) | | rx<¢
@0 (v,) [@4 (95) v, (§) vy (%) — ¢4 (9,) ¥, (§) ¥, ()]
\ 0(1)W(1) [(Po (v,) @, ('02) — @4 (V) @y (171)]
si ottiene:
i 1
(23) w () = — f 6 (2, 8 1(8) .
J ,
v: Sussiste il seguente teorema:

IV. Se si considerano v, (x) e v, (®) tali che
(24) E@w)=0 (25) E@®)=0
@4) v ()=p, i) =—a (25) @) =0, ¢,,)=1

ia soluzione del problema (20) - (21) e data da (23) con

\ =0, (®) v,(§)/0(1) ¢<w
(26) G (z, &)
' =, (§) v, (x)/0 (1) x<E&.

Le v, () e v, () sono non negative in [0, 1], e riesce

max v, (¢) = v, (0),  max v, (x) = v, (1).
[0, 1] | [0, 1]

Osserviamo che se v, (x) é v, (x) verificano le (24") e (25’), riesce
oo vy (0)+Bo01(0)=g, (v,) =0 e W (1)=1. Basta solo osservare che
se a, == 0, si ha: :

v (1) v, (1) 1 | @ (v) @ (vy) |
‘V(1)= N ) = 1,
o1 (1) o5 (1) () (1)
e se B30, si ha:
v (1) v, (1) 1 |9 (1) 2,(1)
(1) wA)| Pile @) @ @

Pertanto dalle (22) - (22°) si trae la (26).
Senza ledere alla generalita dei casi, supporremo =0, $,=>0.
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_Osserviamo che se v ¢ soluzione dell’equazione B(v)=0, v non pud
© avere né un massimo positivo né un minimo negatwo all’ 1nterno dell’in-
tervallo [0, 11; infatti da 6 (z) ¢’ (x) + 0" (x) v' (2) = c(m) (x), si avreb-
be in un tal punto, sia esso #,: 0 (x,) v’ (&) = ¢ (x,) v (xy).

Per conseguire I'ultima affermazione, distinguiamo i tre casi:

a) a1>0, B1>0;
b) al>Q’ ’ ﬂlzo;
c) o1 =0, ﬁ1>0.

Nei primi due casi, essendo v; (1)= — «, <0, la funzione v, (#) &
decrescente in un intorno sinistro del punto 1; essendo v (1)=p£:=0,
possiamo asserire che v, (#) ha un massimo positivo in [0, 1]. Non po-
tendo avere v, (#) un massimo positivo in (0, 1), v, (#) risulta non nega-
tiva in tutto I'intervallo [0, 1] e assume il massimo in #=0.

Nel caso c¢), essendo [9 ) vy ()] = ¢ (x) v, (x), la funzione-
6 (x) v} («) risulta crescente in un intorno sinistro di #=1; si avra quindi

in tale intorno v; (x) << v; (1)= 0 Sl puo allora ripetere il raglonamento
fatto nel caso precedente. ,

Relativamente alla funzione v, (@), osserviamo preliminarmente
che risulta v3 (0) w3 (0)=0 e che almeno uno dei valori v, (1) e v5(1)
¢ positivo. I seguenti tre casi non possono presentarsi:

v, (0) < 0, w}(0) =10
% (0) <0, w(0)<O
v (0) =0, ;(0) <0,

“in quanto la funzione v, (x) avrebbe o un minimo negativo o un massimo
positivo all’interno dell’intervallo [0, 1]. Nei restanti casi

0, (0) =0, 5(0)>>0
v, (0) > 0, ©;(0) =0
v, (0)> 0, ©}(0) > 0,

con ragionamenti analoghi possiamo asserire che la:funzione v, (%) risul-
ta sempre non negativa e assume- il massimo in #=1. Il caso
% (0) =0, }(0) =0

& ovviamente escluso.

e
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Sia G(x,¢) 1a funzione di Green del problema fornita dalle (22)-(22").

Essa ¢ simmetrica e sempre positiva all’interno del quadrato 0< a;<1 ’
0<£<1. Introdotto in .£2? (0, 1) I'operatore ;

(27) | | I'f= /G (=, &) f (&) dg,
5

e considerato il problema di autovalori
(28 I’f—uf=0 fe£2(o 1),

si vede- facﬂmente che tutti gli autovalon di I' sono positivi; bastera :a
questo scopo provare che per ogni funzione fe€.2? (0, 1), riesce:

(29) [[G(w; f(E)dwdEE_O

il segno uguale sussistendo se ¢ solo se f & quasi ovunque nulla in (0 1).
Si ha:

11 1
/ /G () &) f (@) f (&) dw dE = — /u E (u) dx

, : ;o
=[— u(x) 6 (x) v’ (@)} + / 0 (z) [v" ()] dx + [ ¢ (@) [u (2)]? de.

Per le (4) e le (6) riesce [— u (x) 0 (x) o' @)1} non negativo; ricor--
dando inoltre che ¢ (z) >0 e 0 (#) >0, se nella (29) valesse il segno ugua-
le, si avrebbe:

[— u(2) 0 (2) ' (@]} + j 0 (@) [’ (@) d +- [ o) [u@Pds=0

e ciot =0 in [0, 1], quindi f=0 quasi ovunque in (0, 1).

Cio permette di concludere che I" & in .22 (0, 1) un operatore com-
patto, simmetrico e strettamente positivo e quindi dotato di una suc-
cessione {u«} di autovalori positivi convergente a zero, '
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" Essendd U la varietd lineare di 2% (0, 1) ‘costituita dalle funzioni
f (%) appartenenti a C? [0, 1] ¢ dotate di derivata prima assolutamente
continua e con derivata seconda di quadrato sommabile in (0, 1) e veri-
ficanti le ¢, (¥)=¢, (u) =0, la

| f=E@®m wed
e la relativa inversa |
| w=—TIf feL?(0,1)

‘ 1
stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra% e £2 (0, 1). Posto u=—- =
tutti e soli gli autovalor1 di (1) (2) si ottengono (con le relative molte-

p11c1ta) dagli autovalori di (29), ponendo I = —’;— k=1, 2 ...

5. Rappresentazione degli invarianti ortogonali J,"(I") e valuta-
zioni per eccesso di J,°(I') (i =1, 2, 3).

Si pud ora applicare il procedimento esposto in [2] per fornire
~ una maggiorazione per eccesso degli invarianti Iy (I") (i=1,2, 3).

Posto
1

GO (z, &) = G (x, &), G™ (x, 5)3# [ G (x, 1) GOV (¢, &) db (n =2, 3, ...,
0
risulta |
G (z, &) = G™ (¢, ) (m =1, 2,..)
Essendo

I () = 9, I = [ G n s
. 0

Fﬂ(f)—f @™ (@, &) £ (@)

G (2 ) Tpy1) = ff fG ("71  @g) @ (g 5 ) s

we G (Bn_y ) ) G (X4, Tpyy) day ... day,
si ha:

. 1 1 ;
(30) I~(I')= f f e [ G (.vi,m;) G (g,24) oo G (251, 25) G(xn,wi)dmi...rdxn.
00 0 0 , . S :
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Pertanto riesce:

1 Lo 1 ‘ '
(31) gr) =/G (x, ) de = [0 (1)]‘1fv1 (@) v, (@) da.
‘ 0 :

- 0

Calcoliamo inoltre ‘ .
IJ2I') e F3(I).
Dalla (30) risulta:

1

9’,2([’)=f0(2) (w0, , ) doe, = ~

¢
1 ) 1 1 ‘ |
=fd”1[[G (@ 5 @,)]? dxy + [dwl;f[G (‘7‘?1 ’ ) da,
0 0 0 2 '

| Xy 1
= (6 (I [ do, ] [ o, @)F [, ()P dwy + [ [0, @) [, (2,)]?
0w fae | f1o w08 s+ [ 1

1 -7
= 20000} [0, @ a [ 13, ).
Y :
Per il calcolo dell'invariante J,3I") si procede nel modo seguente:

93(I) =f GO (x, , x,) da, =fdw, f G (x,, xy) GO (2, , x,) dz,
0 0 0
1 2%
= [6(1)]! g [ dx, f vy (@) vy (2) GO (, wz) dr,
' 0 0 -

1 1 ’
+ f dz, f v () v, () GO (2, , &,) da,} .
_ 0 .- . o ‘

Quindi, se #; = «; si ha:

G (x, , x,) = f G (x, , x5) G‘(ac2 ) &) dag
0
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,wl

- 1
+ [, ) 6y, a syt [ 6o, m) 600y, 54)

- ) ; 131

— 10 (1)} § f 0y (@) 1 (25) v, (3) v, (@) Ay

ol ' - 1
+fl’1 (1)) vg (25) v, (25) vy (g) duxy +f'”x (@3) g (%) ©; (03) v, (a5) darg

eseri<ux,,

q? (x, , x,) = f G (z,, x;) G'(:j:cz, x,) du,
0 i '

—1—-[6‘?(;1:i ). %3) G (24, 25) dab3 + [G (@, , 3) G (@5, x3) dy
= [0 ) [ 0, (0 vy (o) o, ) v o) oy
. 0 |

-z, : o 1
+ f 0, (w5) vy (@) , (@) vy (&) dwy + f v, (@) ¥y (2,) ¥, (4) Vg (w,) dag .

Pertanto riesce:

_ 1 3
(33) 93" = [ o (z,, x,) da,

0

. - 1wy Lo
= [0 (1) % f dx, f oy (2y) vy (2) G (2, ) dr,
0 0 -

1 1 |
| —}—fdw, ffv, (25) vy () G“)j(ac‘r, xy) dax,
0 n . |
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X2

1 z;
= [0 (1)]—3 g f dr, / v, (l’i) v, () dx, f v, (x) vy (205) v, (705) v, (103) darg
0 0 9 '

x

1 ) » 1 :
+ [ dx, f vy (@)) vy (205) dirg / v, (@) vy (x5) ¥, (5) v, (x,) dury
0 0 o ; . _

1 X 1
+fd'”1 [”1 () gy (2,) da.'zj v, (105) vy (2,) v, (3) V, (%) dig
0 d 41 )

Z

1 1 o _
+[dmi fvi (10y) vy () da, [”1 (®,) vy (5) v, (105) v, (2x5) dirg
0 E9Y 6 . - )

]

1 1 o :
+fd'”1 f”i (a0g) vy (2,) dix, f”i (w3) vy (@) v, (a05) v, (w5) dirg -
0 & ( ‘

Z
1

1 1 ‘
+fd931 / vy (@) vy () dm2[”i () v, () v, (203) ¥, (;752) dws} .
; .

n £7]

T sei addendi all’ﬁltimo meinbro della (32) soho fra loro eguali.
Quindi ‘

g y

S 1
93 (") = 6 [8 (L]~ f (v, @ do f o, (4) v, (4) dy f v, @) dz.
0 0 : i 0

Riassumendo:
; | .
‘ (33) gur)=I[e@m! fv, () v, (x) dex,
, 0 .
1 3
(34) 92(r) = 2101 [1o, @ ao [ 1, )P 2,
0 0 :

x

1 - v '
35) 93(T) = 616 1) f (v, @) da f 2, () v, () dy f [0, ()] dz,
0 0 0

essendo v, e v, le funzioni introdotte a pag. 13.
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Riesce: ‘ | '
_ . IO <Qi+e (i=1,2,8)
essendo ‘
. 1 |
(36) Q, =[0 ) [ f1 @) f, (@) da,
1 z .
(37) Q, = 2[06(1)]? [[f: (@)]? da:[[fz (¥ dy,
, : : R : 0

1 | z y
6 =00 [1nwrs [L0sww [1era
o o 0 ' '
1 : 1
SR ) FAC TR PATE A f
(40) o, = 2 [6(1)]—?g2s, f /i (%) dx f 2y dy
- L .
+e? [ dw | f2(y) dy + 26, | £,2(2) dz | £, (y) dy
of of of 6/ _
: ’: 1 z ‘ x oy '
e [ 7,0 [ 1,080 + 2020, [0 [ 1,00 ay
0 0 | 0 0
1

| 1 1
t o [0 a0+ 26,05 [or. (@ 20+ '""2;22} ,

0

(1) o= 6|2ty (720 a5 [£,007, ) a0 [ 100
- 0 0 | 0

1 % |
+ szszaz () do [.'If4 @) fo () dy
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+ & [fiz (x) d“‘ffé (¥) dyff.f'(z) dz
: 0 A 0
‘ 1 x y ‘ ‘
+ 200 [2@ 00 [0 a0 [f00
0 0 0
1 z N 1 X ‘ Y
tont [0 [rd+ e [rewas[rwa [re@a
0 0 : 0 0 0
1 x Y 1 2
+ 29 (2@ s [ty [fo035 40 [rewas [vrwa
0 0 0 : 0 0 '
' 1 @ Y 1 z y
+ 2.8 [flz (x) dmfdyffzz (2) dz 4 2¢, &,° [fiz(m) dxfdy [fz () dz

3
& &

1 1 2 y
+o2 [ ds 22, f fu(@) da f 1w fa0ay [£26) de
0 0 0 ' 0 ‘

1 ' -3 Yy
+ 46,5, [ £, (0) 20 [fiw s ay [
' 6 0 ' 0

+ 2¢, &,? ]f1 dwfyf, )f2<y)dy

2, ]mw dw]fz y)dyfz; @) d

+ 4¢® sszi (w)dm/fz(g/ dyffz(z) az

. 7 4
+ 26,202 f £, (@) dw f vf 4y + 2¢2, ffi @as [£,0)dy / £206) ds
0 0o 0 0 0; '
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1]

‘ 1 o y 1 x' 7
e [f0) 10 [ 10 [ fe)s 4 26008 [ 1@ 0 (a5,
0 0 0 0 0
1 x v . 1 ‘ z Yy )
-+ 2¢%e, /f1 (z) de /dyffzg(z)dz + 4e.2¢,2 /fi () dx [dy[fz,(z)dz
4 S O i P

' 1 ‘ ‘1 z v ] ’ ‘
4 oege? f Fula)a®dw 4 o2 [ ai [ W) Fo ) dy [ R
0 o 0 0 '

kel . v 1 X o
+ 2¢,% ¢, / dx [ fi)fo(y) dy / fo(2)dz + 225 [ dz /yfi () 1oy dy
58 ; A |
R | i | v o o 1 =z y
+e [ da f fo ) dy / F2 () s+ 263, [ ax ffg (4 dy [ £, () az
0 - 0 0 L 0 0 0 ‘
1 k K 1 B 2 Y i
e ey? [ i 15,000 + ot ey [ aa [ ) ay f £
0 0 3 0 0 0 '
: 1 x ‘ v ‘ oo 1 2
+ 2¢,% &)? [ da f Ji(y) dy /fz (2) dz 4 &, &,° f dx [ v/ dy
: 0 0 0 0 0

1 z v . 1 »‘a: oy :
, C ' 3, 3
+ e, [ s f ay [ff (2) d + 26,3 f ax [ ay /fz @) ds + L2,
6 0 b | 0 b 6 .

~ dove f, (%) e f, (*) sono funzionﬁ continue in [0, 1] tali che
[vi(@) —file) | <& O<o<l, i=1,2,

ed & arbitrari numeri positivi.
Infatti, essendo v; (#) < fi(«) + &;, basta maggiorare i secondi mem-
bri degli integrali (33), (34), (35). :
I valori ¢; ed e si possono calcolare in maniera esplicita.
Siano Ji () ed f, (x) funzioni appartenenti a H, .
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Poniamo: )
uy () = v, (@) — ], (@)

u2 (@) = v, (x) — [, (%) ;

le funzioni w e u, sono soluzioni dei seguenti problemi:

Bu)=—B(f) By =—E(f)

wW=F — £, (1) 5 gt = — gy (F)

wi (1) = = (o, + £/ 1) @ (u) =1— @, (f
Riesce:
[
08

1

(42) & = ¢ max
[0, 1]

1)—'ﬁ1+ “1+fx (1)) 6 (1)

+/E<fo([9i§7)dt

Per ¢,, se a2+ a? >0, possiamo applicare la (12); si ottiene:

(®).

1 | 1 -
(43) & = I[nax | pz + ¢ I+ (min ¢ (2 )+[min ¢(r) min 9 (w)]ll'z; ,

(0.1] [0, 1] ‘fo. 1]

1 .
{ f [ () — 99 () + (p2 + @) ¢ (@)F dw%‘ 2

(®) In [2] per la soluzione del problema E(ui)_—-‘f, u (1)= uo,u‘;(l')-——_*«u1
¢ stata ottenuta la seguente formula di maggiorazione:

max | u (z) | = e max
0,1

@ o @ | x |
s i [
1 1

ove

- ﬁaﬁ z)!fﬂ(s) _
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ove ‘
%o (1 — @, () + a9, (fp)
ao (061 ‘I" ﬁi) — ﬂO ’

(ay + By) ‘Po (fa) + ﬁo (I — ‘Pi f2)
“0 (& 4+ By) — «, By

q.:

se a4+ a2 =0, dalla (13) si ha:

1 1
v 21
(44) & Tax l ax® + -'”I + min ¢ (z) + [min ¢ (x) min 9(00)]1/"'}
. 1) f0,1] {0,1]

1/2

] |
gj [E (u) — 2a 0 (x) —(2azx +-b) 0/ (x) -+ (ax® 4+ b) ¢ ()] dw% ,

ove
— %o (fg) 1 — @, (/)
“ = "2, + 28,
(7’0 (fz
b =
ﬂo

Pertanto, scelte f, () e fg‘(oc) in H,, si possono calcolare valori per
eccesso degli invarianti ortogonali J,*(I"), J,2(I"), 9,3 (I"}.

~ Tuttavia nostro scopo & di trovare delle maggiorazioni di tali inva-
rianti che siano tanto prossime ad essi quanto si vuole. A tal fine prove-
remo tra breve un teorema di completezza.

Indichiamo con X, lo spazio cartesiano reale a due dimensioni e
con Hy (0, 1), m=0 lo spazio hilbertiano (completo) delle funzioni f(x)
appattenenti a C™! [0, 1], dotate di derivata (m — 1)-esima assoluta- .
mente continua e aventi derivata m-esima in £2%(0, 1), spaz1o nel quale
il prodotto scalare & cosi deﬁmto

y
m

iom=2 [ @)y ) @

Sia m=2; si consideri lo spazio

& = H,_, (o, 1)@ X,
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somma diretta degli spazi hilbertiani H.,_, (0, 1) e X, 9 & ancora uno
spazio hilbertiano (completo) nel quale, se u=(f,»,,x,) e v==(g,¥,,9,)
come prodotto scalare & stato, quindi, assunto il seguente:

(#y ) = (f5 Om—2 + 2y Yy + ‘Té Yo =

n—2 dh dh
—2 da:"f hg(w)dm-{-w:yr{‘wz?/z

0

Indichiamo con {pi (v)} (k=1,2,...) un sistema di funzioni appar-
tenenti a H,, (0,1) e linearmente indipendenti, che sia completo in

H.. (0, 1); gli esempi che si possono portare di un tale sistema sono
molteplici.
Sussiste il seguente teorema:

V. Siano 0 (m)‘ e ¢ () funzibm' appartenenti rispettivamente a
Cm=110,1] e a C"2 [0, 11, con m=2; se le costanti a, f,,, , B, verifi-
cano le condizioni

“02 + 1302 >0, ayfy<0, d12 + B2 >0, @y f,=0,
il sistema di funzioni

{Pr (@)} = {E (pr)y @9 Px(0) 4 By pk (0), a; pe (1) 4 B, pi (1)),

e completo in 9. ,

E sufficiente provare ché se u =(f, x,,2,) ¢ un elemento di 9 tale
che (u,Py)=0(k=1,2,..), necessariamente f & l’elemento nullo di
Hpu2(0,1) e wo=2=0 (3). .

~Indichiamo con w la soluzione del problema

BE@) =1, agw(0) +pw (0) =gy, oywd)+ fiw (1) =z,
Essendo fin H.-» (0, 1), segue che w appartiene a H,, (0, 1).

Poiché il sistema {pi (x)} & completo in H,, (0, 1), esistono le co-
stanti ¢ (k=1,...,n) tali che, posto: ‘

W, (m) = ké‘l ck(n) P (w)’

@) Cir. [6], p. 17, XV. | o p
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Ia successione {w, ()} _convergé a w(x) in H,(0,1). Di conseguenza
tutte le derivate, fino all’ordine m—1 incluso, della successione {w, (x)}
convergono uniformemente in [0, 1] alle rispettive derivate della fun-

zione w (x). Ne segue che la successione {E (w,)}= % 2 ¢'™ E(pr)t con-
‘ . : k=1

verge in Hn-2 (0, 1) alla funzionE f=E(w) e per =0 rie‘s'ce

lim o w, (0 + By wn (0) =g,

e per =1 T j
S lim a, w, (1) 4 B, wa (1) = 2.
Dalla T
m2 dn Cgn .
(w, 22 =2 Jaws@ s E(py) da +

'Jf‘ ®, (o Plc + ﬁo Pk ) + @y (2 pr (1) 4 B, P (1)) =0

segue .allora:

1
m—2

datr L
2 WPy = 3 f Zr /@ g B () o +

0

4+ z (g wy, (0) + B, W (b)) + », (g w, (1) 4 B, 20, (1)) = 0

e, al limite per n—=>o0,

1
-2

p)

‘h=0

2
+ 2 4 22 = 0;

protd

ciot la tesi. -
I teoremi IV di [2] (*) e V del presente lavoro permettono di co-
struire due successioni di funzioni {f™ ()} e { f{}, tali che; indi-

cati con Q,™, Q,™, Q,®), Q,("?, 0™, 0", &™), &™), i primi membri
di (36), (37), (38), (39), (40), (41), (42), (43) o (44), quando si sosti-
tuisca ad f, () e f, (») rispettiVamente M (x) e fi" (x), riesca:

(46) | lim (Q‘(n) + Q‘(”)) [ g (I"), i=1,2,3.

-~ 00

(4 11 teorema IV in [2] afferma che: )
Se @ (x) appartiene a C"-1[0,1] e ¢(x) appartiene a Cm-2[0,1], con m > 2, il
sistema di funzioni: {P,(®)} = {E(pp), p, (&), p(©)}, (k=1,2,.), ove £ e
un punto fissato in [0,1], é completo in K.
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'Se 0 (x) appartiene a C™' [0, 1] e e¢(x) appartiene a C"?[0,1],
possono assumersi come ™ (x) e f{™ (x) le seguenti funzioni (n fissato):

n ) : ) n
fi® (x) = kz en™ pi (x),  fol (x) = kZ' ™ P (@)
=1 =1

dove le costanti ¢;'™ e ex™ sono le soluzioni dei seguenti sistemi linéari
algebrici: o -

n . L

2 [(B(2a), B (0o + 211 24(1) + i (1) D) 026 =B, 21, (1) — a2y (1)

k==1
" (h=1,..,0);
) : :

Z [(E(pw)y B (Pe)m + (2o P (0) + B Bh (0)) (g 2 (0) + 8ok (0)) —!- |

k=1
+ Gy pa(1) + B, P4 (1) (et pa(1) + B, PHL)] 60k = &, pa(1) + B, p} (1)
| (h=1,..,n).
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