Capitolo 11

PROBABILITA SU FAMIGLIE MONOTONE
E PROBABILITA CONTINUE
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11.1 Probabilita su famiglie monotone

La nozione di continuitd della probabilith & data con
riferimento al comportamento della probability sulle successioni
di evenli monotone. Questo paragrafo & dedicalo pil in generale
alla carattcrizzazione delle probabilith cocrenti su [amiglie
monotone di eventi, che hanno anche un loro inleresse aulonomo
che appariri evidente dal confronto tra la nozione di funcione di
ripartizione nella wora delle probabilith coerenti e in quella
classica (Cap. 19, Vol. IT).
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Il problema della caratterizzazione delle probabilita
coerenti su famiglie monotone & risolto in modo unitario dal
Teorema 11.1.2. Abbiamo perd ritenuto opportuno premettere
allo studio del problema generale una trattazione alternativa del
caso particolare delle sequenze monotone. Dare indicazione di
prove alternative ¢ di per sé sempre istruttivo. Nel nostro caso
lo abbiamo fatto anche con l'intenzione di rendere piti semplici i
richiami quando riguardano le famiglie monotone finite.

11.1.1 Proposizione.

Sianc E, , ... ,E, eventi tali ¢he E, S E = 00=E,. Allora, scelti i numeri
realif,, ... .f, per cui riesca

@ 0sf,<.<f <1
b) fi=0seE;=0 ¢ fizlseE;=0
C) fith §€ Ei=El'1

e per il resto arbitrari, l'applicazione B{E) =f, di dominio {E,, ... ,E,} é una
probabilita coerente che si prolunga in modo unico su &, ({E,, ... . E,})=

AE,, ... ,E,D.

DivioSTRAZIONE.

Osserviamo intanto che I'applicazione By definita su {£,, ... , E,} verifica per
ipotesi la condizione di monotonia 9.3.3#. Inoltre, poiché la sequenza E, ... .E,
¢ monotona non-decrescente, la partizione generata da (£, , ..., E,} ¢ datada
RUE, ..E\)={E,E,AE;,... ,E,_,nE,.E,) (7.5Esempio?). Essendo
EinE; ,=E; (3.3.2F), si trova poi E;y,=E;v(E;AE; ), i=1,....n-1.
Pertanto, affinché una probabilita P su B((E,, ..., E,}) sia un prolungamento
di F st deve porre:

PE)=f. P(E))=1f, ¢ P(E;nEy)=fiuy-fi i=1...,n-1,
Operata questa scelta, & subito visto che P & una probabilita su .‘—.%( {E,.....E.}),
perché riesce P(E,)20, P(E 320, P(E;~AE,; ;)20 per la a), P nulla su

eve_ntuali costituenti imgossibi]i in forza delle bjec)—P(E))=0sec E, = ¢,
P(E,)=0se E, =0, P(E;nE; )=0se E;=E; ,—¢
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=1

_ n-1
P(E) + g‘,f P(E,AE; )+ P(E)=f + EI (fis~f)+1-f, =1

La P & percid una probabilita concentrata sulla partizione generata dallinsieme
{E,,....E,} erestaallora definita in modo unico, via prolungamento per addi-
tivitd, la probabilita su ﬂh(:PG({E‘, svrs B, 1) (10.5.1 Proposizione), che indichere-
mo ancora con P. Inoltre, per h =2, ... ,nriesce Ey=FE,v \/i’:{' (E;~AE; ;)
e quindi si ha:
A=1 _ h-1
Py = PE) + X PENE) =i+ T Uiey=fi) =i = BAER).

Sicehé, la restrizione della probabilitd P su {E, ., ..., E,} coincide con F,, che
risulta percid una probabilitd coerente, perché restrizione di una probabilita
coerente (9.2.4 Complementa). n

Veniamo ora al (corema che, come detto in premessa,
comprende anche la proposizione precedente.

11.1.2 Teorema. Caratterizzazionc della probabilita su
famiglie monotone.

Sia (E,) e una famigiia:di eventi monotona non-decrescente
(crescente). Le probabilita coerenti su {E, : xel} si oitengono
tutie e sole scegliendo una funzione reale I di dominio I,
monotona non-decrescente in modo che riesca

a) OSF(x)<1, perognixel

b) F(x)=0 seE,=¢ ¢ Fx)=1 se E,=102

c) Flxy=F(y)se E,=E,

e per il resto arbitraria, e ponendo B(E,)= F{(x) per ogni xe L

La probabilita P, ammette prolungamento unico P sull'algebra
generata da {E, 1 xe I}, che sugli eventi base (1.5 Esempio9) vale

P(E)=F(x), P(E,AE)=F()-F(x) x<y), PE)=1-F(x).
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DIMOSTRAZIONE.

La prova & limitata al caso delle famiglie monotone non-decrescenti, essendo
quella relativa alle famiglie crescenti analoga — anche pid semplice, perché la
condizione ¢) non & operativa {& anzi superflua gia nell'enunciato) —.
Dimostreremo il teorema usando 'ultima delle tecniche descritte nel Comple-
mento 9.5.2. A partire da P, costruiremo l'unica applicazione P di dominio
A ({E, 1 xel}) che rispetta la condizione di additivita ¢ ha per restrizione F,.
Mostreremo che essa & una probabilita, usando il Teorema 9.4.2, e che &
un prolungamento di £,. Avremo con cid provato sia che F, & coerente
(9.2.4 Complemento, (i1)} sia che P ¢ il suo unico prolungamento coerente, € con
cid la tesi.

Al fini dimostrativi & comodo inoltre includere in 7 un "valore" minimo —os,
UNo massimo +ee, porre E_ =0, E.,=.Q e, in accordo con le ipotesi b),
F(-~=)}=0, F{(+w) = 1. Tenendo conte di 7.5 Esempio 9, si ha allora che,
per ogni E appartenente all'algebra generata da {E£,:xe [}, esistono
—eo=Xx,;<x; S .. <X, <X,y =+oo tall che E & somma logica di costituenti di
RUE,,, ... , Ey, }). Pertanto, esso ammette la seguente rappresentazione come
somma di eventi a due a due incompatibili:

. _
E=Vi.  (EAEgnEy, ), —w0=X5<X; S ... SX, <X, ;= +oo.

Inoltre, per ogni x,yel, x<y, in forza dell'ipotesi di monotonia riesce
Ey,=E,v (E,AE,). Pertanto, per rispettare 'additivita si deve porre sia
P(E)=1-F(E)=1-F(x);sia PUE{NE}) = F(E) -F(Ey)=F(y)-F(x)e a
seguire:

P(E) = _go P(EAEgAEx )= ;0 (Flg DEF () S(Ex;AEx,,, = E) (28)

La (28) definisce su &8 ,({E, : xel}) un'applicazione, perché il valore P(E)
ron dipende dalla rappresentazione scelta per E, come andiamo a dimosirare,

Supponiame infatti che E, appartenente all'algebra & ;({E, seee s Exgd)s
appartenga anche ail'algebra & ;({E;,,... ,Ey,}). ¥; £ ... Sy, . Usando
la (28) — o meglio la procedura che ha condotto alla (283 —, ponendo ora y, = —c

€ Ve = +oo, COn riferimento a questa seconda rappresentazione, si attribuira
a I’ il valore:

P(E) =Xy (FOu)-FO 5(Eyi’\E>’i+j =£).

Poiché le due rappresentazioni di E messe a confronto sono generiche,
I'asserto sard compiutamente dimostrato s¢ proviamo che P'(E) = P(E).
Consideriamo a tal fine I'algebra generata da {Ey,, ..., Ex, W {Ey,, ... Lyt
che contiene le due algebre precedenti (Proposizione 7.4.2) e percid anche E.
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L'evento £ & allora somma logica di costituenti della partizione (7.5 Esempio 6)
B{Ex, ... .Ex  Ey,so By D= B({Ey o E DARUE,,. ... E D

pit fine di entrambe le partizioni a secondo membro (Teorema 6.2.1).
Ogni loro costituente & perci(‘J somma logica di costituenti della partizione
BUE,,, .. JEx E“ e s 1) (Definizione 6.1.1). Cid osservato,
indichiamo con P"(E) il Valore che viene attribuito all'evento E con la
(28), quando esso ¢ rappresentato come evento logicamente dipendente da
R{Ex oo Eg Eyyo oo Ey )

Riesce P(E) = P"(E).

Interessa esaminare i costituenti di £ ({ Egpveen s }) per cui riesce
EI,AE%H:>E In tal caso P(E/\EMAE%H) P(ExiAExm) =Fi{x;.)-F(x)
¢ il contributo del costituente Ey AEy, . nella valutazione di P(E), quando £'&
rappresentato come evento logicamente dipendente da 2 ((E, s Ex b
Mostriamo che tale contributo resta invariato nella valutazione di P"(E). La
cosa € ovvia se nessuno degli y, € strettamente compreso tra x; € x;,,, perché
allora E 1M Ex;,, € in entrambe le rappresentazioni, un addendo della somma
logica che compone E. Altrimenti, se # € s sono nell'ordine il minimo e il
massimo deglt indici & per ¢t x; <y, <x;,,. i ha:

ExnEx,, =(EynBy) v (MjZr (Ey, nEyy, )) v (Ey AEx;,).

Nella valutazione di P"(E) si ha.allora che il contributo di E 1A By, © dato da:
Flv) = Fl) + (22 (FU )= F () + Fy )-F) =
Flxip) - Fl) =P(Eq;nExy, ),
ed & quindi uguale, anche in questo caso, a quello relativo alla valutazione di

P(E). 1! risultato vale per ogni costituente di B({Ey,, ..., Ex,}) che implica E,
e percio riesce P(E) = P”(E) come asserito.

In modo analogo si prova che P'(E)=P"(E) e quindi che P'(E)=P(E), come
volevasi.

La P & dunque un'applicazione di dominio & ;({E, : xel}). Mostriamo che
essa verifica le proprieta a), b), ¢} del Teorema 9.4.2, e che percio ¢ una
probabilita. Per ogni xe/, riesce Q=E, v E, =(E_ AE)V(E,~E,.),
usando la (28) si ricava

P(Q)=F(x)-F(~o)+ F(4es)-F(X) = F(xX)+ 1 -F(x) = 1

e quindi la ). La b) & conseguenza della monotonia della F e della definizione -
di P. Per provare la ¢} osserviamo che se gli eventi E,, E,di & ({E, : xe{})
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sono incompatibili, Jo sono anche a due a due i loro componenti del tipo
E.AE,, x<y, che compongono l'evento E;v E,. Nel calcolo mediante la
(28) di P(E, v E,) si possono percid separare i contributi dei componenti di E,
da quelli di E,. I risultati delle due sommatorie che cosi si ottengono sono
P(E,) e P(E,), rispettivamente, e cid prova l'additivita di P.

Per completare la dimostrazione occorre ancora mostrare che la restrizione
di P su (E, :xel} coincide conF,. Si ha infatti P(E)=P(E__ A E )=
F(x)-Fi-eo)=F(x)=P(E,). [ ]

COROLLARIO.

Sia (E,)y e una famiglia di eventi monotona non-crescente (decrescente). Le
probabilita coerenti su {Egsxed} siottengono tutte e sole scegliendo una
funzione reale F di dominio I, monotora non-crescente in modo che riescano
soddisfatte le condizioni a), b), c) del teorema.

D1voSTRAZIONE.

Poiché (E W)xe s © una famighia monotona non-decrescente, le - probabilita coe-
renti su {E' : xel} sono definite dalle applicazioni P(E S =F(x), con
F(x) funzione di dominio  monotona non-decrescente che soddisfa le a), b),
c) del teorema. Allora le probabilith coerentisu {E, : xe I} si ottengono
ponendo P(E,)=1-F(x)= F{x),e-F(x).& monotona non-crescente e soddisfa
anch'essa le @), b), ¢} del teorema. n

11.2 Probabilita su famiglie n-monotone

Diremo che la famiglia (E{/A ... AEY) s x;€ 1, ,x,€1,) &
n-monotona se (EY)) ¢ Ie--r AEL! )anIn sono famiglie di eventi monotone,
La diremo poi n-monotona non-decrescente (non-crescente) se sono tali tutte
le famiglie (E (‘)),C -« 1;- In questo numero ci occuperemo della caratterizzazione
delle probabilita coerenti per le famiglie #n-monotone non-decrescenti, le pill
comunemente usate nelle applicazioni.

In vista di generalizzare il discorso fatto per la famiglia (E, ),y nel
Teorema 11.1.2, poniamo P(EY ”) /\Ex;) F(x;,...,x,). In accordo con
Ia monotonia delie famiglie (E z)sz J;» qui allora troviamo che le probabilita
coetenti sull'insieme {EY) ... AEY) i x;€l,.... .x,€1,} devono essere
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monotone non-decrescenti rispetto a ciascuna variabile x, , ..., x, — perché
sono tali le famiglie di eventi (E{/ ... AEYY s x,€1,,... ,x,€1,) —edeve
essere 0< Flx,,...,x)sl.LaF deve naturalmente soddisfare anche a due
condizioni analoghe alle b) e ¢) del teorema citato, ma contrariamente al caso
n=1, se n>1cid non basta per garantire la coerenza dell'applicazione P definita
sopra. In effeiti, analogamente a quel caso, avviene ancora che il prolungamento
additivo della P sull'algebra generata & ;= & ({EP A AEQ txe 1,0,
x,el,}) & unico e riesce P(£2)y=1. Esso verifica percio le aj e ¢) del
Teorema 9.4.2, ma pud accadere che non verifichi la b} — che sia cioe
P(E) esterno all'intervallo [0, 1] per qualche Ee & —. Cid sard provato nel
prossimo numero.

11.2.1 Complemento. Probabilita su famiglie n-monotone.
Condizioni necessarie.

Per uno approccio graduale al problema cominciamo ad esaminare il caso
n=2. Siano allora (A,)yej e (B))ye s duc famiglie di eventi monotone
non-decrescenti contenenti A_.=B_..= @, in corrispondenza ai quali riesce
A_enB)=A AB_.=¢, € poniamo percio fi{x , —o) = Fl-c0, y) = 0. Gli
eventi dell'algebra generata dallinsieme {4, ~By 1 xeleye/ } sono somme
logiche di eventi dei tlpo A ,ci/\AxZ/\B}I/\B}Z, con —00LX; <X5 €8 —ooSYy,<Y¥,,
¢ di uno al pitt del t1poA VB, =2(A,nB,) (7.5 Esempio 10). Si deve allora
porre P(A vB y=1-Fx, y) (9.3.34)y & cid si pud fare senza violare
le condizioni di coerenza, perché € 0<T-F(x,y) £1 in virth dell'ipotesi
0<F(x.y)< 1. Per queliche riguarda I'evento A x‘,/\quAB y;ABy,,
osserviamo intanto che riesce:

Ax,ABy, = (A, ABy )ALAL, VBy v (A, vBy )] = 29)
(Ax,ABy, )V (A, ABy )V (Ax, AAx,ABy ABy,).
Pertanto, per rispettare la coerenza deve essere (9.3.3¢)
P(Ax,ABy,) = P(Ax,ABy,) + P(Ax,ABy ) - P(Ax A By ) +
PlAy, AAg,nBy,nBy,),
e bisogna quindi porre:
P(A_x[/\AxZ/\gyjAByz) =F(x,,v)~Flx;,y)-Flx,, y )+ Flz;,y,) =
F(xy,v)—[F(x; . y) + Flxy, ¥) - Flx,, y )L

Poiché per ipotesi la F & 2-monotona e vale la 0< F(x,y) <1, I'ultimo
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membro mostra che riesce P(4 AAx A B y;ABy,) =1, perché il termine in
parentesi quadra € non negativo. Le ipotesi appena nominate non garantiscono
invece la non negativita della valutazione. Infatti, se /=J= [0, 1], 1a funzione
F(x.y)=x+y-xy & non-decrescente rispetto a entrambe le variabili — segue
da F(x,,y)-F(x;,y) = (x;—x)(1-y) =0 per x,>x; e analoga per V,>y; -, €
compresatraQe 1 —essendo F(1,1)=1¢e F(0,0)=0 — ma si ha:

P(A,nA AByAB )Y =F(1,1)=F(0,1)=F(1,0)+F(0,0)=-1.

Detto per inciso, & facile anzi verificare che P(4 , AAx,ABy ABy ) <O per

ogni O<x;<x;<leO0<y, <y, <1. ]
Passando al caso in generale, siano ora (E¥))x,e1 oo (EYN, o famiglie
di eventi monotone non-decrescenti contenenti £ = ... = E®) = ¢, in
corrispondenza ai quali riesce (BX2A... AEY) = ... = (E{)A ... AE®) = ¢
(vainteso EY)A ... AE{) = 9'se almeno una x;= —oo), e poniamo percid
Flooo,x,,....x)= ... =F(x,.... »Xp.g.—=e)=0. Per ogni n>1 ghi eventi base

dell'algebra &8 generata dall'insieme {E{)A . AE{ : x,€1,, ... ,x,€l,}
sono del tipo E¢)v ... v B = a(E DA .. AE{)) — e qui si deve porre
PEY)V . VEUN = 1-F(x;y ..o %) € tiesce 0<1-F(x,, ... ,x,) <1 -
e del tipo EvEC’I)AE;lI)/\,., /\E)((’;)AE;’S, €ON ~co X, <Y;, ... ,—o0<Xx, <y,
(7.5 Esempio 11), In corrispondenza di questo evento base, al posto della (29)
si ha:
Ef)n. . AEY=(EYA... AESYAED Y vEP) v = (EQv .. VE)] =
(1) (2) (hY 1 (r—1} (1)
(EY)AESIA L ABINL Y (E},)JA.../\E},’;] AE) v
- (1) L (i)
Exl)/\Eyj)/\‘..AEg;/\Ey':l.
Da qui si ricava
AF(xi,,..,x”;y;,..,,yﬂ)=P(E_;?/\Ey(vj})/\...AE}Z)AE}Q’Q =
FQp sy =Flxp, Yoo ¥ = = F (o g X + (30)
FO X Y50 )+ o 4 FOr s Vo X X)) — e + 1T F (2,00, 5),

Dette x,, ..., x, componenti minori e y,, ... ,y, componenti maggiori, i
2" punti che si ottengono scegliendo in tutti i modi possibili come i-esima
componente x; o y; (una delle due), i=1, ..., 5, sono i vertici dell'iperparalle-
lepipedo (rettangolo) di R” di punti estremi Xy oxp)e vy, .y,
Diremo qui nel seguito che un vertice & di tipo pari (tipo dispari) se & pari
(dispari} il numero delle sue componenti minori. L'ultimo membro delio
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sviluppo precedente — che abbiamo indicato con AF(x;, ..., %Y. ....¥,) —
dice allora che la valutazione che si deve dare a E? AEY) A AEAED & la
differenza tra la somma dei valori assunti dalla F nei vertici di tipo pari e quelia
analoga relativa ai vertici di tipo dispari.

Le condizioni di monotonia rispetto a ogni variabile e 0< F(x,,... ,x,) <1
non assicurano la non negativita di AF(x,,...,x,:¥;.....¥,) per nessun n=2.
Infatti. la funzione F(x;, ..., x,) =(x,+...+x,-x,x...xx,) [(n-1) soddisfa le
due condizione nel cubo [0, 117, com'd facile verificare. In sua corrispon-
denza si trova AF(0,...,0;1,...,1)=-1/{r-1), perché il prodotto x;=... xx,
¢ 1 pel vertice di tipo pari (1,...,1) e O negli altri e, posto G, (x;, ... ,x,) =
Xp+ . +x,, siha AGL(0,...,0;1,...,1) =0, come andiamo a provare per
induzione. Abbiamo visto che cid & vero per n=2, ¢ in tal caso si ha pure che
meta dei vertici di [0, 1} sono di tipo pari — (0, 0) e (1, 1) — e meta di tipo
dispari — (0, 1} e (1,0) —. Mostriamo intanto che i vertici sono sempre (per
ogni = 2) meth di tipo pari e meta di tipo dispari. Se cid & vero per i vertici di
[0, 11* (ipotesi induttiva, #— | 22), & subito visto che cid vale allora anche
per i vertici di [0, 11”7, Basta osservare per questo che essi si ottengono da
quelli di [0, 17" aggiungendo la componenie 1-esima, e che questa ha come
effetto quello di conservare le parita ai nuovi vertici se & | e di scambiarle se & 0.
Cio visto, supponiamo ora per induzione che sia AG,,_,(0,...,0;1,...,1)=0
(vero per n-1=12) e andiamo a calcolare AG,, separando i contributi dei
termini relativi ai vertici con ultima componente 0 da quelli dei relativi ai vertici
con ultima componente 1. Fissato per gquesto il generico vertice (6;, ..., 6,_,)
di [0, 17", il contributo del vertice (6 o 0, ,0) per il calcolo di AG,, &
allora uguale all'opposto di quello'del wertice (6, , ..., §,_;) per il calcolo di
AG,,_,. H contributo totale dei vertici che texminano con 0 ¢ allora -AG,,_, = 0.
Passando ai vertici (§,, ..., §,_;, 1), abbiamo invece che per ciascuno di essi
il contributo conserva il segno e avmenta di 1. Il contributo totale & ancora
AG, , =0, perché, come provato sopra, metd dei vertici di [0, 117! — e quindi
anche meta di quelli di [0, 11" con ultima componente 1 — sono di tipo pari ¢
metd di tipo dispari.

Le condizioni di #n-menotonia e 0 F(x,;, ..., x,) <1 non assicurano dunque
la positivitd di AF(x;,...,x,;¥;.....¥,). Esse non assicurano perd neanche la
limitazione AF(x,,...,%,;:¥;,....¥,) =< 1, cosa che accade invece per n =2,
come abbiamo visto, e anche per n =3 come andiamo a mostrare. Si ha infatti

AF(xfexgsx3;y1ay2y}’3) = F()’j:}’35)’3)"'1:(?51,yzsyg)*F(}"j s X5 ,}‘3)—
F(y, vy x50+ F(x;, %5,y + F(x,, v, x) + F(y, %0, X0 - F(x x5, %3) £ 1,

la disuguaglianza valendo perché F(y,,v,,y;) < I e per la 3-monotonia riesce:
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F(xp,y,.9) +F(y,, %0, + F(3,. 52,330 2F (X, %5, ¥3) +
F(xie)’z’xg)"'F(J’] ’x2’x3)'

Per n=4 ¢ possibile invece che sia AF(x;,... .x;;¥;.... ,y,) > 1. Basta
per questo considerare una F che vale 0 sui vertici del rettangolo di estremi
(x;,%5,%5,%,), (¥;,¥5.¥3,¥,) che hanno tre o quattro componenti minori e 1/2
sugli altri, per la quale si trova

AF(x,,o.x1yy, 30 =1/2-4x(12)+6x(1/2) =3/2 > 1,

perché i vertici con meno di tre componenti minori sono uno con nessuna, 4
con tre e 6 con due. -

Ci0 visto, andiamo a dimostrare che sussiste la seguente caratterizzazione.

11.2.2 Teorema. Caratterizzazione della probabilite
su famiglie n-monotone.

Sia (Ef)n...~nEL) 1 x, €15 .xy€1,) una famiglia di eventi n-monotona
non- de(,rescente (crescente) e & la sua algebia generata. Le probabilita
coerenti su {E{In .. AE® s x €l ... x,€1,} si otrengono tutte e
sole scegliendo una funzione reale F di dominio 1;x ... x1I,, monotona
non-decrescente rispetto a ciascuna variabile; che soddisfa le seguenti condizioni

a 0SF(x,,...,x;)<1

b) F(x;,...,x,) =0 (1), se EH A mES =d(Q)

) Flx;,....x)=F(y,, ...s¥, s8¢ E(” NEY=EY) AL AEY)

d) OSAF(x;,....x;¥,..0) < l,x“},ell, —eoSX; <Y i=1,...,1,
essendo AF(x;,...,x,}¥;, ..., ¥y,) definita dalla (30)

e ponendo P(EY (f) /\E){{g) =F(x;, ... ,x,) perogni x,e I; , ... ,x € I.
La probabilita P ammette prolungamento unico su &, algebra generata da
{EVIA L AED ixjel,, .. x.el, ).

Nora.

In accordo col Complementio 11.2.1 e 7.5 Esempio 11, la d) sottintende che si
siaposto E=... =EW=¢ e F(x,,...,x,) =0 sc almeno una delle x;=—co.
Ponendo allorainessax, = ... = x,, = oo 8i ottiene la a), che & quindi superflua,
ma che abbiamo preferito elencare per mantenere la corrispondenza con le a),
b), c) del Teorema 11.1.2. La d) va comunque elencata per ultima, perché il
calcolo della AF(x,.... .X;:¥;...- »¥p) Presuppone la conoscenza delle
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proprieta b} e ¢).
Osserviamo inoltre che per quanto visto sopra, per n=2 e n=3 la limitazione
superiore nella d) pud essere omessa.

DPrvoSTRAZIONE.

La linea dimostrativa & analoga, anche se formalmente pili complessa (&
naturale), a quella vista per il Teorema 11.1.2. Andiamo ad esporla neile linee
essenziali cercando di ridurre al minimo le scritture formali.

Osserviamo intanto che in corrispondenza agli eventi base dell'algebra &,
per quanto visto sopra per essere coerenti con la valutazione P(E{) A ... AELY) =

F(x;,....x;) st deve porre P(E{)v .. vE{= I—F(xj s, X,) €
PEYAE A AEDAE) = AF(x;,... %35, ..., yy). Inoltre, poiché &
& unione d1 aloebre generate "dui sottoinsiemi finiti di {EPA L AEE i x €1,

,x,6l,} (Teorema 7.4.4), ogni E€ & & somma loglca di un numero
finito di eventi base a due a due incompatibili — non pit di uno del tipo
EY)v ... v EY (1.5Esempio 1) —. Per rispettare I'additivitd, la valutazione
P(E) deve essere uguale alla somma delle valutazioni assegnate agli eventi
base che lo compongono. Poiché la rappiesentazione di £ non ¢ unica,
bisogna anche qui far vedere anzitutto — come nelcaso n=1 (Teorema 11.1.2) -
che la valutazione non dipende dalla rappresentazione. La tecnica & quella vista
in quel caso e si concreta in sostanza nel mostrare che la valutazione di £
ottenuta in una rappresentazione non ¢ambia se si affina la rappresentazione
medesima — perché allora le valuiazieni#?' ¢ P” ottenute rappresentando
'evento E in due algebre finite & e & sono uguali alla valutazione che si
ottiene rappresentandolo nell'algebra genefata da & v &Y, che le contiene
entrambe —. Osserviamo ancora che nel caso n=1 il passaggio analogo a
questo prevede che il generico componente E ~E diEe {BE sxel])}
si scomponga {quando non resta invariato) in eventi dello stesso tipo
inserendo un numero finito di indici tra x ¢ y. Che riesca ciog:

(Ex/\E,)=(E-/\Eu)V...V(E /\E,) X<y <. <UG<Y.

Nel caso attuale, se l'evento base & del tipo (E{AEYN A . /\(E(’” E(”)) ,
questa scomposizione riguarda ciascuno dei suol prodottl E“) E (” , ed
¢ allora somma di {v,+ 1)x...x(v,+ 1) eventi base dello stesso upo avendo
indicato con v; gli indici che vengono inseriti tra x; e y;. Per mostrare che P e
invariante con la rappresentazione bisogna allora mostrare che sommando le
valutazioni di tutti questi eventi base si trova P(E 0 ng]) A AE ;’;’* ~E /ff:l) .
Lo si pud provare per induzione sul numero Complessivo degli indici inseriti
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tra le n coppie (x,,¥;),..., (x,,¥,). Ci limiteremo a provare qui il passo
base, lasciando quello induttivo al lettore per esercizio.
Supponiame allora che venga inserito un solo indice u, diciamo tra x; e y,
senza perdere di generalitd (per motivi di simmetria). Allora si ha:
ANl Fn) , pary =
(ES)AEy) A AEDAE]) =
FU) , gD Fin gy RN 28] F o gl
(EY)AEYA CAEDAEV(EYAE A AETIAE).

Si deve provare che la P dell'evento a primo membro ¢ somma delle P dei due
eventi a secondo membro. Che riesce ciog:

AF (X, X Y e ¥ = AF (X, Y ) R AF (i, X000 )

Lo si vede mostrando che gli addendi del primo membro sono anche addendi
del secondo, e che 1a somma degli altri addendi del secondo membro & nulla.

Consideriamo per questo il generico addendo a primo membro. Esso & del tipo
{- l)hF(z, seeesZp)s CON (24, .0 ,2,,) vertice del rettangolo di estremi (x;, ..., x,),

{y! s . ¥y) — percid z;=%; 0 z;=¥; — e i numero delle sue con.lponent@
minori. If punto (z,, ... ,z,) & anche vertice di uno dei rettangoli di estremi
(s (Uayse ey € (UaXy, o X0, V), ..., ¥,) — del primo se

z,=x,, del secondo se z;=y,—e quindi (-1 )hF {z,.....2,) ¢ addendo anche della
somma a secondo membro. Per la geperieita di (z;, ...,z,) cid prova la prima
parte dell'asserto. Gli altri addendi del secondo membro si ottengono invece
calcolando la F nei punti (i, 2s42..2,). ciascunodei quali compare due volte,
perché sono vertici di entrambili rettangoli relativi al secondo membro. Come
tali sono di parita diversa, ed & percid nulla la somma dei due addendi
corrispondenti. Gli addendi rélativijaiipunti (#.z,, ... , z,,) possono dungue
essere associati a coppie di somma nulla, ed & quindi nulla la loro somima.

Resta cosi provato che P(E) non varia con la rappresentazione se i componenti
base di £ sono tutti del tipo E ,(ff AE&‘: In...AE }fn) AEi.’;) . Per completare 1a prova
che P & un'applicazione bisogna ancora dimostrare che P(£) non cambia neanche
se EY)v ... v E{Y & componente (unico) di E. Anche qui il risultato si rag-
giunge per induzione sul numero dei punti inseriti. E anche qui ci limiteremo a
provare che la P di E _Sffv ...vE E{':f non cambia se si inserisce un punto u in
corrispondenza di una delle variabili, per comodita la x; (passo base dell'indu-
zione). Ricordiamo per questo che x; & il massimo indice i-esimo della rappre-
sentazione di E, nel senso che se E{AEY A .. A EJPAET) & una
componente di E, allora v; < x; per ogni i {7.5 Esempio 11). Pertanto deve
essere u>x;. Allora si ha:

(EYN. VEM) = (EDNEDV(EPVES v . vED). 30
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Riesce inoltre

(EXINED) = (EQNEDALED A . AEPYV(ES V. .VEP)] =
(EY)AEA ES%B,AE;?A...AE‘_’Q/\E;’jj)v[(E”)/\EfjbA(E@v ~VEDY,

ove Yultimo evento in parentesi quadra implica E v E¢)v...vE{) (3.3.20).
Sostituendo l'ultimo membro dell'uguaglianza nella (31) si trova che
(E{)v...vE{) si scompone nella seguente somma di eventi incompatibili:

(E¢)v.. vEf’”)—(EWAE(“AEQQAE(’JA AELE?,AE("?)V
1 bl
(BN ERv .. vEL).

Tenendo conto che F(x,, ..., x,) =0 se almeno una delle x;=—o<, la valuta-
zione a secondo membro & data da

AF(x;,—co, ., m0a il Xp . oo, X))+ L-Flu x5, ... X)) =
Flu,x,, .o x)-F(x, )+ L-Flu,x,. L x) = 1-Flx,, ..., x)

ed ¢ quindi uguale alla valutazione del primo membro, come si voleva.
Tenendo conto di questo risultato e del precedente riguardante la valutazione
degli eventi base del tipo BT AEJA . AEEIAEY, si conclude che la P, che
abbiamo definito come somma loglca di evenii base a due a due incompatibili,
¢ un'applicazione di dominio &£ ..

Che P sia una probabilita loysii vedeypoiicome nel caso n=1, provando che
sono soddisfatie le a), b), ¢) del.Teorema 9.4.2. _
Perlaa)-la P(£2) = 1 - osserviamo che (E_,(C?/\ AE‘;f)n)v(E_SCII’v.. ~VEM)=Q
e quindi che

P =PED A AEY Y+ PEY)v. VE) =
Fry s+ L= FGy ) = 1.

Per quanto riguarda la &) — la non negativita di P —, essa ¢ conseguenza del
fatto che la P & non negativa sugli eventi base per come ¢ stata definita ¢ per la
condizione d) (che implica Ia a)).

Per la c) — Vadditivita — vale lo stesso discorso fatto nel caso n=1. Eventi
E,.E,c &, incompatibili sono somme logiche di eventi base a due a due incom-
patibili. Nel calcolo della valutazione P(E,; v E,) si possono percid sommare
separatamente i contributi dei componenti di E, e di E, — calcolare cosi P(£,) e
P(E,) — e sommare poi le due somme ottenendo cosi P(E, v E,)=P(E))+P(E,).

La prova ¢ cosi completa. L
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11.3 Probabilita continue

La proprieta di ¢-additivita di una probabilitd pud
essere espressa in modo equivalente, anche se in veste formale
alquanto diversa, mediante la proprietd di continuitd. A parte
l'ovvio interesse in sé dell'equivalenza logica — che, presentando
il medesimo concetto da due differenti angolazioni, permette di
penetrare pill a fondo nel suo significato — la formulazione in
termini di continuitd si presta ad essere adoperata per taluni
problemi in maniera pill vantaggiosa di quella espressa in
termini di ¢-additivita. Cid accade ad esempio in relazione alle
proprietd della funzione di ripartizione -di un numero aleatorio
che saranno studiate nel Cap. 19, Vol. I1. Alcune sono anticipate
e messe a confronto con quelle relative alla teoria classica nel
prossimo Complemento 11.3.6.

Sia la nozione di c-additivita sia quella di continuita di
una probabilitd vengono espresse per sticcessioni di eventi, di
significato perd profondamente diverso. La o-additivita
riguarda il collegamento tra le probabilita di eventi a due a due
incompatibili e quella della loro somma logica. La continuita,
invece, il collegamento 'tra le!probabilita di eventi di una
successione monotona € guelia-del-relativo evento limite (somma
o prodotto logico) per a tendente a +oo (7.3.3 Definizione), il solo
limite ad avere senso per le successioni — di eventi e numeriche —.
Senza tema di malintesi, per semplicitd scriveremo in seguito
limE, invece di lim,, _,, . E, , ¢ useremo la stessa convenzione
anche per le successioni numeriche.

Allo studio della nozione di continuitd premettiamo la seguente
proposizione.

11.3.1 Proposizione.

Se P ¢ una probabilita su (E,), successione monotona non-decrescente
(non-crescente) di eventi, allora si ha:
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lim P(E,) < P(limE)= P(V 52, E) {lim P(E,) 2 P(limEy) = P(A = E3)).

Commento. Quando la successione (E,;) ¢ monotona non-decrescente
(non-crescente) l'estremo superiore (inferiore) dell'insiecme di
numeri reali { P(E,,) : n € N} & una limitazione inferiore (superiore)
per la probabilith dell'evento E=limE,,.

DiMOSTRAZIONE.

Sia E,, = E,,,,. Risulta allora non-decrescente la successione numerica limitata
(PE).....P(E,), ...}, aquale pertanto ammette limite finito (il suo estremo
superiore). Per ogni n riesce inoltre E, = V_, E;=limE, ¢ quindi
P(E,) < P(lim E,); da qui segue la tesi per successioni non-decrescenti.

Nel caso delle successioni non-crescentiy laprovae del tutto analoga. |

Nota.

Le disuguaglianze tra limite delle probabilita e probabilita del limite, previste
nelle due situazioni, in condizioni generali non possono essere ulteriormente
precisate. Vi sono ciod casi in cui sussistono.le disugnaglianze strette, altri
invece in cui sussistono le uguaglianze. La cosa & piuttosto intuitiva. Andiamo
comunque a suffragarla con alcuni esempi.

Si consideri una partizione numerabile di 2, {@,,... . ®,,... }, € si
ponga E, = V{_, ;. La successione (E,) & allora non-decrescente, riesce
limE,=V . ,w;=Qe limP(E,) <27, P(w;) per ogni P. Pertanto, se
2=, P(w)<1 —valutazione cogrents { Proposizione 10.4.1) —siha lim P(Ey,) <
P(limE,)= P(£)= 1, mentre ¢ lim P(E,) = P(linE,) se 2.7, P(®) = 1.

Un esempio concreto del primo caso lo abbiamo gia incontrato trattando il
problema delia scelta a caso di un numero naturale N (10.5.2 Esempio), in cui
gli eventi elementari N=1 hanno tuiti probabilita nulla. Si ha allora P(N<n)=0¢
limP(N<n)=0<1=P({=P(lim(N<n)).

Per un esempio concreto del secondo caso, consideriamo una partita a testa
e croce che dura indefinitamente. Poniamo E; = esce testa al colpo i e
A, = la prima testa esce entro il colpo n. La successione (4,) ¢ monotona
crescente. Se supponiamo che i 2" esiti della partita nei primi » lanci siano
equiprobabili — come in 5.2.3 Esempio 1 —, Osservato che A,=FE,n...~E,, si
trova P(A,) = 1-1/2". Segue lim P(A,)) = 1, e allora deve essere per forza lim
P(A,)=P(limA,). E dunque 1 1a probabilith che si verifichi un successo
prima o poi (7.3.3 Esempio 1). In questo caso l'evento limA, & possibile,
perché esso & falso se non si verifica alcun successo (se si verifica l'evento
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FAN ?:1 E;, vero alrimenti.

Simmetricamente, basta considerare la successione (—(N<n)) =(N>n) del
primo esempic per avere una successione decrescente in coi P(N>n)=1,
limP(N>n)=1>P(lim(N>n))=P(¢)=0.

Con riferimento al secondo esempio riesce invece P(limA ) = 0. E nulla la
probabilita che ron si verifichi alcun successo (che esca sempre croce OVvero
che la partita non termini mai).

11.3.2 Definizione. Probabilita continua su (E,).

Sia (E,)) una successione monotona di eventi e P una probabilita
su {limE, E;,... E,, ...} Diremo che P ¢ continua sulla
successione (E,) se riesce lim P(E,) = P(limE,,).

Nora.

Si osservi che la nozione di continuita ora introdotta ¢ di carattere "puntuale”,
nel senso che la successione (£,) va qui considerata un elemento di un insieme
di successioni. Considereremo anche la nozione di continuita per insiemi di
eventi. Nel solito senso: P ¢ continua sit un insieme di eventi se ¢ continua su
ogni successione di eventi di'tale.insierne. Per un esempio — importante,
perché collega la teoria soggettiva a quella classica - si veda il Teorema
11.3.4, che tratta della continuiti di P §ull' insieme delle successioni di eventi
di una G-algebra.

Gli esempi relativi alle successioni (A, ¢ (A n) visti in 11.3.1 Nota
sono casi di probabilitd continua. I fatto che la continuitd riguardi due
successioni associate non & casuale. Sussiste infatti la seguente proposizione.

11.3.3 Proposizione.

Una probabilita P é continua sulla successione monotona di eventi (E,) se e
solo se é continua anche sulla successione associata (E ).

DmoSTRAZIONE.

Per motivi di simmetria & sufficiente provare che se P & continua sulla succes-
sione (E,) lo & anche su (E,). E utile osservare per questo che, in ogni ipotesi
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di monotonia per (E,), riesce limE, =~ lim E, (7.3.3 Proposizione). Tenuto
conto di cio, si ricava

limP(E,)=1-limP(E,) = | - P(limE,) = P(~limE,) = P(imE ),

cioe la tesi. [ ]

11 prossimo teorema, di rilievo anche nella teoria delle
probabilita coerenti, & fondamentale nella teoria classica, ove gli
eventi hanno senso solo se appartenenti a una c-algebra.

11.3.4 Teorema.

Sia P una probabilita coerente definita su una o-algebra di eventi
B. Allora, P é continua su B — sulle successioni monotone di
eventi di B — se e solo se & ivi o-additiva.

DMOSTRAZIONE,

Poiché @ & una g-algebra, se.ghi eventi di.una successione monotona (E,)
appartengono a B, appartiene a.B pute./im E,,. Sono inoltre in & anche gli
eventi della successione associata (E,) ¢ lim E .. Per 1a Proposizione 11.3.3 &
sufficiente percid fare la dimostrazione per le successioni di uno dei due tipi di
monotonia.

Sia P c-additiva in & e (E,) successione non-decrescente di eventi di 8.
Allora si ha: limE, =V 7 E;= E,;vV T (E;AE ). con Ey  EynEyy s
E, . AE,.,,... adue a due incompatibili ed appartenenti a &. Poiché P &
G-additiva in B, riesce P(limE,) = P(E,)+ X% =, P(E;AE;, ), con la
sommatoria infinitesima al tendere di n all'infinito, perché somma della serie
resto di una serie convergente. Si ottiene allora:

P(UmE,) = limP(E,) + limX% 7 -, P(E;~E;,;) = limP(E,)

e ¢id prova che P & continua su ogni successione (E,,) non-decrescente di &, e
Per quanto premesso, continua su ogni successione monotona di 8.

Siano P continua su B (sulle sue successioni monotonej e A, , ... A,, ... € B
evenii a due a due incompatibili,
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Posto E, =V _| A;, si ha che £, € ® e la successione (E,) & monotona
non-decrescente. Inolire anche V' 7_ | A;€ & ¢, come facilmente si verifica,
riesce V5 _, A;=V 7., E;=limE, . Per la supposta continuitd di P (e U'additivita)
segue allora:

P(\V 4)) =PV E):P(limE)=limP(En)=

=1 i=1

limP(V A;) = lim Z PA)) = 2 P(A). n

"ﬁ(:

In virtt1 della Proposizione 11.3.3, per verificare che P & continua su
ogni successione monotona di 8B & sufficiente (e naturalmente necessario) mo-
strare che essa lo & su ogni successione non-crescente (oppure non-decrescente)
dieventi di B. Tale verifica pud essere ulteriormente — e drasticamente — ridotta.
Sussiste infatti il seguente teorema.

11.3.5 Teorema.

Sia P una probabilita definita sulla c-algebra di eventi B. Condizione
necessaria e sufficiente affinché P sia continua su B é che essa lo sia su tutte
le successioni monotone non-crescenti (non-decrescenti) di eventi di B,
aventi per limite l'evento impossibile {certo).

DI1MOSTRAZIONE.

La necessita della condiziong & ovvia. Basta percio provare la sufficienza. Lo
faremo direttamente nella prima delle dueipotest alternative, e sfrutteremo poi
il risultato trovato per dedurla anche nell'altra.

Sia dungue lim P(E,)) = P(lim E,)) =0 per ogni successione (E,) non-crescente
di B tale che limE, = ¢.

Proviamo che da cio discende che P & continua su ogni successione (A,) di
eventi, non-crescente di 8. Posto infatti limA, = A=, A;=A, per ogni n
risulta che A, A A A, appartengono a B, che la successione (ANA,) 2
non-crescente € che lim(A AA,) = AT_, (A nA)=A AA=¢. In forza delle
ipotesi segue allora lim P(A AA,}=0. Inoltre, tenuto conto che ArA, =4, si
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had,=Av (A AA,) e quindi che P(A,) = P(A)+ PA ~A,). Facendo tendere n
all'infinito si ottiene tim P(A,;)= P(A)=P(lim A,). A questo punto, la continuita
della P su B, e quindi la tesi, & conseguenza della Proposizione 11.3.3.

Sia ora lim P(E,) = P(limE,)) = 1 per ogni successione (E,)) non-decrescente di
& tale che imE, = (2.

Allora, l'associata (E ») & una successione non-crescente di B e riesce
limE, =-limE, = ¢c limP(E,)=lim(1-P(E,)) = 1 - lim P(E;) =0. E dunque
soddisfatta per la successione (E,) lipotesi del passo precedente, e segue
percid la tesi. L]

11.3.6 Complemento. Continuitd su famiglie monotone.

Se (E,),c ¢ una famiglia monotona non-decrescente di eventi, a (b) &
I'estremo inferiore (superiore) di I, di accumulazione per I, e P una probabilita
su {E, : xR}, allora riesce:

lim ;4 PUE,) 2 Pllimg, s By limary P(E) < Pllim 1y E9).

Lo si giustifica in modo analogo a quello visto per le successioni monotone
nella Proposizione 11.3.1 (esercizio).

Un risultato analogo sussiste anche se la famiglia (E£,),c ;¢ monotona
non-crescente, invertendo pero ledisuguaglianze.

In analogia con la definizipne data per le successioni, in tutti i casi diremo che
P & continua sulla famigha (E, ), 2 per x->a (x — b) se la disugnaglianza
diventa ugnaglianza. Se riesce ciog

lim,y, P(E,)=P(lim, |, E,) (limﬂb P(E,) = P(limy1p Ex)).
Nelle ipotesi precedenti, sussiste in proposito la seguente proposizione.

ProrosizionE.

La probabiliti P é continua sulla famiglia (E,) per x—a (x— b) se & continua
sulle successioni — basta su una — di I che ammettono a (b) come punto di
accumulazione.
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DiMOSTRAZIONE.

La proposizione prevede quattro casi, due se la famiglia (£,) & non-decrescente e
due se ¢ non-crescente. Le dimostrazioni nei quattro casi sono analoghe ed &
percio sufficiente limitare la prova a uno di essi.

Supponiamo allora (E,) non-decrescente e consideriamo il caso di xTb. Scelta
una successione crescente (x,), e X, €/, che ammette b come punto di
accumulazione (sicuramente esistente), la successione di eventi (Ey,) € mono-
tona, ed ¢ tale percid la successione numerica (P(Ey,)). Per le proprieta dei
limiti delle funzioni monotone si ha intanto lim 1, o P(Ey,) = limx1p P(E,).
Riesce inoltre lim 1, o By, =lim 1y E,, ciot V72 Ex, =V o E,. Basta
ovviamente provare per questo che V,.; E,=V 7 _| E, . Infatti, se
Ver E, € vero, esiste allora £& [ tale che & vero E¢. Sono di conseguenza
veri tutti gli eventi E,, pereui xele E<£x<b, ¢ poiché esiste n tale che
§<x,<briesce £y vero. Segue Voo, Ey,, vero, come volevasi.

Cid visto, si ha:

lim vy P(E) = limgay o P(Ex,) = P(lim, 1, o, Ey,) = P(lim 1y Ey),

ove la seconda uguaglianza/sussiste per ipotesi. n

Tenendo conto di questa proposizione abbiamo il seguente corollario del
Teorema 11.3.4.

COROLLARIO,

Sia P una probabilita o-additiva definita Sulla o-algebra di eventi B. Sia inoltre
(Ey) vy una famiglia monotona di eventi di B, F = la, bl < R. Allora riesce:

limyy g P(Ey) = Pimy o E) e lim vy PUEY) = PUlim 7 Ey).

11.3.7 Complemento. Preliminari sulle funzioni di ripartizione.

Come gia segnalato nel Complemenio 8.4.3, 1o studio delle probabilitd coerenti
sulle famiglie (X<x),cp & (X, Sx, A AXSX)e, 5, er hainteresse al
fine della valutazione (speranza matematica) del numero aleatorio X nel
primo caso e dei trasformati dell'n-pla aleatoria (X, , ..., X},) nel secondo. Le
valutazioni coerenti su tali famiglie si ottengono applicando i Teoremi 11.1.2,
11.2.2 ¢ sono percid caratterizzate dalle rispettive funzioni ¥ ponendo
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nell'ordine P(X<x)=F(x)e P(X,Sx; A AX,Sx)=F(x;, ..., x,). Le
funzioni F sono definite su tutto R e R”, rispettivamente, e prendono il nome
di funzioni di ripartizione3® . Esse devono soddisfare la condizioni previste
dai rispettivi teoremi, per la cui verifica occorre tenere conto anche dell'imma-
gine di X, nel caso del Teorema 11.1.2, di quella della n-pla (X, , ..., X)) nel
caso del Teorema 11.2.2. A titolo di esempio stabiliremo qui avanti alcune
condizioni che vengono imposte dall'immagine di X alle F coerenti e — per
confronto — atle funzioni di ripartizione classiche che, dovendo rispetiare ie
proprieta di ¢-additivita e continuitd, sono soggette a condizioni pili restrittive.
Cosa che non & priva di conseguenze, come mostrano i due problemi che
chiudono questo numero, i quali trovano scluzione nella teoria delle
probabilita coerenti ma non in quella classica. Al fine di stabilire le condizioni
suddette osserviamo intanto che le F ammettono limiti sinistro e destro in ogni
punto x — che indicheremo rispettivamente con F(x—)e F(x*) — e per
x divergente a *oo, e che in corrispondenza agli eventi base X<x, x<X<y,
X>x dell'algebra generata da (X £x),.p (Complemento 8.4.3,1) riesce
P(X<x)=F(x), Plx<X<y)=F(y)-F(x), P(X>x)= 1 -F(x) (Teorema 11.1.2).
Cio vale in entrambe le teorie. Le condizioni a), b), ¢) del Teorema 11.1.2 sono
invece sufficienti (oltre che necessarie) solo per le valutazioni coerenti, come
mostrano ad esempio le ultime quattro delle cinque proposizioni che seguono.

(1)  Se X non ha determinazioni in la, b, allora F ¢ ivi la costante F{a).

Infatti, per ogni a <x < b Heste(a<Xsx) = ¢ e perla 11.1.25 si deve allora
porre P{a<X <x)=F(x)-F(a)= P(0)=0, da cui segue l'asserto. [

39 Le funzioni F vengono cosi chiamate perché dicono quanta probabilitd

sta su una semiretta di R (quelle relative a X) o su un iperottante di R”
(quelle relative a (X, ..., X,}, ¢ per complemento a 1 quanta nella regione
complementare.
Richiamiamo poi l'attenzione sul doppio significato che viene attribuito alle
F e di conseguenza alla nozione di continuita. Per definizione esse sono
Jfunzioni reali di variabile reale o di n variabili reali definite in R o R” e
come tali possono essere continue in un punto o in un insieme nel senso
dell'analisi. Con le posizioni P(X<x)=F(x)e P(X,Sx;n... AXSx,) =
F(x,,...,x,) esse assumono perd il significato di probabilita definite sugli
eventi delle famiglie (X<x)yer e (X, Sx,A .. AX,SX)y,, . xpek, € COME
tali possono essere continue su una successione o inun insieme di successioni
nel senso del calcolo delle probabiliti. Per evitare errori di interpretazione
nel testo suggeriremo quando occorre !'interpretazione corretta dicendo
funzione continua nel primo caso, probabiliti continua nel secondo.
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Si ha dunque che la F deve essere costante in ogni intervallo aperto che non
contiene determinazioni di X. Il discorso vale anche nel caso classico.

(ii) Siha PX=x)<F(&xt)-F(x™).

La famiglia di eventi x-§< X <x+ & di indice §>0 & monotona non-crescente
al decrescere di S e riesce lim 5|, (x-0<X<x+8)=Agy, (x-6<X<x+0) =
(X =x) (7.3.3 Definizione); inoltre P(x-8< X <x+8)=F(x+0)-F(x-9).
Passando al limite si ottiene (Proposizione 11.3.1)

limgyy P(x-6<X<x+0)=F(xt)-F(x~) 2
P(limgy,(x-6<X<x+0) =P(X=x)

e quindi l'asserto. u

Nella teoria classica, poiché la probabilita F deve essere continua, passando al
limite si conserva l'uguaglianza e allora si trova P(X=x) = F(x*)-F(x~).

Se la funzione F é continua in x (se F(xt)=F(x~)=F(x)) riesce P(X=x)=0
(anche nel caso classico).

Se la funzione F ¢é discontinua in x, nel caso classico ~ pitt semplice — la F' &
compatibile solo se X =x & possibile (x & una-determinazione di X), perché si
deve porre P(X=x) = F(x*)-F(x7) >0. Nella-teoria delle probabilitd coerenti
¢ invece possibile che x sia di discontinuita anche se X =x ¢ impossibile,
purché sia di accumulaziong di punti possibili — altrimenti la F & costante in
un intorno di x per la proposizione! (i) € F(x+)-F(x~) =0 —. La probabilita
F(x*)-F(x~) & diffusa sui_punti "infinitamente" prossimi a x; cosi
"densamente" da provocare un'salto ‘come fosse concentrata nel punto di
accumulazione. Si tratta della nozione disprobabilita aderente a un punto, che
non ha senso nella teoria classica e che sara approfondita nel n°19.2.6, Vol. IL.

(iii) Siha F(x*) = F(x).

La famiglia di eventi x < X < x+ 6 di indice 6> 0 & monotona non-crescente al
decrescere di § e riesce lim g, (x<X<x+0)=NAgs, (x<X<x+0)=9;
inoltre P(x <X <x+0) = F(x+0) - F(x). Procedendo in modo analogo a quello
della proposizione precedente si ottiene 'asserto. ]

Nella teoria classica si trova che deve essere F(xt) = F(x) (la probabilita F
deve essere continua a destra) e percid le funzioni di ripartizione classiche
devono essere continue a destra. Nella teoria delle probabilita coerenti pud
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invece essere F(x*) > F(x) e in tal caso F(x1)—F(x) & la probabilita aderente a
destra (19.2.6, Vol. II).

(v) Sihalim, ., F()$1(lim,_,_. F(x)=0).

Con riferimento alla famiglia di eventi (X €x), o g , monotona non-decrescente
al crescere di x e non-crescente al decrescere di x, sihalim, _, ., (X<x)=
Vier X€x)=Qelim, _,_., (X<x)=A,cg (XZ2x)=¢ (n°7.3.3 Esempio 2),
da cui seguono le disuguaglianze (iv).

Il complemento a 1 del lim,, ., F(x)eil lim, ,_. F(x), se positivi, sono
le probabilita aderenti a +< ¢ — oo, rispettivamente {n° 19.2.5, Vol. I). Nella
teoria classica, la condizione di continuita della probabilita F impone che sia
lim, ;. Flx)=1elim,__. F(x)=0.In tale teoria non esistono percid
probabilita aderenti neanche intorno all'infinito.

Un esempio di probabilitd aderente a +oc & dato dalla funzione di ripartizione
del numero naturale N scelto a caso (distribuzione asintotica sui naturali,
10.5.2 Esempio}, che & identicamente nulla perché riesce:

P(N<x)SP(NS) =2 o P(N=1i) = 0.

(v) Se X (la sua immagine) ¢ denso in la . b[*Y, ogni F non-decrescente in
la, bl per cui riesce Fla) SF(X) S F(b) & coerente su {X<x:a<x<b}.

Ai fini della scelta della F in 1a, [, nelle ipotest attuali le condizioni &) e ¢) del
Teorema 11.1.2 non sono operative: leb) perché X <x € possibile per ogni
xela, bl ele c) perché per ogni a <x <y <briesce (X<x) 2 (X< y}). Per
quanto riguarda l'intervalio” Ja , b, la‘scelia della F & soggetta allora alla
monotonia e alla condizione a). Sonepertanto coerenti tutte le F monotone
non-decrescenti per cui riesce £(a) <F (x) < F(b) per x€la, b[ e che soddi-
sfano le condizioni a), b), ¢) nei punti del complementare di Ja, 5[ . ]

La proposizione (v) non sussiste nella teoria classica. Se ad esempioc X &
numerabile, per rispettare la ¢-additivita bisogna distribuire la probabilita
F(b—)~F(a) in modo concentrato sulle determinazioni di X appartenenti
all'intervallo Ja , bf, e non si possono scegliere percid le funzioni F continue,
o anche sclo continue a tratti su sottointervalli di Ja , B[ .

40 Ricordiame che un insieme incluso in un intervallo Ja, 5[ (nei reali) & denso
in ]a, b[ {nei reali), se la sua intersezione con ogni intervallo aperto di Ja, &]
(di R) non & vuota.
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Come preannunziato, gli Esempi 2 e 3 che seguono riguardano due problemi
che trovano soluzione nella teoria delle probabilita coerenti, ma non in quella
classica. Essi si aggiungono a quello della scelta a caso di un numero naturale,
ricordato poc'anzi commentando la proposizione (iv). L'Esempio 2 tratta ancora
del problema della scelta a caso nel numerabile, quando perd Vincertezza &
descritta da un numero aleatorio con immagine densa in un intervallo di numeri
reali (I'immagine del numero naturale N & invece costituita da punti isolati).
L'Esempio 1 riguarda il problema classico della scelta a caso di un numero
reale in un intervallo ed & riportato per completezza e motive di confronto col
problema della scelta a caso di un razionale dell'Esempio 2.

Esempio L. Scelta a caso di un numero reale X in {a , b), a<b.

Il giudizio qualitativo diequiattendibilita degli eventi X=x, x€[a,b]
viene universalmente interpretato richiedendo che per ogni insieme misurabile
Ic[a,b] la probabilita P(X ) sia proporzionale alla misura di [, da
cui si deduce che deve essere P(X e l)=misl/(b-a), e quindi anche
PXeh=P(XelJ), perognil.Jc[a,b]tali che misI=misJ. Si tratta di un
caso particolare di quello considerato in 5.3.5 Nere, in cui si & discusso della
scelta a caso di un punto di una regione di misura finita nei problemi di
probabilita geometrica. Esso viene qui messo in evidenza per precisare il suo
significato in termini di funzione di ripartizione, in vista di metterlo a
confronto col problema dellajscelta aicase di un numero razionale in [a, b]
(prossimo esempio}, che ha senso solo nelia teoria delle probabilita coerenti.
Si deve porre P{X<x)=PR{@)=0/se x<ae P(X<x)=P() =1 se x>b.
Per soddisfare la condizione P(X &) =unisI/(b-a)si deve inoltre porre
PX<sx)=PXela,x))=misla.,x]/misTa,b] = (x-a)}(b-a) se a<x<h. La
funzione di ripartizione allora &;

0 se x<0
Fx)=9 (x-a)/(hb-a) sealx<h {32)
1 sex>bh

Come ogni funzione di ripartizione essa defermina una probabilitd sugli inter-
valli (eventi) del tipo X<x, X>x, x<X <y. Qui su tutti - ciog anche su quelli
del tipo X<x, X2x, x£X <y, x<X <y, x<X <y —, perché F & una funzione
continua e riesce percid P(X=x)=0 per ogni xe R” (proposizione (ii)). La F
assegna dunque una probabilitad (misura) agli intervalli, compresi i degeneri
(X=x) — ciog i costituenti della partizione generata P({X=x:xeR}) -,
ai quali attribuisce probabilitd nulla, come deve essere nei giudizi di equi-
attendibilit (scelta a caso) degli eventi elementari in ambiente infinito
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(5.3.5 Complemento).

La prebabilita F si prolunga univocamente sull'algebra degli eventi X e,
I misurabile secondo Peano-Jordan. Imponendo la c-additivitd, essa si
prolunga univocamente anche sulla g-algebra degli eventi X €/, I misurabile
secondo Lebesgue (Complemento 5.3.2). In entrambi i casi la F & necessaria e
sufficiente per realizzare la condizione P(X €)= misi/(b-a) (di scelta a caso)
richiesta, perché misIj(b-a) & il valore che si deve dare agli eventi della
famiglia (X <x),.5 —periquali /=[a, x] — e cid impone di scegliere 1a F data
dalla (32); misI{(b-a) & anche il valore che la F impore ai costituenti X=x
—periquali 7= {x} —, perché riesce P(X=x) =0 =mis [x} /(b-a) per la conti-
nuita della F; misI{(b-a) & infine il valore che attribuiscono i prolungamenti
agli eventi (X € I), con I misurabile nei rispettivi ambienti — secondo Peano-
Jordan o secondo Lebesgue) —, come s'intende osservando che la probabilith
assegnata agli intervalli & la misura euclidea a meno di una costante di
proporzionalita,

Esemrio 2. Scelta a casoe di un numero razionale X in [a, b], a<b.

Non vi sono ragioni per non richiedere anche in questo caso che sia soddisfatta
la condizione P(X el) =mis!/(b-a) per ogni [  [a, D] ¢ con cid anche la
PXe=P(Xel) perogni I,.Jc[a,b] per cui misi=misJ (non & che i
razionali siano pinr "densi'" inuna parte piuttosto.che in un'altra). Cid comporta
che la funzione di ripartizione Fsianecessariamente quella dell'esempio prece-
dente, che pud essere scelta come probabilita coerente sulla famiglia (X<x), cg
perché soddisfa la condizione della proposizione (v) di questo numero e le
condizioni a), b), ¢) del Teorema 11.1.2. Partendo da tale famiglia, la
probabilitd F si prolunga in mode ‘coerente ¢ unico — come nell'esempio
precedente — sull'algebra degli eventi corrispondenti agli insiemi misurabili
secondo Peano-Jordan e sui costituenti (X=x) di P5({X<x :xeR}),
attribuendo a loro probabilita uguale a mis?/(b-a) — nulla ai costituenti —, ove
realizza percid la condizione di scelta a caso richiesta.

Importa ancora csservare in proposito che la misura (probabilita) assegnata
dalla F agli intervalli — compresi 1 degeneri — pud essere prolungata in modo
o-additivo sulla g-algebra degli eventi corrispondenti agli insiemi misurabili
secondo Lebesgue, come appunto abbiamo fatto nel precedente Esempio 1.
Non si realizza per® in questo modo la condizione di scelta a caso — intesa come
condizione di proporzionalitd delle probabilita degli eventi X €/ alle misure
degli insiemi 7 — con riferimento a ogni evento di tale G-algebra. Basta osservare
per questo che, essendo ora la probabilita G-additiva ¢ diffusa sulla partizione
{X=x:xeR},siattribuisce probabilita nulla all'evento certo X & un razionale
dell'intervallo [a , b]!
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Esemrio 3. Tizio va al bar.

Tizio ha l'abitudine di interrompere il lavoro per una sosta al bar, ove arriva
regolarmente tra mezzogiorno e l'una. 1l barista, appassionato di elettronica e
genialoide, all'insaputa di Tizio ha realizzaio e messo in funzione un dispositivo
che regolamenta l'ingresso al bar consentendo Uapertura della porta solo in
prefissati istanti. Indicato con X Uistante d'arvivo di Tizio davanti all'entrata del
bar, con F, la funzione di ripartizione di X e con T il suo istante d'ingresso,
si chiede di determinare la funzione di vipartizione F, di T.

Scegliamo mezzogiorno come origine per la misura del tempo, 'una come
punto unifa. Allora, con riferimento agli eventi delle famiglie (X <x),cp €
(T<x)ep st ha:

— Comunque sia programmato il dispositivo d'apertura, Tizio non arriva al
bar, e quindi non pud neanche entrare, prima di mezzogiorno e arriva
sicuramente nor dopo una. Riesce inoltre 72 X - non si pud entrare
prima di arrivare —, da cui segue (T <x) = (X £ x) — se si entra rnon dopo
listante x, si & anche arrivati non dopae tale istante — e quindi F{x) < F(x)
per ogni xe R.

— Sex<0allora (X<x)=(T=x)=¢e percio F(1) =F(x)=0.

— Sex>1lallora (X<x) =€ ¢, se 1 & istante d'apertura della porta e solo
allora, anche {T<x) = £2 — altrimenti I'insicme {T=x:xeR} non & una
partizione e lo diventa selojaggiungendo l'evento elementare Tizio non
entra al bar tra mezzogiorno el'una (compresi) — Pertanto, sex=le 1 ¢
istante d'apertura riesce (Xisx) = (F=x) =2e quindi F(x) = F{x)=1.

— Riesce inoltre (X<x)=(T<x), perci0d F(x) = F(x), anche quando x &
istante d'apertura — appartiene percid all'intervallo {0, 1] —. Infatti, come
visto sopra sussiste la (T€x) = (X <x) per ogni x€ R, ¢ quindi anche per
x istante d'apertura. Viceversa, se x & d'apertura e X <x & vero, allora &
vero anche 7 < x, perché se si arriva all'istante x o prima; si entra al piit
tardi in quel istante. Cid prova l'asserto.

Circa i costituenti di P ({T=x:xeR}) e P ({X=x:xeR}) si ha invece:

— (T=x)=(X=x)= ¢ se x & esterno all'intervallo [0, 1].
— (T=x)=(X=x)# ¢ se x appartiene a [0, 1] ed ¢ istante d'apertura.
— (T'=x)= ¢ se x appartiene a [0, 1] ed & istante di blocco .

In conclusione, nell'ipotesi che 1'una sia istante d'apertura (cosi sara per i due
casi che esamineremo qui avanti), possiamo riassumere le considerazioni
svolte nelle seguenti affermazioni:

Fxy<E(x)perxeR
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F(x)=F(x) per xesterno a [0, 1] o istante d'apertura
{(T=x)={(X=x)perxesterno a {0, 1] o istante d'apertura
{(T=x) = ¢ per x istante di blocco

(33)

Com'® nella natura del problema, si deve poi intendere che le determinazioni di X
siano tutti i numeri reali dell'intervallo [0, 1] e che la funzione di ripartizione
di X sia di tipo classico: che sia ciod P(X =x)=F(x*)-F(x~} e che I sia
continua a destra (proposizione (ii)). In queste ipotesi il quesito ha senso
anche nella teoria classica.

Cid premesso, studieremo il problema nei casi che tra mezzogiorno ¢ I'una il
dispositivo abiliti I'apertura in un numero finito di istanti o in tuzfi gli istanti
razionali (si & premesso che il nostro barista & un genialoide!).

a} Il dispositivo apre in istanti equiintervallat dil |n.

E sottinteso che il primo istante d'apettura & O ¢ l'oltimo 1. Posto allora t,=h/n,
h=0,...,n listante d'ingresso T non ha determinazioni negli intervalli
Ity - thy,l e percid riesce E(x)=F (1) per i Sx<itp.,, h=0,... ,n-1
(proposizione (1)). Inoltre, negli istanti d'apertura 15, si ha F(t;) =F(1;) come
detto della seconda delle (33). La funzione diripartizione di T & allora:

¢ se x< 0
E(x)y=+ F{fp) setp=x<t), h=0,...,n-1.
1 se x> 1

Lasoluzione trovata vale inentrambe le teorie,

b} 1l dispositive apre negli istanti razgionali.

Come nel caso precedente anche qui ¢ sottinteso che il dispositivo funzioni tra
mezzogiormo e 1'una. Valgono percid le affermazioni (33). Inoltre, ora riesce
(T<x)={(X<x)per ogni xeR. Ovvio se x <0 {x> 1), perché allora i due
eventi sono impossibili (certi). Per gli x= [0, 1] & ovvia intanto 'implicazione
(T<x)= (X <x) - se si entra prima di x si & anche arrivati prima di x —.
Viceversa, se l'evento X < x & vero, vuole dire che Tizio & arrivato in un
istante £<x e ha allora a disposizione ghi infiniti istanti razionali dell'intervallo
(&, x[ per entrare prima di x. Pertanto, riesce P(T < x) = P(X < x) per ogni
xeR e dalle

E(x)=P(T<x)= P(T<x)+P(T=2x),
F(x)= P(X$x)= P(X<x)+P(X=x)
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siricava:
F(x) = B(x)-[PX=x)-P(T = x)].

Sappiamo gia che in generaleriesce Fi{x) < F(x) (per la prima delle (33)). Ora
si ¢ in grado di precisare che sussiste la:

F(x) <Efx) se e solo se (X=x) #(T=x) e P(X=x)>P(T=x).

Tenuto conto della terza affermazione di (33), ¢id pud accadere se e solo se
esistono x irrazionali in [0, 1] di discontinuita per la F(x), in cui P(X=x) > 0.
Pertanto, le funzioni di ripartizione F(x) e F(x) coincidono a meno di
eventuali punti irrazionali dell'intervalio [0, 1] - che sono al pit un numerabile —
di discontinuita per la F(x). In tali punti le due funzioni differiscono perché £
assume il valore del limite destro {proposizione (iii)) e F{(x) quello del limite
sinistro come segue, se x & uno di tali punti, dalla seguente sequenza di
uguaglianze (proposizione (ii) e (iii)):

F{x) = B(x) - P(X =x) = Bt - [Bx)-F(x)] = K(x7).

La F, & monotona non-decrescente come la 7. 1 accordo col fatto che la
monotonia si conserva se si sostifuiscono i valori nei punti di discontinuitd con
valori compresi tra limite sinistro e limite destro. Fssa soddisfa le ipotesi della
proposizione {v) e le condizieni aj, b} ¢) del Teorema 11.1.2, ed & percid una
fanzione di ripartizione coerente per il numero aleatorio 7, ed & la soluzione
del problema proposto.

In conclusione, la funzione diripartizione di T coincide con quella assegnata a
X a meno di eventuali puntiydi discontinuita irrazionali x€ [0, 1], in
corrispondenza dei quali a F(x) & discontinua, P(T=x) =0 perché (T=x)=¢
per la guarta delle (33), eil salto di discontinuitd P(X=x) & dovuto alla
probabilita aderente a destra di x — se Tizio arriva in x irrazionale non pud
entrare subito, ma lo fard in un istante razionale "infinitamente prossimo” ¢
alla destra di x —.

Si badi che il problema non ha soluzione nella teoria classica, salvo che in casi
"estremamente patologici”. Poiché & certo che Tizio entra in un istante razionale,
per rispettare la ¢-additivith bisogna distribuire la probabilitd in modo
concentrato sugli eventi T=x, x razionale di [0, 11. E allora nella teoria
classica il problema ha soluzione solo se F, & costante a tratti, con discontinuita
esclusivamente in punti razionali di [0, 1]. Una scelta del tutto innaturale per
la funzione di ripartizione di X che ha determinazioni nel continuo.



