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SOMMARIO. - Si dimostra che i éottogruppt normali nei gruppi simmetrici infi-
niti sono determinati reticolarmente in senso stretto.

SUMMARY. - Normal subgroups in infinite symmetric groups are strongly lattice
defined. -

Dati i gruppi G e G, un isomorfismo del reticolo L (G) di tutti i
sottogruppi di G su quello L(G) di G si usa chiamare, brevemente,
una proiettivita di G su G. Enoto (cf. [4], [7]) che se G ¢& il gruppo
simmetrico S, di grado finito n e se n=>4, allora ogni proiettivita di G
¢ indotto da un isomorfismo ‘dl G. Recentemente R. Schmidt [2] ha
provato che il gruppo alterno A di grado finito n, se n=4, & pure indi-

N

viduato da L (A.), mentre ogni sua proiettivitd & indotta da un isomot-
fismo se e solo se & n=+4,3,3+1 con r numero dispari =3. Nella
presente Nota si estende tale analisi ai sottogruppi normali dei gruppi
simmetrici infiniti; si perviene al seguente risultato: se G & un sotto-
gruppo normale del gruppo ézmmetrtco S* su un insieme infinito X,

allora ogni proiettivita di G &'indotta da uno (ed un solo) isomorfismo.

In un gruppo G un elemento g si suol chiamare fortemente reale
[1] se e solo se g'=g! per dna opportuna involuzione i di G; ci sara
utile la seguente osservazione |

1. Se o e una autoproieftivitc‘z del gruppo G, allora per ogni ele-

(*) Pervenuto in Redazione il 21 settembre 1977.
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mento fortemente reale g risulta (g)’=(g) se (e solo se) o fissa
ogni sottogruppo d’ordine 2 di G.

DiM. Possiamo supporre g=i-i; con lordine di g maggiore di
2. Ora (i, i1)*={(i, i), per cui o vi induce una autoproiettivita che
fissa (g) essendo esso I’unico sottogruppo massimo ciclico di (i, i1).

Se X & un insieme (anche non finito), S® denotera il gruppo di
tutte le permutazioni a supporto finito, mentre il gruppo alterno A* &
definito dalla posizione AX={geS® |g & di classe pari}. Sfruttando i
citati risultati sui gruppi alterni e simmetrici finiti e il teorema locale
di Sadovski sulle proiettivita (cf. ad es. [5] cap. II th. 1) non &
difficile vedere che si ha

2. Se X & un insieme infinito, allora ogni proiettivita di S® o di
AX ¢& indotta da un isomorfismo.

3. Sia X un insieme infinito e G un gruppo tale che AX<G=<S5*. A*
¢ allora fissato da ogni autoproiettivita di G.

DiM. Se ¢ & una autoproiettivith di G, per 2. & (A¥)* =A* per cui
da (A¥)°4A* segue che AXA(A¥)”={1} trattandosi di gruppi sem-
plici [6], con A¥ < G; ma & pure (A¥)° <G in virth di [3] th. C2,
per cui il centralizzante di A¥ in G & diverso da {1}, cosa assurda.

Se T+YCTX e G<S5%, come d’uso, Gy indichera lo stabilizzatore
di Y in G: Gr={geG|y*=y per ogni yeY}. Abbiamo allora il se-
guente

LEMMA 1. Sia X un insieme infinito e G un gruppo normale non
identico di S*. Se Y ={y1, ¥2,..., yn} € un sottoinsieme finito non vuoto di n
elementi di X e se o & una autoproiettivita di G, allora (Gy)’=Gv,
con Y’ un conveniente sottoinsieme di n elementi di X.

DiM. Sia anzitutto n=5. A si identifica con un sottogruppo di G,
e per il suo centralizzante in G si ha C¢ (A¥)=Gy. Se ora ¢ ¢ una
autoproiettivita di G, la sua restrizione ad A* ¢ indotta, in virth di
2. e 3., da un automorfismo 7 di A¥, per cui esiste un weS* tale che
per ogni x€AX si ha x=n"'xm (cf. ad es. [6] Satz 4.3); in partico-
lare (A¥)* =AY con Y’'=Y=. Risulta (Gr)*=(Cqg(AY))? =Ca(A”")=Gy".
La conclusione sara raggiunta se si fard vedere che da (Gr)’=Gy con
Y’ equipotente ad Y, segue che Gy ..v, 1) =Gz, 2...2,_ 34 CON

{21, 2s, .. , Zn1 }C Y, per ogni insieme finito non vuoto Y={y1, y, ... ;yn}.
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Considerato all’uopo I'insieme di 7+ 3 oggetti Y U { yus1,ymsz sz} C X,
tisulta Gyy,, vy, w5 vy_1t ={ Gy, (Vn, Yus1, Yns2) ), come un facile conto pro-
va, come pure A¥n ¥nti ¥t Vatst = (g = (ynu1, Yni2, Yn3), €=
= (/ns Y1, ¥ns2)). Da {1}=(c)"A(Gr)*=(c’) AGr=7""(c) n A\ Gy
segue che il ciclo del 3° ordine ¢’ sposta almeno uno degli oggetti di Y.

Poiché (a)<Gy, da =! (a) r=(a)’=(a’) <Gy si vede che o’
& un ciclo del 3° ordine che non sposta alcun elemento di Y’, e poiché

. T
(a, c)e =AM Vnt1: ¥t Ung g™ conclude che ¢’ sposta un solo elemento
di Y'. Ne segue che (Gy,,p...0_0)" = (Gv V (c))°= Gy V {c’) =
=G,'2h22---zn—]} con {2'1, 22y Z3y «us Zn—l} ; Y’

TEOREMA 1. Sia X un insieme infinito, G un sottogruppo normale
di S* e ¢ una autoproiettivita di G. Allora ¢ & indotia da un automor-
fismo interno @ di S¥,

Dim. Per 2. possiamo supporre S* S G. In virtt del lemma 1, risulta
G:"=G, per ogni x€X, e la posizione x > y individua una permutazione
7 su X. Ne consegue che se {g)°=(g’), i due insiemi supporti: sup. ‘g,
sup. g" hanno la stessa cardinalith. Posto 7=mo"’, la conclusione sara
taggiunta se proviamo che 7z & autoproiettivitd identica di G. Tenuto
presente che ogni elemento di G & fortemente reale (cf. [6] Hilfssatz
2.8 ¢ Hauptsatz 2.20) bastera in virtt di 1. dimostrare che 7 fissa ogni
sottogruppo d’ordine 2 di G. Sia allora i una involuzione di G; se sup. i
& finito si conclude usando 2.

Per ipotesi assurda, esista un ie G—S® tale che i=(x,y)i,i’= (x, i’
ove (") =(i)",y’#y. Ora {(x,9))*=((x, ), (i1)* <G}, yy=G: AGi=
=G:AGy=Gys,y e, in definitiva, (i)* < ((x,y)) < (i1)* per cui
i’s x>y, mentre & altresi i’: x+> y’%y, impossibile.

LEMMA 2. Sia X un insieme infinito e G un gruppo tale che
A=A¥*<G=<S* Posto X={A.|xeX} e detto o una proiettivita di G
su H, le posizioni g— g, h> o h o~ atteggiano X rispettivamente a G
ed H-insiemi fedeli. Per ogni (g)<G, un sottoinsieme Y di X & un’or-
bita di (g) se e solo se Y & anche un’orbita di (g)°.

DiMm. Che X sia un H-insieme segue da 3., 2. e Satz 4. 3 in [6]
e la fedelta da Cr(A°)={1}. Sia poi geG e @+YCSX. Osserviamo
che se g ¢ d'ordine infinito risulta (g) < N (Ay) se e solo se -

(g)*<<UN(A¥) mentre se Y & finito e g periodico vale analoga pro-
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prietd in quanto per 2. ¢ Ay==A=A"=~ A% e la conclusione si raggiun-
ge usando di nuovo theorem C2 di [3].

Sia ora Y lorbita di (g),Y: quella di (g)° contenenti A, Per
ogni he(g)e risulta, per quanto osservato, A;l"""1 =Ay per cui Y.CY

e sard (g)° <N (AY,) e dunque anche (g)<N (Ay,) per cui dovra es-
sere Yi=Y. ‘

TEOREMA 2. Sia X un insieme infinito, G un sottogruppo normale
di S* e ¢ una proiettivita di G su H. Allora esiste uno ed un solo
isomorfismo di G su H che induce o. '

DiM. Sia G+{1}; sara A=A¥<G=<S5* e poiché ogni involuzione
di G & contenuta in un gruppo quadrinomio, ¢ conserva i sottogruppi
d’ordine 2; essi generano G ed H [6]. Posto }fz{Ax,l xeX}, X &
un G-insieme ed un H-insieme fedele (lemma 2); se poi g & una
involuzione di G, posto (g’)={(g)’, g ¢ & operano identicamente su
X per il lemma 2. Ne segue che la posizione g+> g’ si estende ad un
isomorfismo ¢ di G su H. Posto ¢ p~'=7, 7 &€ una autoproiettivita di
G che fissa ogni sottogruppo d’ordine 2 di G. Ma allora 7 & indotto
dall’automorfismo identico di G in virtd del teorema 1, e cosi o &

indotto da ¢. @ & anche unico dato che I’identita & 1’unico automor-
fismo potenza di G.
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