GLI SPAZI DI FILTRI NELLO STUDIO
DELLE COMPATTIZZAZIONI
E DELLE STRUTTURE UNTIFORMI DI SPAZIO
PRECOMPATTO (¥)

di GIANNI FACINI (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Il problema della compattizzazione di uno spazio topologico e lo stu-
dio delle relazioni fra spazi'topologici e spazi uniformi vengono qui trattati
per via puramente insiemistica: ogni compattizzazione é costruibile come spa-
zio di filtri; vi é corrispondenza biunivoca fra le strutture uniformi pre-
compatte e le compattizzazioni, e fra queste e glinsiemi di filtri soddisfa-
cienti a certe condizioni.

SUMMARY. - The problem of compactification of a topological space as well as
that of relations between topological and uniform spaces are studied in a
set-theoretical formulation : every compactification may be obfained as space
of filters ; there is one-to-ohe correspondence between precompact uniform
structures and compactifications, and between these and sets of filters sati-
sfying certain conditions.

Introduzione.

In questa nota tratto alcuni problemi riguardanti la compattiz-
zazione ponendomi nell’ambito degli spazi di filtri introdotti da M.
DOLCHER [6].

Nel capitolo I ho costruito, utilizzando la nozione di inviluppo
introdotta da M. DOLCHER [8], una compattizzazione (in generale

(*) Pervenuto in Redazione il 12 novembre 1969.
(*) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica doll’Universith — Piazzale
Europa 1 — 34100 Trieste.
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non (7,)) con individuazione canonica di un punto limite per ogni
ultrafiltro.

Il capitolo II & dedicato alle compattizzazioni (T,).

Ho costruito una compattizzazione (T,) che presenta tutti i
vantaggi di quella di WaALLMAN W (B)(!) «se E & lo spazio da
compattizzare, W (E) il compattizzante, o I’insieme degli aperti di
B e o* Vinsieme degli aperti di W (E), la corrispondenza di of in
oA* che ad ogni A (€ o) associa Dlinsieme A* (€ o{*) conserva le in-
tersezioni e riunioni finite. Inoltre la topologia di E & portata in
una base della topologia di W (E) dalla corrispondenza, e da questo
fatto segue che la dimensione di £ (nel senso dei ricoprimenti) e
la dimensione di W (#) coincidono e che E e W (F) hanno gruppi
di omologie di Cech isomorfi ».

Di piu la topologia del compattizzante y (E) che qui si intro-
duce resta individuata dalla assegnazione di y (E) e non dipende
dalla topologia di E se non in quanto y(E), come insieme, ne
dipende.

A differenza da quanto & noto sulla compattizzazione di Wall-
man, la nostra compattizzazione (o,y(E)) &, al pari di quella (e, §(H))
di Cech, (Ty) ogniqualvolta B ammette compattizzazioni (7,), ossia
ogniqualvolta E & di Tychonoff.

Ancora nel capitolo II ho preso in considerazione una condi-
zione necessaria e sufficiente per la compattizzabilita (7,) a suo
tempo formulata da A. GEROLINI [9], riesponendola nell’ambito de-
gli spazi di filtri.

Il capitolo III & dedicato alle strutture uniformi di spazio pre-
compatto.

Ho mostrato come dal teorema di GEROLINT sulla compattizza.
bilitd (T,) discenda una condizione necessaria e sufficiente per la
uniformizzabilitd ed ho mostrato il significato degli insiemi di G-
ROLINI nella teoria delle strutture uniformi.

Infine ho riesposto sinteticamente servendomi dei risultati di
GEROLINI e degli altri da me ottenuti, il procedimento generale di
definizione di strutture uniformi di spazio precompatto gid ottenuto
da G. AQUARroO [10]

Si omettono le dimostrazioni di quelle proposizioni che conse-
guono facilmente dalle definizioni.

() Cito da J. L. KELLEY [2], p. 168.
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OAP. T - COMPATTIZZAZIONI

|
1. Notazioni. ‘

Useremo le seguenti notazioni fisse (« costanti » nel senso della
logica matematica).

B spazio topologico,
T topologia di b,
A insieme deghl aperti di 7,
A elemento di ;b{,
F, G parti di B,
« punto di B, |
o, filtro degli intorni di «;
@ insieme di filtri su # munito della topologia z, di cui sotto,
o, B, & punti di 'P,

Dp=(o| Fea);

J*: D (B)— D (D) definito da: f*(F)= dp (applicazione forte
relativa a B ¢ P); i '

7,, topologia su @ avente per base di aperti f* (A) (topologia
di Wallman su D); |

J insieme dei filtri d’intorni dei punti di # munito della to-
pologia di Wallman : ‘

|
i . .
6: B — 3 applicazione canonica, o (x) = o,

[«] ultrafiltro su B generato da {{x)) (ultrafiltro-punto), @, insieme
degli ultrafiltri-punto su E munito della topologia di Wallman,

u: B— @, applicazione canonica u ()= [z];

O sottospazio di D;
¥* filtro su &;
W* ultrafiltro su P ;
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. __ i IF*)
¥i= @pﬂ’“ (el.g)3 &) (nucleo di §*);

F*=10]|00 F* (legato di F*)();
jf*4’=;’l* (F*) (inviluppo di & secondo F*);
8C(D)={a|3W*: a = W*?} (saggio di compattezza di D).

2. Premesse - La topologia di Wallman su & - Caratterizzazione
della compattezza di @ - Immersioni.

PRroP. 1. La topologia di Wallman é ereditaria per ¢ sottospazi;
ossia la topologia di Wallman su O coincide con la topologia indotta
su O da quella di Wallman su .

PROP. 2. u ¢ un o)neomorﬁsmo.
Pror. 3. Se E é (T,), o é un omeomorfismo.
PROP. 4. (D | A€o} é una base di intorni di a.

DEF. a & relativamente estratto da O se (an.A) C(EU@ &).
€
PRrOP. 5. (a € @) <—>(and)c EU@ E.
€
PRrOP. 6. o & aderente a JF* se e solo se (a nA) < F%.

Prop. 7. F5 = {F| Pr o F*.

-1
Propr. 8. 5 =/,* (;](]:’“).

-1

Prop. 9. W5 = /* (W*).

*D .
Prop. 10. GéJf* (Eya &)

Prop. 11. W% = W*?.

DEF. @ & un ingrossamento relativo di @’ se per ogni o’ (€ P’)
esiste un elemento o di @ tale che: (a nf) co’.

Prop. 12. a ¢ limite di T* se e solo se a & relativamente estratto
da O*?.

(?) F o o significa: per ogni G€a, FN G == e silegge « F 2 legato con a»;
o o fsignifica: per ogni Fea, GeB, 8 FN G = esilegge «a d legatocon f».
@ ® la negazione di o (ved. {6]).
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LEMMA. Condizione necéssaria ¢ sufficiente perché & sia com-

patto e che D sia un ingrossamento relativo del suo saggio di com-
pattezza SO { D).

ProOP. 13. Se ¢ DycDsiha &) — D; s¢ 6 ZC D si ha 5 = .

2. La compattizzazione degli ultrafiltri.
Da quanto si & espostoiegue il

TEOREMA. Se @ ¢é lo sﬁazio di Wallman di tutti gli wltrafiltri

N\

su B, allora @ é compatto. Se W* é un ultrafiltro su @, Vinviluppo
W di D secondo W* ¢ limite di W . Inoltre (u, ) & una compat-
tizzazione di E.

Cap. II - COMPATTIZZAZIONT (T,)

4. Notazioni.
E spazio topologico

F, G parti di B,
R, ‘R’ ricoprimenti di F,
%, @ insiemi di parti di E;

& spazio di Wallman di filtri su B con base di aperti,

a, # punti di P,
« punto di H,

o, filtro degli intorni di x;

2 spazio di Wallman dei filtri d’intorni di punti di ¥;

o: F— 3 applicazione ! canonica ;

4y insieme dei filtri su E massimali fra quelli con base di aperti ;
¥* filtro su P; ‘

W* ultrafiltro su &; |

(f, X), (g, Y) ampliamenti di E.
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5. Premesse — La topologia di Dolcher su & — I’inclusione
normale.

ProP. 1. Poiché tutti gli elementi di @ hanno base di aperti,
S* (D (B)) ¢é base della topologia di Wallman su D.

OSSERVAZIONE. La topologia di Wallman su & non & dunque
altro che la topologia forte su @ secondo la definizione posta da
M. DoOLOHER [6].

Prop. 2. Se DD, condizione necessaria e sufficiente perché
D sia (T,) & che per ogni coppia «, f i elementi di @ esistano un
Fea ed un GEB tali che FN G = (.

Esprimeremo cido dicendo che gli elementi di & sono a due a
due slegati.

DEF. (Inclusione regolare): FE G se Fc (3

Chiamiamo catena densa ogni insieme totalmente ordinato da
una relazione antisimmetrica e transitiva, tale che fra due qualun-
que a, b dei suoi elementi esiste un elemento ¢ (eventualmente
coincidente con a o con b).

DEF. (Inclusione normale): F% @G se esiste una catena densa
(per la relazione 9 di parti di B tutti gli elementi della quale
contengono F e sono contenuti in @.

DEF. (Filtri regolari e filtri normali): a & regolare (risp. nor-
male) se per ogni G €« esiste un F€a tale che Fg G (risp. F% Q).

Prop. 3. L’insieme ordinato per finezza di tutti ¢ filtri normali
su F ¢é induttivo.

PRroP. 4. Condizione necessaria e sufficiente perché un filtro
normale oo sia massimale é che per ogni coppia F, G tale che F% G
da o o F sequa GEa.

DEF. (Raffinamenti regolari e normali di un ricoprimento di E):
R’ & un raffinamento regolare (risp. mormale) di R se per ogni
FeR’ esiste un G € R tale che Fc @ (risp. Fc Q).
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DEF. (Ricoprimenti regolari e ricoprimenti normali): R & rego;
lare (visp. mormale) se ammette un raffinamento regolare {risp. nor-
male) finito.

Prop. 5. Se (Fics e (G;-),-EJ sono due famiglie di parti di B
indiciate nello stesso insieme finito J e se per ogni i€ J si ha : F,-S G;,

allora é anche (‘.EJJF,-)%(‘lEJJ ?g) e (iDJF,-)%(iOJ G).

6. La compattizzazione (o, y (E)).

LEMMA. Se @ ¢ lo spaz{o di tutti i filtri normali massimali su
E, allora @ é compatto e (T,).

Dimostrazione :

Per comoditd diciamo che un ricoprimento & adeguato se am-
mette un sottoricoprimento finito.

B facile dimostrare che lse § & un ricoprimento normale di B,
(Pg)geg & un ricoprimento adeguato di D,

Dimostriamo invece che se (Dg)g ¢ ¢ ricopre P, allora G & un
ricoprimento normale di E.

Sia 7 linsieme degli F tali che FC @ per qualche G€G. Se
@ non & un ricoprimento normale di B, ¥ non & adeguato. Allora
Iingieme &’ degli F/ = E — F(F€ ') genera un filtro normale Jf.
Se a« > Jf, @ non entra in néssun F€ % e quindi in nessun G€G.
Quindi (DPg )Geg non ricopré @, contro I’ipotesi.

Cio dimostra che @ & compatto. Tenuto conto della Prop. 2.
del § 1 e del fatto che gli e€lementi di & sono massimali, e quindi
due a due slegati, si ha che @ & (7).

DEF. (8pazi completameite regolari): E & completamente regolare
se tutti i o, sono normali (e quindi normali massimali).

DEF. (Spazi di Tychonoff): E & di Tychonoff se & completa-
mente regolare e (7). ‘

Pror. 6 Se E é di Tychonoff, allora E é (T,).

DEF. (Lo spazio y (E)) / Se FE & di Tychonoff lo spazio com-
patto e (T,) ¢ del Lemma s8i indica con il simbolo y (E).
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TEOREMA. Se E ¢ uno spazio topologico di Tychonoff, o Vomeo-
morfismo canonico di E sullo spazio 2 dei filtri d’intorni di punti
di B, y(E) lo spazio di tutti i filtri normali massimali su B, allora
la coppia (o, y (E)) é una compattizzazione (T,) di E.

7. G1i insiemi di Gerolini - Il teorema di Gerolini sulle com-
pattizzazioni (T,).

DEF. (Ampliamenti di E): (f, X) & un ampliamento di E se X
& uno spazio topologico e f un omeomorfismo di F su di un sotto-
spazio denso di X.

DEF. (Relazione d’ordine nella classe degli ampliamenti di E):
(fy X)=(g, Y) se esiste un’applicazione continua b di X su X tale
che hof=yg.

\

Prop. 1. La relazione << sopra definita é riflessiva e transitiva.

DEF. (Ampliamenti topologicamente equivalenti): (f, X)= (g, Y)
se esiste un omeomorfismo & di X su Y tale che ho f=g.

DEF. (G(f,X)): Con G(f, X) si indica la coppia (s, D) dove
® ¢ lo spazio di Wallman delle controimmagini per Pestensione
di fa PD(E) dei filtri ’intorni di punti di X.

DEF. (Insiemi normali di filtri): @ & normale se per ogni o€ @
e per ogni G € « esiste un F €« tale che Fc @ e che per ogni g€ P
da Fo 8 segue GE€f.

DEF. (Inclusione D-normale): F% G se da o o I segue GEq
(per ogni a€ D).

DEF. (Raffinamenti d-normali di un ricoprimento di E): R’ &
un raffinamento D-normale di ‘R se ogni elemento di R’ & conte-
nuto ®d-normalmente in almeno un elemento di K.

DEF. (Ricoprimenti ®-normali): R & D-normale se ammette un
raffinamento @-normale finito.

LEMMA. Le due condizioni seguenti sono equivalenti :
1) 8e (Dg)g e g ricopre D, allova G é un ricoprimento D-nor-
male di E.
2) @ é compatto.
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Dimostrazione : f

B ovvio che 1)=—>2). kaostriamo che 2)=—>1).

Sia (Pg)geg un ricoprimento di @. Dimostriamo che Q & un
ricoprimento ®-normale di E. Sia ¥ Pinsieme degli F tali che
FS @ per qualche G € G. Sia F’ Vinsieme degli F’= F — F per FeF
Se @ non & un ricoprimento pﬁ-normale di B, ¥ genera un filtro Jf.
Allora linsieme dei @p per FeJf & base di un filtro J* su .
Poiche @ & compatto, esiste un «€ @ aderente a J; questo o &
legato con ogni FEJ e quindi con J stesso. Allora o non entra
in alcun elemento di G, contro Iipotesi che (D )g € ¢ sia un rico-
primento di &.

DEF. (Normalizzazioni di un insieme di filtri. Insiemi e spazi
di Qerolini): @’ & una normdlizzazione di @ se @’ & normale e se
per ogni o € ® esiste un o' € &’ tale che o’ < .
. Gli insiemi di Gerolini di filtri su E sono le normalizzazioni
@ di () tali che & D 2. !
Gli spazi di Qerolini sono gli insiemi di Gerolini muniti della
topologia di Wallman.
TEOREMA. Se @ D3 le tre proposizioni sequenti sono equivalenti :
1) @ é un insieme di Gerolini.
2) gli elementi di @ sono a due a due slegati e se (Pgq Jaee
ricopre D, allora G é un ricoprimento D-normale di E.
3) @ é compatto e (T,).!
Ne segue che se E é (T,), E ammette compattizzazioni (T,) se
e solo se esistono insiemi di Qerolini di filtri su K.
Se (f,X) ¢ una qualsiasi compattizzazione (T,) di B, G (f, X)
¢ topologicamente equivalente a (f, X).

Dimostrazione :

L’equivalenza delle proposizioni 2) e 3) discende dal Lemma
precedente. |

Dimostriamo che 1) =—> 2). Si procede come nella dimostrazione
del Lemma fino alla costruzione di ¥F. Per ipotesi esiste un « (€ D)
meno fine di un elemento di (N piu fine di JF. Ossia esiste un «
tale che a o Jf. Si conclude come nel Lemma.

Dimostriamo ora che (3) e 2))==>1). Ossia supposte 3) e 2)
dimostriamo che :
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(@) @ & normale

(b) per ogni J € () esiste un « (€ D) tale che « < jf-

Dimostrazione di (a): Gli elementi di @ sono regolari. Infatti
sia a€Pe Gea Sia G=13G Ui |Gsal; (Pg)g ¢ g ricopre P per
ché @ & (T,). Allora Q & normale e quindi rego]are Sia (F));es un
raffinamento regolare finito di Q. Sia J* Pinsieme degli i€J tali
che F;o a. Allora (iel.g*Fi)Ea e (“L!J]*F.-)EG. Dunque a & regolare.

Sia ora P DVinsieme dei f tali che fo (E— G); ¥ & chiuso e
quindi compatto. Sia @' =}E— F|Fea, Fc@l; (Pglgeg @ un
ricoprimento di ¥ perché « & regolare e @ & (Ty). Sia poi
(Pgp 7, JB— Fyeg) un sottoricoprimento finito di (‘PG)GEQI .
Allora Y’U &-F) = Pr—(nr) = ¥ e quindi da B€ P segue (ﬂ F)op.
Cid dimostra che @ & normale.

Dimostrazione di (b): Sia JF un elemento di (Y e FF* il filtro
su P avente per base I'insieme dei Pp dei Fe jF. Sia a un elemento
di @ aderente a J* e sia F un elemento di a. Allora dio °off e

e quindi Fo ¥ e poiche F & massimale, FEjf Quindi o< J.

8. Compattizzazioni di Gerolini e inviluppi.

Sia (o, @) una compattizzazione di Gerolini di H ().

Sia W* un ultrafiltro su @. Poiché & & compatto esiste uno
ed uno solo punto di « di @ limite di TW*.

Ricordando allora la proposizione 12 del Cap. I, §1 si ha:

TEOREMA. Con le notazione ora introdotte, il limite di TU* &
Punico o (€ D) tale che a < W*?.

(®) Con ¢id si vaol dire che @ & uno spazio di Gerolini.



1
i
i
i
|
|

148 GIANNI FACINI

Cap. III - STRUTTURE UNIFORMI DI SPAZIO PRECOMPATTO.

9. Notazioni.

E spazio topologico ; !
@ insieme (o spazio) di Gerolini di filtri su F;
@G parte di E;
Q insieme di parti di E

10. Significato degli insiemi di Gerolini nella teoria delle strut-
ture uniformi - Struttura uniforme dei ricoprimenti & -

Normali.

TEOREMA Condizione necessaria e sufficiente perché E sia uni-
formizzabile é che esistano insiemi di Gerolini di filtri su E.

Pror 1. Se F ¢ unifornﬁzzabile 8i ottiene una mappa biunitvocn
@ dell'insieme degli insiemi di Gerolini di filltri su B sull’insieme
delle strutture wuniformi di spazio precompatto su E associando ad
ogni ingieme D di Gerolini la struttnra avente per insieme fonda-
mentale di adiacenze Pinsieme dei Ug (@ < @) al variare di G nel-

Vinsieme dei ricoprimenti @ 'n‘m malt di E.’

DEF. La struttura di spdzio precompatto cosi definita si chiama
struttura uniforme dei mcopruhent@ ®D-normali (confrontare [10]

ProOP 2. Se U & una struttum di spazio precompatto su E ed
T & il completato di B per C)Z, =1 (W) & Vinsieme delle tracce su
E dei filtri d’intorni di punii di E’; ossia Vinsieme dei filtri di
Cauchy minimali per U su E.

Si pud dire che dato un insieme di Gerolini di filtri su B
esiste una ed una sola struttura uniforme di spazio precompatto
su F avente & per insieme di filtri di Chauchy minimali.

Qli insiemi di Gerolini non sono altro che gli insiemi di filtri
di Cauchy minimali per le strutture uniformi di spazio precompatto.

COROLLARIO. (g, y (E)) ¢ \topoloqtcamente equivalente alla compat-
tizzazione (Ty) di Urysohn- -Stone-Cech.
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OSSERVAZIONE. Si noti che quando la compattizzazione di Wall-
man é (T,), essa é topologicamente equivalente « quella di Urysohn-
Stone-Cech.
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