A-CATEGORIE E T-ALGEBRE (")

di FaBio Ross1 (a Trieste) (**)

SomMMARIO. - Si assegnano dei tei)re'mi di «transfer» di A-proprieta per V-
categorie di T -algebre associate ad un’ opportuna V -monade T su una
V-categoria oA . ‘

: i . . ‘ ;

SUMMARY. - In this paper are given some « transfer » theorems of A-properties
for V-categories of T -algebras associated to some V-triple T on a
V-category oA . ;

Introduzione.

Un recente risultato, doxfuto a Fisher—Palmquist e ‘Newell (cfr.
[6]), asserisce che se I' & una monade sulla categoria o, dei gruppi
abeliani con funtore cocontinué ed additivo, esiste un anello (unitario) -
R tale che la categoria o{1 delle T -algebre associata a T, sia equi-
valente alla categoria M degli' R-moduli (sinistri).

Poiché le categorie A, ed M, essendo abeliane, sono A-categorie
(verificanti ciot le proprieta Aj, A, A; di cui in [13]), il precedente
risultato assicura che ogni categoria g‘l'bl' , con T monade verificante
la condizione predetta, & ancora una A-categoria. '

D’altra parte, formulando'il risultato richiamato nell’ambito della
teoria delle categorie « relative » ad una categoria chiusa (cfr. [1], [3],
[2], [6]) si pud anche dire c}xe ogni A-categoria d;r, con T una
Ay-monade f, -cocontinua, & una A-categoria.

(*) Pervenuto in Redazione il 7 ottobre 1975.

Lavoro eseguito nell’ambito’ del Gruppo Nazionale per le Strutture
Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni.

(**) Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica dell’Universitd - Piazzale
Europa, 1-34100 Trieste.
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Queste considerazioni suggetriscono allora lo studio delle A-cate-
gorie in relazione alle categorie di T-algebre relative ad una qualsiasi
categoria chiusa (dotata, naturalmente, di equalizzatori).

In questa nota si affronta tale studio prendendo dapprima in
considerazione il caso delle categorie ordinarie (Set-categorie) e sta-
bilendo certi risultati relativi a teoremi di « transfer » di A-proprietd
alle categorie di T -algebre (nn. 1, 2, 3). Poggiando su di essi, si sta-
bilisce, fra Paltro, che ogni V-categoria AT, con T V-monade pre-
servante i V-push-out su una V-categoria o{ con V-push-out, & una
A-categoria, se tale & o{. Si generalizza cosi quanto detto in precedenza
a proposito della categoria o1 .

 Questi risultati forniscono, da un lato, un metodo funtoriale
d’indagine sui reticoli di sottoalgebre in categorie algebriche, dal-
P’altro, la possibilita di costruire nuove classi di A-categorie (n. 4).
Fra quest’ultime si trovano, in particolare, tutte le V-categorie di V-
funtori e V-trasformazioni naturali Ve, relative ad una A-categoria
chiusa e bicompleta V; a tale conclusione si pud giungere ricorrendo
ad una recente caratterizzazione di V€ nell’ambito delle categorie di
T - algebre relative a V (cfr. [6]).

1. A,, A,-categorie(’) e 'T-algebre.
Siano € wuna categoria, T un endofuntore di G, Q 1la classe dei

quadrati commutativi di monic (cfr. [10]) in G Q* quella dei qua-
con f, g (almeno) monic.

Y

f!
con f, g (almeno) monic.

(®) Converremo di chiamare A,, A,categoria (Ajcategoria), ogni categoria
verificante le proprieta A;,A,(A;) di cui a [13]; & opportuno inoltre rilevare
che nella proposizione 1.2 di [13] al punto b) si & omessa, in sede di stampa,
~1a precisazione: « (% &) ». ﬁ L )
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~ Seguendo Linton ([7] paé. '55) poniamo la seguente -

Definizione 1. Diremo che L1‘ preserva i Q-pﬁsh-out (i Q*-push-out)
se, per ogni push-out (g, f, g, f) con (g f g,f)eQ (eQ*), risulta
che (Tg, Tf,Tg,Tf) & un push-out (non necessariamente in Q (in

Q). ,

| - o

11. Se C é una A, Axcategoria e T=(T,n, u) é una monade
su € il cui funtore T preserva i Q-push-out, allora la categoria CT
delle T-algebre associata a T , e pure una Ai, Arcategoria.

DiM: Indichiamo con GT GT___.._>€ il funtore « dimenticante ».
Poiché GT preserva i limiti (come aggiunto destro al funtore libero
FT) ed inoltre, come ben noto, anche li crea, si deduce immediatamente

che CT ¢ A,categoria. ;
Verifichiamo ora che €T gode di Aa.

Sia
(4, ) — —> (B, f)
g9’ g
\L . g Y
(C,y) 3 > (D, 9)
- f

un pull-back di monic in CT. Il quadrato in @

f’
A . i -—}B

J

dimenticato da GT ¢& allora, i:er quanto detto in precedenhza, ancora
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un pull-back di monic. Esso ¢ dunque, a norma di A, un quadrato
V-esatto in C (cfr. [13]). Esiste allora un push-out (f, g’, n, m) tale
che il diagramma

sia commutativo, con ¢ monic. Poiché (f,g’,n,m) & un Q-push-out,
esso & preservato da T, onde (Tf, Tg’, Tn, Tm) & un push-out.
Consideriamo allora il diagramma

che, come facilmente si verifica, € commutativo.

Esiste dunque un morfismo p: TL— L tale che pTm = m v,
p Tn=n f3; verifichiamo che (L, p) & una T -algebra.

In primo luogo, il diagramma

Tt

TL TD

¥

(-
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& commutativo. Infatti nel diagramma seguente

risulta:
eh Tt —(STg) Tf =0 (Tg Tf) oT (gf)=
5T(fg) STIT=CETNHTg=( 7 T¢ ;
(6 T Tn=0 (Tt Tn)=38 T (in)=6 Tg=g B,
ed analogamente |
@ Tt) Tm=fv; (t% O Tn=gp; (tp) Tm=fr.

Essendo allora (Tf, Tg', Tn, Tnfi) un push-out, ne segue che & Tt=tp.
Cid posto, proviamo ora che

Te

L sTL
g ’ e
Y N
TL > L
e

¢ commutativo.
Si ha infatti:

tTp)=0tp) Tp=CTHTp=0(TtTp)=0T (tp)=6T G TH=
S(TEéT* =0T T*t=( up) T?* t= a(upTlt) o (Tt ur)=
O Tt) pr= (tp)ﬂL—t(pﬂL)
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In conclusione ¢ (p T p)=t¢ (p u.); onde, tenendo conto che ¢ € monic, si
perviene alla commutativitad del diagramma in discussione.
Infine, la commutativitd del diagramma

L
L —3 TL

>

si prova con argomentazioni identiche a quelle sopra esposte.

Rimane dunque accertato che (L, p) & una T-algebra e che m, n, ¢
sono T -omomorfismi. '

Con facili calcoli si verifica poi che

14

(4, a) =% — (B, B)
g n
Y Y
) > (L, @)

m

& un push-out in @Y. Poiché il diagramma

-

4

(A,u)—-—-—l-—-p(b,/b)
9 v \4

) ——s (L8)

4
T30
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& commutativo in CT e GT ¢ fedele se ne deduce che t € monic anche
in CT; cid assicura che il quadrato dato sia esatto (in CT),

La categoria CT verifica dunque anche la proprieta A,, il che
conclude la dimostrazione.

2. A,-categorie e T-algebre.

Sia €T una categoria di’ T-algebre su una categoria @ e GT
il funtore dimenticante la struttura. Generalizzando una definizione di
Wryler ([14] pag. 314) poniamo la seguente:

Definizione 2: Diremo che un push-out (f, g f,g") in eT ¢
libero se (GYf,GT g, GT ,GY ¢’) & un quadrato V-esatto in C.

Si osservi che se @ ¢ la categoria degli insiemi, la definizione
precedente fornisce quella di push-out libero secondo Wyler ([14]).

Cio premesso, verifichiamo che:

2.1. Se C ¢é una Ag-categbria e se ogni Q*-push-out (cfr. n. 1) é
libero in @V, allora CV & una Aj-categoria.

Dim: Sia
S
_% .
g g’
2 4 Y
_— .
f! !
un Q*-push-out in CT. Allora
' r
GTg GT gl
Y Y
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¢ un quadrato V-esatto in C. Poiché G preserva i limiti, tale quadrato
appartiene a Q% in €. Tenendo allora conto della proposizione A;
(cfr. [13]), si verifica facilmente che (GT 1, GT g GT g, G* ) & un
pull-back, da cui, sfruttando le note proprieta di riflessione di GT, si
trae che anche (f, g, g, f') € un pull-back in CT, onde la As.

Ci proponiamo ora di pervenire ad una condizione affinché ogni
Q *-push-out in CT sia libero.

Premettiamo due proposizioni ed una definizione.

22. Se T, T? preservano i Q*-push-out in C (cfr. Def. 1), allora
GTY crea i O*-push-out.
DimM: Siano

(4, o) > (B, B)

1

(%9

due monic in CT tali che esista un push-out

N
Y
o]

-
~—
<

h)

Y

in C.

Poiché (u,v,u',1") & un Q*pushout, esso & preservato da T
onde si pud canonicamente costruire un motfismo 6: TD — D (cfr.
prop. 1.1.) Sfruttando ora anche la proprieta di preservazione di T? si
dimostra facilmente che (D, d) ¢ una T-algebra, che u’, v" sono T'-
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omomorfismi,- e che - |

v

(4, 3) — (B, B)
v . u’
: Y ) >\L

(G y) — - — (D, )

(14

un push-out in €T (che necessariamente & Q *.push-out). ‘Inol'tre )
I'unica T-struttura su D pér cui «’, v sono 'T'-omomorfismi.

(¢4

Definizione 3: Diremo che C ha Q*-push-out (o che & una cate-
gotia con Q™-push-out) se ogni coppia u, v di monic con lo stesso domi-
nio ammette push-out in € (cfr. [7] pag. 55).

23.Se € hae T, T preservano i Q*-push-out, allora GV preser-
va i Q*-push-out. |

DiM: Immediata, sfruttando la 2.2 e ben note proprietd dei coli-
miti. Si noti che GT preserva « strettamente » i Q *-push-out (ciog
muta un Q *-push-out proprio in un Q*-push-out). :

E possibile ora asserire che

24. Se C ha Q*.push-oitt e T, T li preservano, allora ogni Q*-
push-out & libero in CY. .

DiMm: Basta infatti "dsser@are che in pérticolare GT muta O*-
push-out in quadrati V-esatti. - '

3. Conseguenze.

-

Supponiamo, in tutto questo numero, che @ sia una categoria
con Q*-push-out e che T =(T, 7, 1) sia una monade su C . Inoltre,
conveniamo di chiamare A-categoria ogni categoria che verifica le pro-
prietd A, Ay As (cfr. :introdu'z;ione). |

) 3.1 Se C & una A-categoria e se T, T? preservano i Q*-push-oui,
allord anche CT ¢ yna A-catégoria. |
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Dim: Infatti T preserva in particolare i Q-push-out (cfr. def. 1),
onde €T & una A, Arcategoria (prop. 1.1). Poiché inoltre C & una
As categoria con  (Q*-push-out preservati da T,T? apphcando 24 ¢
2.1 si deduce che pure CT & una As-categoria.

Come conseguenza si ha

3.2. Se @ ¢é una A-categoria e se T preserva i push-out, allora
CT & pure una A-categoria.

DiM: Evidentemente, a norma della definizione 1, T, T2 preservano
allora i Q*-push-out.

3.3.Se @ & una A-categoria e se T & cocontinuo, allora @Y & ancora
una A-‘categ'oria.

3 4. Se C & una A-categoria e se T ¢é una monade aggiunta su
@ (cfr. [51), allora CT ¢ una Acategorza

Dim: Poiché T ¢ aggiunto sinistro, T € cocontinuo. -

Osserviamo a questo punto che & abbastanza frequente il caso di
categorie di « struttura » pensabili come categorie di T-algebre asso-
ciate ad una monade cocontinua T (cio¢ il cui funtore T sia cocontinuo).
Ad esempio, & ben noto che la categoria zWMdegli R-moduli (sinistri) su
un anello unitario R qualsiasi ¢ equivalente alla categoria 9‘(3‘ ,ove o, 2
la categoria dei gruppi abeliani e T un’opportuna monade cocontinua su
Ay (cfr. [6] pag. 230 ¢ [10] pag. 138); cosi la categoria 4 dei A-
moduli sopra un’associativa ed unitaria K-algebra A (K anello commu-
tativo unitario), pud pensarsi ottenuta come categoria xkMY, ove T &
un’opportuna monade cocontinua su N (cfr. [5] pag. 397 e [8] pag.
84). Ulteriori esempi verranno dati nel seguente n. 4.

Osserviamo ancora che nell’ambito di una teoria delle categorie
costruita su un sistema fondazionale di Godel-Bernays & possibile
identificare la nozione di sottoalgebra di un’algebra (X, &) di CT (cfr.
[11] pag. 99), con quella di sottoggetto di (X,£) in eT (cfr. [121
pag. 20 e [13]). Profittando allora dei risultati di [13] si pud porre:

3.5. Con le limitazioni su C,T, poste dalle proposizioni precedenti,
la classe delle sottoalgebre di ogni algebra di CT, e un reticolo modu-
lare.
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In  particolare, la 3.5. permette di individuare funtorialmente
classi equazionali di algebre tniversali su Set (categoria degli insiemi)
godenti della proprieta reticolare succitata (cfr. prop. 4.4). Infatti & ben
noto che ogni classe equazionale (2, E)-Alg (2 insieme di operatori,
E insieme di identitd) & un’opportuna categoria SetT, e che Set & una
A-categoria (cfr. [13]).

4. Applicazioni ed esempli.

Ci proponiamo in questog numero di accennare ad ulteriori conse-
guenze dei risultati ottenuti. Opereremo pertanto nell’ambito della
teoria delle categorie relative ad una categoria chiusa V (V-categorie).
Per i principali risultati di tale teoria si rinvia alle note [4] (ove cate-
goria chiusa nel nostro senso corrisponde a caegoria simmetrica, monoi-
dale, chiusa), [1], [21, [3], §[6]. Come in [3] considereremo indiffe-
rentemente una V-categoria C, sia come categoria relativa a V, sia
come ordinaria categoria; medesima convenzione verra fatta per i V-
funtori. i

Se C & una V-categoria piccola e V C ¢ la categoria (ordinaria) dei
V-funtori F: C—V e delle Vtrasformazioni naturali fra essi, ¢ pos-
sibile assegnare a V€ struttui*a di V-categoria, purché V sia completa
(cfr. [2]).

Un notevole risultato doVuto a Fisher-Palmquist e Newell ([6])
la seguente caratterizzazione delle V-categorie V€ con V bicompleta.

4.1. (F—P,N). Ogni V-éategoria vee V-equivalente alla V-cate-
goria (V ST delle T—algebré per qualche V-cocontinua V-monade T
suV8; V8¢ (a meno di Vequivalenze) la categoria prodotto di S
copie di V, dotata opportunamente di V-struttura, ove S & U'insieme degli
oggetti di C. |

Approfittando di questo [risultato, diamo una applicazione ai teo-
remi di « transfer » stabiliti ne1 numeri precedenti, dimostrando, tramite
la 4.1, che:

42.Se V ¢ una A-catego;'ia bicompleta, tale é anche la V-categoria
V€ per ogni V-categoria piccola C.

La 4.2. si consegue banalmente, ricordando che la V-equivalenza
di V-categorie € in particolare una equivalenza, dopo aver stabilito che,
se V ha equalizzatori, risulta:
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43. Se o & una V-categoria con V-push-out, T =(T,n, p) una
V-monade su o preservante i V-push-out, allora la V-categoria AT &
una A-categoria se tale é la A. Co :

DiM: Osserviamo in primo luogo che, poiché V ha equalizzatori,
la V-categoria T & lordinaria categoria delle T -algebre associata
alla monade (ordinaria) T su o, dotata canonicamente di V-struttura
rispetto alla quale GT & un V-Afuntore (cfr. [9]). D’altra parte, poiché
A ha V-push-out, o ha anche push-out ordinari e le due nozioni
coincidono (infatti il funtore rappresentabile o (—,A): «{ =V, muta
push-out in pull-back, per ogni A€ o). Il funtore T: A —>o di T,
preserva allora i push-out, onde la tesi applicando la 3.2.

Osserviamo ancora per completezza che la V-categoria V S, di cui
alla 4.1., ha sicuramente V-push-out, ed essendo (a meno di V-equiva-
lenze) la categoria prodotto VS (V-strutturata), ¢ una A-categoria se e
solo se lo ¢ V. ,

A questo punto diamo una proposizione conclusiva che, poggiando
sui risultati conseguiti, fornisce anche classi di A-categorie.

4.4. Sono A-categorie:

a) Ogni Set©, categoria dei funtori ordinari Set valutati da
una categoria piccola qualsiasi;

b) Ogni [C*, Set*1*, categoria dei funtori « puntati » (ed ordi-
narie trasformazioni naturali) da una categoria « puntata » piccola C*,
alla categoria degli insiemi con punto base Set*;

¢) Ogni (Sete)T , ([C*, Set*] *)T,Move T & una monade preser-
vante i push-out;

d) Ogni AY , ove A & una categoria abeliana e T & una monade
preservante i push-out;

e) La categoria delle « azioni » di un gruppo G o di un monoide
unitario M ed omomorfismi relativi.

Dim: Per i punti a), b) basta interpretare la 4.2. ponendo V= Set
o V= Set* e ricordando che, mentre la Set-teoria delle categorie &
Pordinaria teoria delle categorie, ogni Set*-categoria € una categoria
« puntata » (con zero-morfismi), ogni Set*-funtore ¢ un funtore « punta-
to » (preservante gli zero-morfismi), mentre le Set*-trasformazioni natu-
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rali coincidono con le ordinarie trasformazioni naturali poiché il fun-
tore « basico » Seto* (I, —):Set* — Set (ove I & I'unita di Set*) _é
fedele. Si osservi inoltre che Set* ¢ una A-categoria.

Per i punti ¢), d) si puo applicare direttamente la 3.2, dopo aver
osservato che le categorie in' questione sono con push-out.

Al punto e) si ricordi che le categorie in oggetto possono pensarsi
come categorie di T -algebre associate ad una opportuna monade cocon-
‘tinua T su Set. |
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