OSSERVAZIONI IN MERITO
ALLA OTTIMIZZAZIONE DELLA OOSTANTE
OHE FIGURA IN UN OLASSIOO
TEOREMA DI JACKSON (¥

di SErRGI0 GUERRA (a Livorno) (**)

SOMMARI0. - Si stabiliscono limitazioni inferiori e superiori per la migliore co-
stante del teorema di Jackson sulla migliore uniforme approssimazione,
mediante polinomi ordinari, di funzioni continue di una o pit variabili
reali.

SuMMARY. - We establish lower and upper bounds for the exact constant of
Jackson’s theorem on the best uniform approximation, with ordinary
polynomials, of continuous functions of one or more real variables.

1. Sia C la classe delle funzioni, a valori reali, definite € continue
sull’intervallo [—1,1],C* quella delle funzioni, pur esse a valori
reali, definite per ogni x, continue e periodiche di periodo 27. Per
ogni feC ed ogni geC*, indicheremo, rispettivamente, con E,(f) ed
E.* (g), le loro migliori uniformi approssimazioni mediante polinomi
algebrici e trigonometrici di ordine non superiore ad n. Com’® noto,
esistono due costanti K e K*, assolute, tali che, per esse, qualunque sia
Pintero positivo n, risulta:

(1) B, (f)< wa(%)v W feoq,

2 |
@ B )<Ko, (Z), woe o

—

(*) Pervenuto in Redazione il 10 settembre 1974.
(**) Indirizzo dell’Autore: Accademia Navale — 57100 Livorno.
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essendo wy il modulo di continuité relativo ad f (x) e w, quello relativo
agk).La(l)ela(2) esprimono?due classici teoremi dovuti a Jackson ().

Se 8(n) e 6*(n) indicano due funzioni dell’intero positivo n,
soddisfacenti le condizioni:

(3) 0 <d(n)< 2, lim n 6(n) >0,
4 0 <'6*(n)§2n, lim n 6*(n)>0

per essere, in virtl di una immediata proprieta del modulo di continuita,

2\ w2 ) (1 -2 s
o) = ool 20) = (1 i) er 00

“o(F) = ol (”’) (1 + v )) @ @

dalle (1) e (2) seguono rispettivamente le:

E =

(1)’ L B (f)< Moy (3 (), Ve 0,
(2)1 R E’: (g)gM’ wg (6' (N))’, . V g'e '0*, 3
con v »
2 - , |
= (1 s n)) ez o (14 & (n))

) Kornelcuk (2), ha determlﬁato 11 minimo per la costante assoluta
YM *, che figura in (2)’, relatlvamente alla funzione

|
.

6"‘(%) .n+1

Tale autore ha infatti dimOstrato che:

Ygel* (n=0,1,..),

1) Epr (g)glhcog( _|_1>

() D. JACKsoN, The Theory of Approximation, New York (1930), pag. 7
e pag. 15.

® N. P. KORNEICUK The Exact constant in the theorem ...... Doklady '
145 (1962), pp. 514-515. ‘
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9) Ye>0e6Nn, 3ge€0*: B g)>(1-8)wg( :—1)

Il problema della ottimizzazione della costante M, che figura in
(1)’ &, a quanto ci consta, tuttora aperto per tutte 1e possibili scelte
della funzione ¢ (n) C). :

Della minima costante M, per la quale la(1)’ si realizza, Korovkin (“) |

‘ 1
ha stablllto nel caso 0 (n) ™ , la 11m1ta21one supenore

Ly =

Noi determineremo, per M, una limitazione inferiore I; (positiva),
in corrispondenza a tutta una classe di funzioni ¢ (#); una relativa
limitazione superiore Ls; pud poi subito conseguirsi, come vedreino

sfruttando la medesima tecnica usata da Korovkm per & (n)—'— Ri-

volgeremo, infine, le nostre considerazioni, sempre in ordine alla medef
sima problematica, al caso delle funzioni continue di pilt variabili.

2. Per il seguito indicheremo con A la cléssé delle funzioni & (n),
dell’intero positivo #, che soddisfano le due condizioni

(3Y 0< d(n)< {{% , lim nd(n) > 0.

Vale il seguente:

LEMMA. Se ¢ (n)eA, allora per ogni £>0 ed ogm n=1,2,..; esi-
ste p€C per la quale risulta

2n+
In+4 2

B, () = (gt — ¢) 0 (00

(®) Nel caso 6 (n) -_-%, PPAutore della presente Nota ha erroneamente
ritenuto di avére dimostrato che 1 risulta essere la migliore costante. Cfr., a tal
proposito, S. GUERRA, Osservazioni su un noto teorema di Jackson, Boll. U.M. 1.
(3), vol. 18, pp. 57-64 — non vale la tesi del lemma IV — e S. GUERRA, L’opti-
mum per la costante nel classico teorema d’appossimazione di Jackson, Boll.
U.M.L (3), Vol. XXII, pp. 205-207. , - ‘

" (% P. P. KorovkIN, Linear operators and approximation theory, Hindustan
Publishing Corp. (India), 1960. '
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Per ogni é>0 e per ogni », esiste g (0)eC* tale che, per essa,

risulta:

E“()z(—JL1

2

o3 5) 0

v+ 2

La sostituzione x= cosé muta [—z,z] in [—1, 1] ela g@
nella ¢ (x)= g (arcosx)€C. Detto 7, (x) il polinomio di migliore uni-
forme approssimazione, di ordine non superiore ad n, per la ¢ (x),

si ha, allora,

B.(p)= max |p@)— 1

z€[~1,1]

a—
—_—

‘max
€ [—xn, n]

() | =

| 9(6) — = (cos

max

| g (arcos 2) — 7, (x) | =
ze[—1,1]

—)erlia)

2n 4+ 1
2n 4 2

,9)12E:<g)2(

|

e quindi, intanto, per la primel delle (3)’,

i

® B> (g — ¢) o, 6 0
Essendo
Iai'coswi—-arcosx2|2laii—‘x2|, x,, 2y € [— 1, 1],
si ha poi
max |g(6,)—9g(0,)| = max | g (arcos »,) —g(arcosz,) | =
| 61—64 ] < d(n) | BI'COS £;—ArCOs % |<<é(n)
= max Im(wi)—q/(wzlz max Itp(w )= @@,
| arcos #——arcos zq | < 8(n) } | By—2s | < 8(n
onde i
(6) | wg (8 (1)) = 0, (6 (1))

Dalle (5) e (6) segue la

|

tesi.

Dal lemma ora dimostrato discende subito il seguente:

!

TEOREMA 1. Per ogni ¢ kn)eA, il numero

rappresenta, per M, una limitazione inferiore.

, (%) Cfr. G. G. LorenTz, Approximation of Functions, Holt Rmchart and
Wiston Inc. (New-York), 1966, pg. 124, lemma 3. _
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‘Ove, infatti, la disuguaglianza
E.(f)< M w; (3 (n))

risultasse verificata per ogni intero positivo n e per ogni feC, con
M< 1, allora, detto n, il minimo intero positivo per il quale riesca -

ony + 1 |
20,4+ 2 >
e posto ‘
2 1
241 e

o, F+2
per ogni n=ny ed ogni feC, risulterebbe verificata la disuguaglianza

2n 41
2n + 2

vE,.(f)s( —e)wf(é(n)),

cid che sappiamo essere assurdo.

TEOREMA II. Per ogniva (n)eA4, il numero

®
Ls=8:‘pil+2<n+2>6<"‘>}

rappresenta, per M, una limitazione superiore (°).
In virtl dei teoremi I e II riesce, ad esempio:

~ n2 = 1
1=M <1+, per 6(")=",{

~ 2 2
ISM<1+Z‘7 per 6(”)=‘n'+1
1gﬁ<1+%, per 6(n)=n_7|t_1.

(6) Per la dimostrazione basta riprendere la tecnica usata da Korovkin (in
loco citato alla nota (4) a pitt di pag. 3) per la determinazione di una limitazione
superiore di M nel caso § (n)=1/n, sostituendo Pintero positivo m, che in detto
procedimento figura, con la funzione §(n). Si veda, a tal proposito, anche 1la
2a parte (ni 3 e 4) della presente nota. '
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3. In questo numero generhhzzeremo ‘al caso ' pluridimensionale,
la tecnica di Korovkin (cfr. nota |(5) a pi€ di pag. 4); ci0 al fine di una -
possibile estensione delle considerazioni del precedente n. 2 al caso delle
funzmm continue di piti variabili. :

Indlchererno con G la classe 'delle funzioni g (9), continue nell’iper-
cubo SR |

|

QE;e-—_—(ei,... o,,.)|‘i-ng9-gn, i=1,..,m!

di R™, pari rispetto a ciascuna (felle vatiabili e prolungate su 1R"' per
periodicita 2z rispetto a 6; (i=1, ..., m).

Si osserva subito che la paﬁta implica per la serie di Fourier di
ogni g (A eG la forma

(7 };,1, Ty ,1,1. oty Or .y + COS 7,0, ... CO8 7,0, ,
0
con
1 T .
(8) Ar ..ty = gm—r » | (k numero degli indici r; non nulli)

e

1
(9) ...ty = ;ﬁf . /g (8g+ ok <) cOB 7,2, ... COS Pmbm dt, ... dt,, .

In corrispondenza ad ogni g (0)eG, considereremo un operatore li- !
neare A, (g; 6) del tipo

(10)  An(9;0)=2r ..v Ar ..r), g(,") . 1 COB 7,0, .. CO8 710, ,

.1y COStanti.
In virtd delle (9), riesce

con i Q(r':)

m Ty

1 » "
An(g;9)=_ﬁ;f .7 l T Qr i rm'
f [g (b ’ tm)'éos 74ty ... COS jrmtm.cos 7",94‘..’. cos YmOm Aty oo dty, =
1 [ o
) =,;%'f...fg (ti g eev g #m) %"1"' 'r"" l,.‘ "m an 'm'
: e

l
j .
 +COB 7, (t, — 0,) ... co8 7,y (tm — 9,,,) dt, ... d

|
i
i
i
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e, pertanto, posto | o A
ti — 9" == Q‘/i (i = ]’ eer 9 m)’

’operatore (10) pud scriversi sotto forma integrale:

(1) An<g;9)=%[g<u+9>¢n(u)du,

con
' n

(12) P () == 2y rgy Ar gy QS- ) 0, *COS T4ty ... COS Tyl
0

Valgono i lemmi seguenti:

LeMMA 1. E possibile determinare le costanti Qﬁ‘?..'rm in modo che per
. esse risulti

1) ¢a(n) =0, Vueq,

2) 9(") =1,
' 1, per j#i
CcosS . , i 4
3) 9(”) m=,‘+2,(‘=1’ "m)7 £j=% . .
0, per j*i -
Si consideri la funzione: |
-3 2
Xy (u)= H,- E c, wl co:,.\ ,
r==0 -
con ‘
1 noo\—m ;
=sen§r~i——)f, Hn—-(z > 03) L, wy=61.

a4 2

r=0

Essa é della forma (12); si ha, infatti, con ovvie notazioni,

n . n n
X, (u) = H, (2 o,wl)(z c,wi)...(}.' c,wf,.)(z c,wf,,).-—:
ra=() r=0 \r=0 r=>0

n n :
i(r—e)u $(r—8)u,
=anr,scr’ose( )100521‘3070‘8( )m=.'
: -0 [V} R .

n—1 ’

.-=-H,.{2 o,c,+2 S € Cry1COB U, +...

rea( : r—o

+ 2 2‘ cr c,.,.,. cos (n — 1) u, —|— 2¢, Cn cos nu,
r=0
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n—1
2 ¢

r==0

|

reert E o0 2 c

r==0

1
see + 23 0,-’0,«.*.

r==0
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r+1 OOS 1tm + tee

n 008 (1 — 1) 1, - 26, ¢, COS NU,,| .

La proprieta | 1) € verificata ovviamente. Essendo, inoltre,

|
Da quest’a e dalla (8) "segue all"

n n fn 9 m 1
H,,Zc,c,...}.“c,.c,:H,,(E cr) = —,
r==0 r==0 ) r=0 : 2
dalla (8) segue la 2). _
Per quanto riguarda la 3)'si osservi che, per essere
n o N[ (r4Nr . (r—1)a
-8en = —|sen ——— 4 gen —————
00811—1—28 n4 2 2[ n -2 T sen n4+2 |’
ciog
Croy+COS —— — ! (cr—3 + ¢,)
r—1 ‘n _+_ 2 - 9 r—32 r
e quindi
: . |
' T P11 ;
N cf_l-cos "2 — —2—--(0,_2-0,_1 + ¢ —q-¢),
- risulta
T ﬂg'-l 2 1 ngl el .
8 . —_ = — Cr_n* - —_1" .
co n+2 r=00r 1= 27.:0(7‘ 2 01‘ 1'+0r 1°¢;)
Ma c_1=sen 0=0, ¢oy1= sen 7=0 e, pertanto,
, o no, n—1 '
cos —— - wfo Cr = rfo CreCryg -

qualunque sia il valore dell’indice i,

ora,
1 n—1 no, m—]
om—1 ey nyiny, = 2Hn 'rfo CreCrqq (riro 07-) =
T noog\™ 1 11
= 2H,-cos n + 2 (,-fo O,.) = w1 «COR " + 5"

D’ora in poi supporremo sempr
detto, che le costanti ei'"..,, si

e, anche se cid non sard esplicitamente
!

ano scelte come indicato nella dimostra-

zione del lemma precedente; supporremo ciod che, per il polinomio

trigonometrico (12), siano rispet

tate le proprieta 1), 2), 3).
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LEMMA 11. Sussiste la disuguaglianza seguente:

2

! s | % | @n (w)] du << m L —
am |15 2n+2)
g v

g, . 2u; ;
Poiché, per 0 << u; = %, & -y—z—‘ < sen u;, riesce

2 |y
——/lu.[qo,,(u)du_ '"_lf— 1—“— ®Pn (v) du <<
l
Q
1 U
g / sen 5 | Pn (u) du
B S

per la disuguaglianza di Schwartz e per essere

(13) ' o 7% [{p,. (v) du =1,
Q

segue, inoltre,

1 :
i /sen sen® %‘ ©n(u) du-l/fqo,,(u)du:
Q (4 - Q

V f(l — co8 ;) @p (u) du ’ V2 Vl —_— fcos u; q),.(n)du——

®n

T
]/1-—9(") e n -4 2

= m¥"

Se, allora, sommiamo membro a membro le m disuguaglianze che si
deducono da quella ora ottenuta dando all’indice i successivamente
i valori 1, ..., m si perviene alla tesi.

LemMma III. ¢ (n) verzﬁchz le condizioni (3) Per ogni g(0)eG,
risulta
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®

2( +2)5(

max |g(0) — A, (9;9) | < [1 +m <@y (8 (m),

0eQ

essendo w, il modulo di c0ntzn‘uzta relativo a g (0) (7).
In virth della (13) si pud scrivere

|

1
70 = = [ 90) a (0 2

e quindi, per 1a (11),
I S
400050 = 9(0) =2 19+ 0) — 9.0 70 (1) du

Da questa, per una nota proprietd del modulo di continuitd e per il
lemma II, segue allora

ylAn(g;O)—-y(B)IS;,];fly(u+9)-y(9)|¢n(u)dus
. . |

= el e @an= 2 [wg(«w) LD was
Q : :
< w (6(”))';;;; (1+ g'(“’n)l) Pn (“)
- Q

=0y 00 [+ gy [18l9n 0 o] <
Q

Lo | )
lz lulltpn(u}du}s :

(n) w
41
S[ + o 2(n-|—2)6(n)] @ (6 (n)
e ciot la tesi. - L
(") Si ha, precisamente:
. - * B - 3 ~ ke ~ o3 m L A
ey @)= max |g@)=g@|, ||6—0 =~V;2 (0, — 6,z
|16—61 < 8(m) =1
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4 Sia ora C,, la classe delle funzioni, a valotri reah, di m variabili
reali, deﬁmte e contmue sull’ipercubo

U={x=(rg,. ,wm)l*‘lée’b‘aél z—l, - ,m{
di R™.

Per ogni feC,, indicheremo con E,(f) la sua migliore uniforme
approssimazione mediante polinomi algebrici di ordine non superiore
ad n rispetto a ciascuna delle m variabili xi, ... , Xm.

- In corrispondenza ad ogni funzione & (n) dell’intero posztzvo n, che
verifichi le (3), esiste una costante assoluta M,, tale che, qualunque
- sia n, per essa risulta '

(1)m P Bn (f) =< Mu 37 (8 (), feGm’,

essendo (l)f il modulo di continuita relatzvo ad f (x).

La dimostrazione di quanto ora asserito si consegue attraverso
- le osservazioni seguenti.

OsSERVAZIONE 1. La sostituzione
(14) &; == cos 0; (z_ 1,.. ,m)

muta U in-Q, feCy nella g(0) f(cos 0., ...,cos0,)eG ¢ loperatore
trigonometrico A, (g; 6) nel pohnomlo algebrlco, di grado non supe-
riore ad n rispetto ad x;, o S

"-Pn (.'L’) = {'ri T ™ zri v Ty . Qr1 r,,; 'ar1 'rmy' Tri (wj) soe 177m (mﬂt)’ )

essendo T+, (x) il polinomio di Tchebyschev, di 1° specie, di ordine 7.

OsservAzIONE I1. Essendo, per le (14),

”w—-—%“: z(av,-—-;,-)?:l/z (cosl-).-—cos'é'.-)zs.
=1 . =1
2 Oi— 0" =]|6 —],
.riesce

wy(6(n))=  max ]g(9)—g(5)'= max |f(cos 0, ,.., cos 0,,) —
1| 6—61] < 3(n) 16—l < &m)

— (08 8, , ... , COS By) |< max |f(x) -'—f('.;:’)yl = wy (6 (n)).

|| z—Z || < 8(n)
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‘OSSERVAZIONE III. In virtl' del lemma III del n. 3 si ha:

»(f)< max | (@) — P, (@) | = max |g(6) — 4 (g56)| <

I n? o
= +t™3mTos (n)] "2 (0 () == Mm@ (8 (),
con Mm=L5™, essendo
' N (m) ‘ 7
(18) Ls" = sup [1 Ty (n)] '

Nei riguardi della minima costante Mm, per la quale la (1'),, si realizza,
valgono poi i due teoremi segueﬁtl

TEOREMA In. Per ogni ¢ (n)L—:A il numero

i&”". =1

rappresenta, per Mm, una limitazione inferiore.

Per la dimostrazione bastal considerare la sottoclasse di C, co-
stituita dalle funzioni, costanti| rispetto a X, ..,Xm, che verificano
(rispetto ad xl) il lemma del n. 2 ed applicare il teorema I.

TEOREMA L. Per ogni ) (l“l)EA, il numero L™, definito con la

posizione (15), rappresenta, per M., una limitazione superiore.
La dimostrazione segue, ovviamente, dalla osservazione III.




