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Presentazione Luciana Zuccheri

Presentazione

La rivista QuaderniCIRD pubblica due numeri monografici dedicati all’ottava edizione
del progetto pluriennale La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei, cul-
minata con 'omonima manifestazione svoltasi a Trieste nel 2010.

Continuando la serie delle pubblicazioni in merito (sono stati finora prodotti quattro
volumi editi dall’EUT), i materiali di documentazione e riflessione sulle ricadute di
questa attivita sono stati suddivisi in due parti (Parte A e Parte B) e saranno successi-
vamente raccolti in un’edizione speciale a stampa.

In questo primo numero monografico sono presenti cinque contributi di insegnanti
di scuola secondaria partecipanti al progetto. Le relazioni di Mariarita Del Maschio e
di Nadia Gasparinetti riguardano lavori svolti nella scuola secondaria di primo grado,
nei quali la matematica ¢ stata presentata nel contesto delle scienze chimiche e na-
turali. Le relazioni di Paola Gallopin, di Letizia Mucelli e di Elisabetta Matassi ed Emma
Curci concernono lavori svolti nella scuola secondaria di secondo grado, nei quali la
matematica emerge pill prepotentemente, se pur legata ad applicazioni.

Seguendo la metodologia adottata nel progetto La matematica dei ragazzi (che si svolge
con cadenza biennale dal 1996), questi lavori sono stati proposti dai ragazzi stessi, in
forma di workshop, a un migliaio di allievi di altre classi di scuola primaria e secondaria.
Il numero si conclude con un articolo di Luciana Zuccheri e Verena Zudini su un’indagine
svolta tramite questionario nelle classi partecipanti al progetto, per mettere in luce i
rapporti dei ragazzi con la matematica e le ricadute in questo senso dell’attivita svolta.

LUCIANA ZUCCHERI
Coordinatore del Centro Interdipartimentale per la Ricerca Didattica
dell’Universita di Trieste
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L'atomo da i numeri!

MARIARITA DEL MASCHIO

Scuola Media “F. Tomizza”

Istituto Comprensivo “G. Roli”, Trieste
m.delmaschio@email.it

Sunto

1l laboratorio qui descritto, svolto con allievi di scuola secondaria di primo grado (eta 12-13
anni), é basato su attivita interdisciplinari di matematica e chimica. Dopo aver introdotto la
teoria atomica e il modello dell’atomo, si & parlato di numero atomico, di numero di massa e di
peso atomico, soffermandosi sul concetto di media ponderata. Lo studio dell’atomo ha offerto
lo spunto per introdurre il concetto di ordine di grandezza, le potenze con esponente negativo e
la notazione scientifica dei numeri. Per concludere, il concetto di proporzionalita diretta é stato
illustrato nell’ambito delle reazioni chimiche, con un semplice esperimento.

PAROLE CHIAVE
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI PRIMO GRADO / MIDDLE
SCHOOL; SCIENZE INTEGRATE / SCIENCE INTEGRATION; MATEMATICA / MATHEMATICS; CHIMICA / CHEMISTRY.

1. INTRODUZIONE

11 laboratorio che ho preparato assieme ai ragazzi della classe I D (a. sc. 2009/2010)
della Scuola secondaria di primo grado “F. Tomizza” di Domio (Trieste) & stato la mia
seconda esperienza nel mondo di “La matematica dei ragazzi”.

La manifestazione si e svolta il 15 e 16 aprile 2010 presso I'Istituto comprensivo “G.
Roli” di Trieste. 1l lavoro di preparazione & cominciato, tuttavia, molto prima: a par-
tire dal settembre 2009 sono iniziate le riunioni periodiche del Nucleo di Ricerca Di-
dattica del Dipartimento di Matematica e Informatica' dell’'Universita di Trieste. Da
parte mia la scelta dell’argomento da presentare era gia stata maturata durante 'e-
state, e devo riconoscere che non e stato facile trovare un tema alla portata di allievi
di “prima media”, i veri protagonisti dell’esperienza.

Per sottolineare le potenzialita applicative della matematica, si e ritenuto di appro-
fondire, in termini laboratoriali, alcuni concetti matematici, applicandoli a una disci-

plina affascinante come la chimica.

! Dal 2012: Dipartimento di Matematica e Geoscienze.
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La durata della presentazione del laboratorio nel corso della manifestazione era fissata
in 25-30 minuti per ogni gruppo di studenti ospiti e gli argomenti da trattare dovevano
essere pensati “adattandoli” sia ai ragazzi che li presentavano, sia agli ospiti stessi.
Anche sulla base di suggerimenti offerti da insegnanti di chimica delle Scuole secon-
darie di secondo grado, sono stati individuati alcuni argomenti che coinvolgessero
sia la matematica che la chimica.

Gli argomenti di chimica scelti per la trattazione sono stati:

— la teoria atomica e il modello dell’atomo;

— il numero atomico e il numero di massa;

— la tavola periodica;

— gli isotopi;

— le reazioni chimiche;

— le leggi di Lavoisier, di Proust e di Dalton.
In relazione a questi, sono stati trattati i seguenti argomenti di matematica:

— le quattro operazioni aritmetiche;

— la media aritmetica e la media ponderata;

— l'elevamento a potenza;

— la notazione scientifica e I'ordine di grandezza dei numeri;

— la proporzionalita diretta.

1l laboratorio da presentare alla manifestazione e stato progettato in modo tale da
essere articolato nelle cinque seguenti postazioni:

— ’atomo da i numeri

— Isotopi e media ponderata
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— La tavola periodica degli elementi
— Potenze e ordine di grandezza

— La proporzionalita in chimica

Gli allievi si sono divisi i compiti di ricerca del materiale, di preparazione dei cartelloni
illustrativi e dei giochi da fare e, alla fine, di presentazione degli argomenti. Non si sono
verificati particolari problemi: i ragazzi hanno messo in campo tutta la loro creativita

e fantasia, per rendere i contenuti semplici da spiegare e immediati da comprendere.

2. PRIMA POSTAZIONE: L’ ATOMO DA I NUMERI

Nella prima postazione veniva spiegato il termine atomo (dal greco atomos, cioé non
divisibile), inizialmente considerato come I'unita pit piccola e indivisibile della ma-
teria. Successivamente, veniva introdotta brevemente la teoria atomica della materia,
proposta da John Dalton agli inizi dell’Ottocento.

Si scendeva, poi, pili nel dettaglio, andando a vedere da quali particelle subatomiche
sia costituito I'atomo, quali caratteristiche tali particelle presentino e come sia stata
scoperta la loro esistenza. La prima particella a essere individuata & stata I'elettrone
nel 1897, durante esperimenti con il tubo catodico effettuati da Joseph John Thomson
all'Universita di Cambridge. Della scoperta della seconda particella, il protone, gia intuita
da Eugene Goldstein (nel 1885), fu attribuita la paternita a Ernest Rutherford (Premio
Nobel per la Chimica nel 1908). Poiché il protone ha una massa 1836 volte superiore a
quella dell’elettrone, i ragazzi hanno soprannominato gli elettroni “zanzarine”.
Lultima particella in ordine di scoperta e stata il neutrone, individuato nel 1932 da
James Chadwick durante i suoi studi sulle radiazioni.

I ragazzi hanno riassunto le caratteristiche di massa e di carica delle tre particelle in

una tabella, di seguito riportata (cfr. Tabella 1).

Tabella 1
Massa CaRica
e- (elettrone) 9,109 382 6(16)10° kg | negativa (-)
p+ (protone) 1,672 621 71(29)10% kg | positiva (+)
n (neutrone) 1,674 927 29(28)10% kg | /
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Per comprendere il significato dei simboli usati, gli allievi hanno dovuto studiare sia
la notazione esponenziale, sia le potenze con esponente negativo.

Veniva sottolineato il fatto che non e definita I'ubicazione precisa delle particelle piti pic-
cole, gli elettroni, e si considerano, invece, le probabilita di trovare tali particelle distribu-
ite in vari livelli energetici nello spazio esterno al nucleo, costituito da protoni e neutroni.

Si spiegavano anche i concetti di numero atomico e di numero di massa:

— il numero atomico (indicato con Z) & il numero di protoni presenti in un nucleo

atomico (pari al numero degli elettroni nel caso di un atomo neutro);

— ilnumerodimassa (indicato con A) & il numero totale dei nucleoni (cioé protoni e neutroni).

Siillustrava, quindi, un altro importante concetto della chimica, ossia quello di valen-
za, intesa come numero di elettroni che un atomo puo cedere, acquistare o mettere in
comune con gli altri atomi per raggiungere la condizione di stabilita.’

A questo scopo, due ragazzi si erano assunti il compito di ricercare e riassumere, in
una griglia, per tutti gli elementi chimici, il numero di elettroni nel livello piti esterno
e la conseguente valenza di ciascuno.

Si proponeva quindi ai visitatori un gioco per stabilire il numero di neutroni di alcuni

elementi (indicato con n), che si poteva calcolare con una semplice sottrazione: A - Z=n.

3. SECONDA POSTAZIONE: [SOTOPI E MEDIA PONDERATA

Si procedeva a definire il concetto di isotopo, ossia un atomo di uno stesso elemento
chimico, e quindi con lo stesso numero atomico Z, ma con differente numero di mas-
sa A, dovuto a un diverso numero di neutroni presenti nel nucleo.

Ogni atomo puo avere pitt isotopi; percio il numero di massa che viene indicato nella
tavola periodica degli elementi e la media ponderata che tiene conto dei vari isotopi.
Questo risultato aveva creato grande sorpresa negli allievi, che avevano notato che il
numero di massa non era un numero intero, ma un numero decimale, e non avevano
capito come cio fosse possibile, dato che il numero di particelle presenti in un atomo

€ un numero intero.

2 Per un approfondimento in materia si vedano i paragrafi La Regola dell Ottetto (in MAHAN 1983, pp. 532-534) e Le eccezioni
alla Regola dell'Ottetto (in BrowN, LEmay 1986, pp. 190-191).
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E stato quindi necessario affrontare il concetto di media, confrontandone due tipi: la
media aritmetica e la media ponderata. Cio veniva illustrato come segue.

La media aritmetica M ¢ data dalla somma dei dati divisa per il numero dei dati stessi:

n
2%
no_ i=1

ot Xate A X,

n n

Nella media ponderata si considera anche il “peso” di ogni singolo dato:

ixi'pi

M= X P Xy Pyt Xy Py S

DDyt D, o
D

Nel caso della massa atomica di ogni singolo elemento, si prende come “peso” del dato la
percentuale con cui si trova in natura ciascun isotopo. In questa postazione, venivano pro-

posti solo semplici esempi ed esercizi di calcolo di media aritmetica e di media ponderata.

4. TERZA POSTAZIONE: LLA TAVOLA PERIODICA DEGLI ELEMENTI
La postazione ha riscosso grande apprezzamento da parte degli allievi ospiti, per la sua rea-
lizzazione originale: si &, infatti, creata una tavola periodica “personalizzata” (cfr. Figura 1).

1f 7t Ty

Figura 1. La tavola periodica della postazione 3.
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La tavola periodica degli elementi e stata ideata nel 1869, in Paesi diversi e in maniera
indipendente, dal chimico russo Dimitri Ivanovich Mendeleev (1834-1907) e dal fisico
tedesco Julius Lothar Meyer (1830-1895). Essa si basava su un principio fondamenta-
le: 1a legge periodica, secondo cui le proprieta fisiche e chimiche degli elementi sono funzione
periodica della grandezza del loro peso atomico.

All’epoca dell’ideazione della tavola, erano noti solo 60 elementi chimici; Mendeleev
procedette alla loro collocazione nella tavola, lasciando alcune caselle vuote, in pre-
visione di elementi (e loro proprieta) non ancora scoperti. Elementi chimici (sia na-
turali che di sintesi) individuati successivamente hanno effettivamente riempito tali
caselle, e le loro proprieta sono state confermate.

La tavola periodica realizzata dalla mia classe presentava 118 elementi, distinti da
vari colori in base ai gruppi di appartenenza (metalli alcalini, metalli alcalino-terrosi,
metalli di transizione, alogeni, gas nobili, lantanidi e attinidi).

Rispetto alle tavole periodiche che si trovano nei libri di chimica, si era ritenuto di ag-
giungere, per ogni elemento chimico, il numero di neutroni. Dato che ogni elemento
presenta vari isotopi, nel calcolare il numero dei neutroni si era considerato I'isotopo
le cui caratteristiche fossero piti vicine al valore dato dalla media ponderata arroton-
data alla seconda cifra decimale.

Accanto alla tavola periodica “personalizzata” i ragazzi avevano deciso di utilizzare
anche un grafico cartesiano per rappresentare la relazione fra numero atomico Z (po-

sto in ascissa) e numero di neutroni n (in ordinata).

s
Vs
BTG + % » » o o b & & &

L |

Figura 2. Il grafico della relazione tra Z e n.
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1l grafico (cfr. Figura 2) mostrava come, per gli elementi compresi fino al numero ato-
mico pari a 20, il numero di protoni sia circa uguale al numero di neutroni, mentre,

con un numero atomico via via superiore, il numero di neutroni aumenti sempre pit.

5. QUARTA POSTAZIONE: ‘‘POTENZE E ORDINI DI GRANDEZZA”
Per iniziare, veniva definito 'elevamento a potenza di un numero positivo a (base) all’e-
sponente n (numero intero positivo).

Questo era introdotto in modo elementare come il prodotto di n fattori uguali ad a:

a"=a-a-a-ra
n volte

Si considerava anche il caso di n = 0, ponendo: a’= 1, e si spiegava il significato delle
potenze con esponente (intero) negativo. Si introducevano quindi il prodotto e il rap-
porto di due potenze con la stessa base.

I ragazzi mostravano poi ai visitatori come si possano calcolare facilmente le potenze
di 10 con esponente intero positivo (ossia scrivendo 1 e aggiungendo tanti zeri quan-
te sono le unita dell’esponente).

Le potenze erano gia state trattate in classe: in questa postazione, si & voluto illustra-
re un esempio di scrittura di numeri molto grandi che utilizza le potenze, significati-

vo per il tema trattato nel laboratorio, quale il numero di Avogadro:

6,02-10%

che rappresenta il numero di particelle (atomi, molecole o ioni) presenti in una mole.?
Se si scrivesse questo numero senza ricorrere alla notazione scientifica, verrebbe un bel
“numerone”: 602.000.000.000.000.000.000.000

Nella presentazione si procedeva, quindi, definendo l'ordine di grandezza di un numero
come potenza di 10 “pili vicina” al numero stesso.

Se consideriamo, come esempio, il numero 12.000, risulta che

10.000<12.000<100.000

3 Per un approfondimento in merito si veda il paragrafo Il concetto di mole (in ManaN 1983, pp. 19-20).

11
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In notazione scientifica, si ha che:

10* <1,2-10* <10°

Lordine di grandezza di 12.000 € quindi 10*

E stato quindi costruito un cartellone per confrontare misure scritte in notazione
scientifica, riportando esempi che facessero riferimento a conoscenze “alla portata
di tutti”, e si & posto ai visitatori il quesito di trovare I'ordine di grandezza di alcune
misure con il gioco intitolato: “Non c’¢ grandezza senza ordine”.

Si e cosi evidenziato che il rapporto, in un atomo, tra la dimensione del nucleo e la
sua distanza dal primo livello di elettroni ha lo stesso ordine di grandezza del rappor-
to tra la dimensione di una palla da tennis posta al centro di un campo di calcio e la
sua distanza dai bordi del campo.

Figura 3. Un cartellone della postazione 4.

6. QUINTA POSTAZIONE: LA PROPORZIONALITA IN CHIMICA
Qui veniva affrontato il concetto di proporzionalita diretta. Come € noto, due gran-

dezze variabili si dicono direttamente proporzionali se il loro rapporto e costante.

12
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Per semplicita, cio si esemplificava dicendo che due grandezze variabili si dicono di-
rettamente proporzionali se al raddoppiare, triplicare, quadruplicare, ecc. (e al dimezzarsi,
ecc.) della prima, seque il raddoppiare, triplicare, quadruplicare, ecc. (e il dimezzarsi, ecc.)
dell’altra.

Venivano spiegate, con semplici esempi, le tre leggi fondamentali della chimica:

1. Lalegge di Lavoisier: In un sistema chimico isolato, la somma delle masse delle sostanze
che effettivamente reagiscono tra loro ¢ praticamente uguale alla somma delle masse delle
sostanze che si formano nella reazione (“legge della conservazione della massa”).
Come esempio veniva considerata la reazione di fotosintesi clorofilliana.

2. Lalegge di Proust: Quando due o piti elementi si combinano tra loro per formare un com-
posto, essi si combinano secondo proporzioni in massa definite e costanti (“legge delle
proporzioni definite”) . Ad esempio, una molecola di acqua, H,0, & sempre forma-
ta da due atomi di idrogeno, H, e da uno di ossigeno, O.

3. Lalegge di Dalton: Le quantita in massa di un elemento che si combinano con la stessa
quantita di un altro elemento per formare diversi composti stanno tra loro in rapporti
espressi da numeri interi (“legge delle proporzioni multiple”)®. Come esempio, si

possono considerare gli ossidi di azoto.

Nel caso della chimica, si € mostrato il concetto di proporzionalita con un esperimen-

to di reazione sale-acido:
NaHCO, + CH,COOH > CH,COONa + H,0 + CO,

dove NaHCO, indica il bicarbonato di sodio in soluzione, CH,COOH I'acido acetico al
4%, CH,COONa I'acetato di sodio, H,0 I'acqua e CO, I'anidride carbonica.
Si e verificato che, raddoppiando il quantitativo della soluzione di bicarbonato, si

ottiene effettivamente il doppio del volume di CO,.

* CAMILLI, VALERI 1982, p. 44.
> CAMILLI, VALERI 1982, p. 42.
¢ CAMILLI, VALERI 1982, pp. 44-45.

13
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Figura 4. Un cartellone della postazione 5.

7. CONCLUSIONE

Posso dire che la preparazione di questo laboratorio ha portato grandi soddisfazioni
sia a me, sia ai miei allievi. In primo luogo, ci ha offerto la possibilita di ripassare al-
cuni concetti matematici e di vederli applicati a una disciplina affascinante come la
chimica. Nella fase di presentazione, i ragazzi si sono dimostrati entusiasti di “fare
da insegnanti”, spiegando non solo a loro coetanei, ma anche a bambini pit piccoli,
consolidando cosi la padronanza dei contenuti e del lessico disciplinare oltre alle
competenze comunicative. “La matematica dei ragazzi” e stata un’esperienza che ha
fatto capire ai miei allievi come sia difficile insegnare, ma anche come tale attivita possa
portare a notevoli risultati.

Infine desidero ringraziare Patrizia Dall’Antonia (docente di Chimica presso I'Istitu-
to Tecnico “A. Volta” di Trieste), Laura Vasselli (docente di Lettere presso la Scuola
Secondaria di primo grado “F. Tomizza” di Domio, Trieste) e i colleghi del Nucleo di
Ricerca Didattica dell’'Universita di Trieste per i preziosi suggerimenti e consigli. E,
ovviamente, i ragazzi della mia classe, i miei “attori protagonisti” della (ormai) ex ID

della Scuola “F. Tomizza”.
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Misure e strumenti di misura

NaDIA GASPARINETTI
Scuola secondaria di primo grado “Divisione Julia”
Istituto Comprensivo “Divisione Julia”, Trieste

fulerene@libero.it

Sunto

In questo laboratorio per la scuola secondaria di primo grado, mettendo in rilievo alcuni
aspetti matematici correlati, si affronta il problema della misura di alcune grandezze fisiche
e chimiche, in svariati ambiti. Sono stati considerati, ad esempio, i circuiti elettrici, la lumi-
nosita delle stelle, l'intensita di un terremoto, l'acidita di una soluzione. Gli studenti hanno
utilizzato vecchi strumenti del laboratorio della scuola, ma hanno anche costruito rudimen-
tali apparecchi per misurare e modelli per illustrare la teoria. Hanno imparato a usare le
potenze di dieci per esprimere numeri molto grandi o molto piccoli.

PAROLE CHIAVE

DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI PRIMO GRADO / MIDDLE
SCHOOL; SCIENZE INTEGRATE / SCIENCE INTEGRATION; MISURA DI GRANDEZZE CHIMICHE / MEASUREMENT OF
CHEMICAL QUANTITIES; MISURA DI GRANDEZZE FISICHE / MEASUREMENT OF PHYSICAL QUANTITIES.

1. INTRODUZIONE

Il tema dell’ottava edizione della manifestazione “La matematica dei ragazzi” e stato
deciso assieme alla collega Anna Rosati. In un primo momento si era pensato di or-
ganizzare un laboratorio comune; successivamente, per favorire la partecipazione di
piti classi, si & optato per la realizzazione di due laboratori distinti.

Si e iniziato a operare subito, sin dall'inizio dell’anno scolastico, dedicando una le-
zione alla settimana al laboratorio, grazie ai recuperi che la scuola attuava, avendo
I'unita di lezione di 51 minuti. La scelta e ricaduta sulla classe seconda per vari moti-
vi: dovendo iniziare il lavoro gia a settembre, si doveva escludere la classe prima (gli
alunni non si conoscevano tra loro, era quindi molto piu difficile avviare il lavoro di
gruppo), mentre la classe terza della medesima sezione aveva molti impegni gia pro-
grammati in altre discipline.

La classe era numerosa, ma molto ben preparata: praticamente tutti raggiungevano

almeno la sufficienza nelle varie discipline e diversi alunni avevano riportato risul-
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tati eccellenti. Tutti erano sempre interessati ai vari argomenti e molto informati. Le
famiglie, inoltre, si dimostravano molto collaborative.

Non appena e stato comunicato il tema prescelto, sono fioccate le proposte di lavo-
ro: sicuramente ci sono tantissime cose da dire parlando di “misura”. La difficolta
maggiore ¢ stata proprio quella di selezionare solo alcuni argomenti. Cio e stato fatto
dopo molteplici discussioni, tenendo conto anche dei programmi didattici che gli
allievi avrebbero dovuto affrontare in futuro. I gruppi (in numero di quattro) si sono
formati spontaneamente, grazie all’ormai consolidata abitudine a lavorare insieme,
soprattutto nei molti progetti dell’area letteraria e linguistica. Ogni gruppo ha scelto
le rispettive tipologie di “misure” e di “strumenti” da presentare. I materiali e i testi
sono stati reperiti anche con 'aiuto delle famiglie e dei colleghi; sono stati, inoltre,
desunti dal web o individuati nella biblioteca della scuola.

Di seguito si illustreranno il lavoro preliminarmente svolto da ogni gruppo e la rela-

tiva presentazione alla manifestazione.

2. PRIMO GRUPPO: I CIRCUITI ELETTRICI E IL. TERMOMETRO GALILEIANO

Questo gruppo ha prodotto il lavoro meglio riuscito, tanto che anche dopo lo svol-
gimento della manifestazione ha presentato il laboratorio a diverse classi di scuola
primaria e secondaria di primo grado dell’istituto comprensivo di appartenenza (per
la parte dedicata all’elettricita, solo alle classi terze della scuola secondaria). A mano
a mano che procedevano nelle presentazioni, gli alunni continuavano ad affinare il
linguaggio specialistico e, particolare importante, a graduare da soli la difficolta della
presentazione a seconda dell’interlocutore.

Per lo svolgimento del laboratorio, gli allievi hanno costruito un circuito elettrico
con una o due pile, fili conduttori, una lampadina e un vecchio reostato a cursore in
dotazione al laboratorio della scuola. Disponevano, inoltre, di un amperometro e di
un voltmetro. In Figura 1 € riportato il disegno realizzato dagli alunni, che rappre-
senta il circuito, completo di reostato (il lungo rettangolo grigio) con il collegamento
all’amperometro (a destra) e al voltmetro (al centro, dietro alla pila).

La presentazione ai visitatori procedeva come segue.

All'inizio, il gruppo parlava delle grandezze fisiche in gioco e delle relative unita di
misura, spiegandone un po’ la storia. Poi, per prima cosa gli allievi misuravano l'in-

tensita di corrente, in ampére, inserendo 'amperometro in serie nel circuito con i

17



QuaderniCIRD n. 5 (2012) ISSN 2039-8646

fili conduttori, la lampadina e le pile (prima una sola pila, poi due). Successivamente
inserivano nel circuito, sempre in serie, il reostato e facevano osservare come I'inten-

sita di corrente cambiasse al variare della posizione del cursore del reostato.

Figura 1. Illustrazione del circuito realizzata dagli allievi.

Oltre alla misura segnata dalla lancetta sulla scala graduata dell’amperometro, si no-
tava anche la maggiore o minore luminosita della lampadina, spiegando che a una
maggiore resistenza corrisponde una minore luminosita, e viceversa. In questa prova
si voleva che rimanesse costante la differenza di potenziale, quindi si lasciava colle-
gata sempre una sola pila.

Nel corso delle discussioni e degli approfondimenti in classe, un ragazzo aveva notato
che molte lampade a piantana che abbiamo in casa sono dotate di una specie di sca-
toletta collegata al filo della corrente, che serve a regolare I'intensita luminosa della
lampada: si tratta proprio di un reostato.

Veniva poi svolta un’altra prova, sulla misurazione in volt della tensione del circuito.
Nel circuito base (costituito da fili, pila e lampadina) si inseriva in parallelo il voltme-
tro e si provava con una, due e piu pile, notando di volta in volta la variazione della
misura sullo strumento.

Durante le prove in classe, il gruppo si era reso conto che il reostato mancava di tac-
che di misurazione; gli allievi avevano proposto, quindi, di creare sullo strumento una

scala graduata. Per giungere a cio0, si era reso necessario spiegare loro la prima legge
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di Ohm'. Gli allievi avevano poi costruito la scala graduata, calcolandone i valori in
base alle misure fornite dall’amperometro e conoscendo la differenza di potenziale.
Dovendo trattare la proporzionalita diretta e inversa proprio durante quell’anno sco-
lastico, questo argomento fu anche usato come esempio nelle spiegazioni in classe
sulla proporzionalita®.

Il gruppo passava poi a illustrare il termometro galileiano, un curioso strumento che
molti scambiano per un oggetto d’arredo e che, spesso, fa bella mostra di sé nei negozi
di ottica. Si tratta di un cilindro di vetro riempito di alcool, all'interno del quale galleg-
giano delle ampolline contenenti un liquido colorato. Spesso il colore & diverso da una
boccetta all’altra: cio non e determinato da esigenze scientifiche, ma solo da praticita
o da motivi estetici; ogni ampollina e dotata di una targhetta di metallo sulla quale si
puo leggere un numero (che serve a indicare la temperatura in gradi centigradi).

In condizioni di equilibrio termico, si notano due gruppi di boccette, I'uno nella parte
pit alta del cilindro e I'altro nella parte pit bassa; talvolta una boccetta puo trovarsi
a meta dell’altezza del cilindro. La temperatura esterna e data dal numero segnato
sull’ampolla piti in basso tra quelle del gruppo in alto, o da quella a meta dell’altezza
del cilindro, se € presente.

La spiegazione di cio si basa sul principio di Archimede®: ogni ampolla contiene un
liquido di densita costante, diversa in ognuna di esse; se la temperatura esterna sale,
I’alcool nel cilindro si dilata, quindi diminuisce la sua densita e diminuisce anche la
sua spinta nei confronti dei corpi che vi sono immersi. Le ampolle con i liquidi pit
densi dell’alcool si portano cosi verso il fondo, le altre verso la parte superiore e ten-
dono a galleggiare. Uampolla a meta altezza segna 'equilibrio e indica la temperatura
esterna; in assenza di questa, si prende come misura il numero indicato dall’ampolla
pitt bassa tra quelle che si portano verso la parte superiore del liquido. Ovviamente lo
strumento ha dei limiti, dovuti ai valori di densita e di dilatazione del liquido usato e
indipendente dalle dimensioni del cilindro; in quello da noi considerato si leggeva solo

un intervallo di temperature comprese tra 18 °C e 26 °C.

!La legge era nota nella forma semplificata V=R, dove V indica la tensione elettrica (differenza di potenziale) espressa
in volt, R la resistenza espressa in ohm e I l'intensita di corrente espressa in ampére.

2 Per le terze classi del nostro Istituto, esso & da tempo compreso nel programma dell’esame finale, dove, nel tema scrit-
to di matematica, si chiede spesso di costruire un grafico considerando la variazione di R e I, mantenendo costante V, o,
pili raramente, la variazione di V e I, con R costante.

* 11 principio di Archimede era noto agli allievi solo in questa forma: “Ogni corpo immerso in un liquido riceve una
spinta dal basso verso Ialto, uguale per intensita al peso del liquido spostato”.
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3. SECONDO GRUPPO: LE STELLE E GLI STRUMENTI DELL ELICOTTERO

E stato questo, da subito, il gruppo pil “tecnologico”: immediata & stata la proposta
di usare il software Stellarium* che consente 'individuazione di stelle, costellazioni
e pianeti. Inoltre, un genitore, ufficiale pilota nell’Aeronautica militare, tenne una
lezione in classe sugli strumenti in dotazione a bordo degli elicotteri, che si riveld
densa di notizie e spunti interessanti, ripresi poi dal gruppo.

I ragazzi decisero che avrebbero parlato del “molto lontano”, ossia di stelle e galassie.
Si e ritenuto quindi opportuno impartire una lezione introduttiva sulle potenze di 10
(riprendendo le nozioni gia note su multipli e potenze), utile anche al lavoro del terzo
gruppo sul concetto di pH. Si e cosi potuto valutare in chilometri un anno luce, ovvero
la distanza percorsa dalla luce in un anno (365 giorni). La velocita della luce & stata
approssimata con 3:10° km/s e, dopo aver calcolato quanti secondi corrispondono a
un anno, si & ottenuto che un anno luce corrisponde a circa 9,4608:10'* km, ovvero a
circa 9461 miliardi (9460,8:10°) di chilometri.

Durante la manifestazione i ragazzi hanno poi proposto diversi esempi di questo tipo,
come il seguente: “Se dico che un corpo celeste dista 23 anni luce da noi, significa che la luce
deve viaggiare 23 anni per arrivarci, quindi,...”. Ogni risultato si doveva quindi esprimere
con potenze di 10.

1l gruppo ha poi considerato (e, in seguito, spiegato ai visitatori della manifestazio-
ne) come, utilizzando uno strumento detto fotometro, viene valutata la luminosita (o
intensita luminosa) delle stelle. La misura ottenuta col fotometro da la cosiddetta ma-
gnitudine relativa, che dipende dalla distanza della stella dallo strumento; ad esempio,
il Sole appare molto luminoso perché & “molto” vicino all’osservatore situato sulla
Terra. La magnitudine assoluta viene invece ottenuta rapportando la misura ottenuta
dallo strumento con una distanza standard, posta per convenzione pari a 3,26 anni
luce. Le scale di magnitudine assoluta sono in ordine inverso rispetto all'incremento
della luminosita: ad esempio, un valore di 1 indica grande luminosita, mentre il valo-
re 5 della stella Sole indica una bassa luminosita. Esistono anche stelle luminosissime
che hanno valori negativi di magnitudine®.

Durante la manifestazione, gli allievi hanno proposto ai visitatori una misurazione

4 Si tratta di un software molto ricco e interessante che realizza un planetario adattabile a ogni localita di cui vengano
impostate le coordinate. E open source e scaricabile liberamente dal sito web: www.stellarium.org
> Accorpl, Lupia PALmiert 1987, pp. 6-7, 215-217.
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empirica dell'intensita di una sorgente luminosa: per fare cio hanno costruito uno
strumento molto rudimentale ossia “il calibro stellare”, suggerito da un testo scola-
stico®. Si tratta di una striscia di cartoncino (vedi Figura 2) con dei fori uguali, posti
I"'uno sotto I'altro; ogni foro € rivestito con strati di pellicola trasparente: il primo con
un solo strato, il secondo con due, e cosi via.

Durante la manifestazione, i visitatori, tenendo in mano lo strumento, dovevano os-
servare una sorgente luminosa (prodotta da una lampadina o da un fiammifero accesi,
tenuti in mano da uno studente del gruppo). Lintensita della sorgente luminosa ve-
niva stabilita individuando quali fori consentivano di vederne la luce. Si attribuiva il
massimo valore (1) se la sorgente luminosa si vedeva bene oltre cinque strati di pelli-
cola attraverso il quinto foro. Se si vedeva solo fino al quarto foro, si assegnava valore
2, e cosi via. Lo strumento veniva utilizzato per mostrare come i valori, per una stessa
sorgente, variassero con la distanza e, inoltre, si annotavano i valori ottenuti per le

due sorgenti luminose, fiammifero e lampadina, tenute alla medesima distanza.

=r

Figura 2. 1l “calibro stellare” per la misura dell'intensita di una sorgente luminosa.

Veniva infine utilizzato 1l software “Stellarium” per mostrare ai visitatori i dati ri-
guardanti magnitudine, relativa e assoluta, e distanza dalla Terra in anni luce di di-

versi corpi celesti.

¢ DienN, KrRAUTWURST 2005, pp. 138-139.
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Lintervento in classe del genitore, ufficiale pilota nell’Aeronautica militare, si era ri-
velato molto interessante: aveva posto prima di tutto il problema del sistema di riferi-
mento (parlando di quota dell’'aereo), spiegando che la quota puo riferirsi al livello medio
del mare (altitudine), al livello del suolo (altezza) oppure al livello in cui la pressione &
pari a 1 atmosfera, cioé circa 1013 millibar (livello di volo). Lo strumento utilizzato per
la misura della quota (altitudine) e I'altimetro, una sorta di barometro nel quale la va-
riazione della pressione atmosferica (che decresce con I'altitudine) determina lo spo-
stamento di una lancetta su una scala graduata’. In occasione dell'intervento in classe,

il genitore aveva smontato lo strumento, facendo comprendere il suo funzionamento.

LA QUOTA DELL’ELICOTTERO
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Figura 3. Il tabellone con le diverse definizioni di “quota”.

4. TERZO GRUPPO: PH, SCLEROMETRO E DETERMINAZIONE EMPIRICA DI VOLUMI

Questo gruppo era composto solo da alunne. Il tema del gruppo era stato suggerito dal
fatto che avevano sentito parlare del pH nella pubblicita ed erano curiose di compren-
derne il significato. Poi I'interesse si era esteso anche alla determinazione della durezza
dei materiali e alla valutazione empirica dei volumi di solidi di qualunque forma.

Ho, quindi, colto I'occasione per trattare I'acidita di una soluzione. Uargomento &

previsto in tutti i testi di scienze della scuola secondaria di primo grado, ma, du-

7 Poiché la pressione atmosferica pud variare, per mantenere la precisione dello strumento sono necessarie tarature
sistematiche in corrispondenza di punti di altitudine nota.
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rante i vari incontri svolti nell’ambito dei seminari organizzati dal CIRD per docenti
di scienze delle scuole secondarie, erano emerse varie perplessita in merito: molte
colleghe sostenevano che in tale contesto formativo gli alunni non possedessero le
nozioni di base sufficienti per poter spiegare loro in modo esauriente I'argomento
(ad esempio, si dovrebbe parlare di ione idronio e non di ioni idrogeno, gli allievi non
sanno cosa siano i logaritmi, ecc.). In pratica, 'approssimazione a cui si dovrebbe per
forza ricorrere creerebbe modelli semplificativi non sempre corretti. Luso di modelli
di polistirolo ha pero facilitato la spiegazione. La presentazione alla manifestazione,
che ha seguito pili 0 meno il percorso fatto in classe, iniziava con un discorso intro-
duttivo sulle potenze di 10, utili per comprendere il significato dei valori del pH. Poi,
per illustrare la “soluzione acida o basica”, le alunne avevano preparato, con pezzi
di polistirolo colorato, un rudimentale modello che rappresentava gli ioni idronio
(H,0%) e ossidrile (OH"). Bastava contare per vedere se la soluzione era acida (maggior
numero di ioni idronio) o basica (maggior numero di ioni ossidrile).

Sono state poi considerate misure di pH di tipo “qualitativo” e “quantitativo”.

Per prima cosa le alunne hanno usato il piaccametro, uno strumento digitale (quindi
di tipo quantitativo) che viene inserito nella soluzione e ne fornisce numericamente
il valore del pH. Il suo funzionamento, basato sulla conducibilita della soluzione, non
era di facile comprensione a questo livello scolare.

Le alunne sono passate quindi agli indicatori: si tratta di sostanze che cambiano colo-
re a seconda che vengano aggiunte a una soluzione acida o, rispettivamente, basica,
“indicando” cosi I'acidita o la basicita della soluzione stessa.

Oltre a considerare quelli reperibili in commercio (cartina al tornasole, fenolftaleina,
ecc.), le ragazze si sono divertite a prepararne alcuni, estraendoli con acqua o alcool
dalle piante; uno e stato predisposto gia nei mesi invernali con il cavolo rosso e poi
surgelato (perché non si sarebbe trovato in negozio in primavera, al momento della
manifestazione) e altri con le foglie del té o di alcuni fiori®.

Alla manifestazione, i visitatori venivano invitati a determinare il pH di: succo di
limone, aceto, Coca-Cola e altre bevande, soluzioni di ammoniaca, sapone liquido,
detersivo dei piatti.

Il gruppo ha anche affrontato un caso di misure empiriche, cioe quello della durezza

¢ Per altri esempi di utilizzo di materiali di uso comune nella didattica della chimica si rinvia a DAL’ ANTONIA, GASPARINETTI
2011a, 2011b.
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dei materiali. Inizialmente € stata considerata la scala di Mohs, che prevede 10 gradi,
ognuno dei quali corrisponde alla durezza di un determinato minerale: ad esempio,
al primo grado corrisponde il talco e al decimo il diamante. Un minerale & conside-
rato pilt duro di un altro se lo scalfisce. Questa scala perd non fornisce valori assoluti
della durezza e, inoltre gli intervalli tra un grado e I’altro non sono uguali tra loro.
Cercando nei libri e nel web, le alunne hanno trovato lo sclerometro a molla di Schmid¢®,
uno strumento che si usa anche nelle prove tecniche sui cementi e sulle rocce. Lo
strumento si basa sul principio che il rimbalzo della massa metallica che percuote la
superficie dipende dalla durezza della superficie stessa. Anche questi argomenti sono
stati poi presentati alla manifestazione.

Le alunne, infine, hanno affrontato la determinazione empirica, per immersione,
del volume di oggetti di forma qualunque. Questo metodo e stato poi illustrato alla
manifestazione, usando un cilindro graduato riempito d’acqua fino a un dato livello.
I visitatori immergevano nel cilindro 'oggetto di cui si voleva determinare il volu-
me; I'introduzione dell’'oggetto comportava I'innalzamento del livello dell’acqua. La
differenza tra il livello finale e iniziale dell’acqua consentiva di ricavare il volume

dell’oggetto immerso.

5. QUARTO GRUPPO: I TERREMOTI

I ragazzi di questo gruppo hanno concentrato la loro attenzione sui terremoti, soffer-
mandosi su quelli di origine tettonica (cioé determinati da faglie attive)°.

Dopo aver considerato i concetti di ipocentro ed epicentro, hanno brevemente esami-
nato le diverse tipologie di onde sismiche e le rispettive modalita di propagazione. Si
sono poi soffermati sugli strumenti per la rilevazione delle onde sismiche (sismogra-
fi) e sui sismogrammi.,

Successivamente hanno preso in esame la scala Mercalli-Cancani-Sieberg, di carat-
tere empirico e qualitativo, che e basata sugli effetti distruttivi dei terremoti e quin-
di & condizionata dalla tipologia degli edifici e dei terreni su cui questi poggiano'.

Hanno poi studiato la magnitudo locale introdotta da Richter, tesa a fornire in termini

* http://it.wikipedia.org/wiki/Sclerometro

10 Si veda in proposito Casati 2004, pp. 131-133.
1 Si veda in proposito Ismem, pp. 133-136.

12 Si veda in proposito IBEM, p. 139.
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quantitativi una valutazione dell’intensita del terremoto*. Questa li ha portati a in-
contrare il concetto di logaritmo e, in particolare, i logaritmi in base 10, che ricorrono
nelle formule per la determinazione dell’intensita sismica in base a dati ricavabili
anche dai sismogrammi.

Infine, si sono soffermati sul problema della localizzazione dell’epicentro. In base
alle distanze epicentrali fornite da tre stazioni di rilevamento sismico (non allineate
tra loro) e possibile, infatti, ricavare, con una certa approssimazione, 'epicentro (o
meglio, la zona epicentrale) del terremoto: questo si ottiene dall’intersezione delle
tre circonferenze centrate sulle stazioni considerate di raggio pari alle rispettive
distanze epicentrali®.

Alla manifestazione, i ragazzi riproponevano quanto fatto in classe, mostrando tra
I'altro un rudimentale esempio di sismografo, da loro stessi realizzato con un pendolo
dotato di pennarello e un rotolo di carta da cucina su cui veniva tracciato il “sismo-
gramma”, che registrava i movimenti provocati dai ragazzi stessi come simulazione

di un evento sismico.

6. CONCLUSIONI

Come nelle precedenti edizioni della manifestazione “La matematica dei ragazzi”
a cui ho partecipato con le mie classi, mi rendo conto che ci sarebbero stati anche
altri aspetti da approfondire oltre a quelli presi in considerazione, ma il tempo a
disposizione & sempre molto limitato sia durante I'attivita curricolare sia durante la
manifestazione.

Rispetto alle precedenti esperienze, & da rilevare perod che ci sono state altre oppor-
tunita in cui gli alunni hanno potuto riproporre il loro lavoro. Nell’ambito del nostro
Istituto comprensivo, il lavoro dei ragazzi € stato presentato agli alunni di altre classi,
e, durante la “Giornata della scienza”, anche ai genitori. Inoltre, & stato riproposto
nell’ambito di due manifestazioni pubbliche di divulgazione scientifica: “Notte dei
ricercatori” (Trieste, 2010) e “Giochi di scienze” (Muggia, 2010).

Tutte queste attivita hanno indubbiamente favorito lo sviluppo delle competenze

" La magnitudo locale M, € il logaritmo in base dieci della massima ampiezza d’onda sismica misurata in micrometri re-
gistrata da un sismografo standard a una distanza di 100 chilometri dall’epicentro (cfr. Ismem, p. 139). Ai fini del calcolo
della M, si veda in particolare la figura 9.21 (cfr. Ismem, p. 143).

14 Si consideri in proposito Ismem, p. 136. Per spunti didattici sulla problematica correlata della localizzazione tramite
sistema GPS, cfr. Canpussio 2009.
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comunicative degli allievi, il rafforzamento della sicurezza in se stessi e il migliora-
mento della manualita. Si & altresi constatato che anche gli allievi pitt problematici
hanno partecipato con entusiasmo, integrandosi pienamente nei gruppi e mettendo-

si in gioco volentieri. E tutti, insegnante compresa, si sono divertiti.
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Che tombola! Cosi tante soluzioni da essere un problemal

PaoLa GALLOPIN

Liceo Scientifico Statale “G. Galilei”
Trieste

pao.ga@libero.it

SunTto

In questo contributo si illustrera il progetto didattico con il quale si ¢ costruito il laboratorio
“Che tombola! Cosi tante soluzioni da essere un problema!” presentato all’'ottava edizione di
“La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze fra coetanei”. Tema centrale ¢ la risolu-
zione, all’'interno dell’insieme degli interi relativi, delle equazioni diofantee di I grado e la
possibilita di ragionare attorno a problemi che possono ammettere pit di una soluzione o ad-
dirittura infinite. Si descriveranno sia il percorso sequito per la realizzazione del laboratorio,
sia il percorso proposto agli studenti in visita durante la manifestazione, distinguendo fra i
tre livelli scolastici (scuola primaria, scuola secondaria di I e II grado) a cui ci siamo rivolti.
In conclusione, si presenteranno alcune osservazioni personali sul lavoro svolto.

PAROLE CHIAVE
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI SECONDO GRADO / HicH
SECONDARY SCHOOL; ALGEBRA / ALGEBRA; EQUAZIONI DIOFANTEE DI I GRADO / FIRST DEGREE DIOFANTO’S EQUATIONS.

1. PREMESSA

La partecipazione al progetto “La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze fra
coetanei” mi consente da anni di svolgere con i miei studenti un tipo di attivita non
sempre effettuabile in orario curricolare, di sperimentare metodologie diverse, come
I'apprendimento cooperativo, e di affrontare temi che non riesco a trattare nella nor-
male programmazione didattica. Un’esperienza stimolante non solo per i ragazzi, ma
anche per me stessa, coinvolta personalmente in un confronto continuo nell’ambito
del Nucleo di Ricerca Didattica del Dipartimento di Matematica e Informatica dell’U-
niversita di Trieste!, promotore e realizzatore della manifestazione, in un’attivita di
aggiornamento e di ricerca di percorsi nuovi e coinvolgenti.

Ho operato io stessa, come le altre volte, la scelta dell’argomento da presentare

nell’ottava edizione di “La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze fra coeta-

! Dal 2012: Dipartimento di Matematica e Geoscienze.
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nei”, perché la maggior parte dei miei allievi’ conosce, riguardo alla matematica,
solamente gli argomenti gia studiati a scuola e, generalmente, i ragazzi hanno dif-
ficolta a immaginare cosa viene loro richiesto con la costruzione di un laboratorio
di matematica.

Per scegliere il tema da proporre, innanzitutto tengo presente la programmazione
didattica annuale e cerco di prevedere a quale livello di approfondimento riusciro a
trattare gli argomenti nel corso dell’anno scolastico. La mia scelta si rivolge a quei
temi che nel normale orario delle lezioni potranno essere solo sfiorati, mentre meri-
terebbero un approfondimento, magari solo presentandoli da un punto di vista diver-
so. Cosi facendo, nel corso degli anni la partecipazione a “La matematica dei ragazzi”
mi ha consentito di approfondire diversi argomenti con classi prime e seconde® e di
costruire nel contempo un archivio di attivita e materiali che ho potuto utilizzare
anche negli anni successivi, nella didattica curricolare.

Nell’a. sc. 2009/2010 ho deciso di studiare le equazioni diofantee di primo grado, ovvero
le equazioni lineari in due incognite (del tipo: ax+by=c) con coefficienti interi*, delle
quali si ricercano solo soluzioni intere (coppie di interi del tipo (x,y ). Da diverso
tempo avevo in mente di proporle ai miei studenti, ma non trovavo un modo adegua-
to per rendere I'argomento fruibile a livello laboratoriale e, inoltre, volevo lavorare
con una classe propositiva, creativa e non particolarmente numerosa, come quella
che ha partecipato a questo progetto.

I motivi per cui ritengo che le equazioni diofantee di I grado siano interessanti da stu-
diare sono diversi, come molteplici sono gli spunti che da esse si possono trarre. In-
nanzitutto, i libri di testo dedicano pochissimo spazio a problemi o equazioni risolu-
bili con numeri interi e nella maggior parte dei casi si chiede di risolvere problemi e
equazioni direttamente nell’ambito dei numeri reali; talvolta si incontrano dei banali
esercizi in cui viene specificato di ricercare le soluzioni intere, ma cio¢ non scaturisce
quasi mai da una situazione problematica.

Inoltre, per lo piu, gli studenti ritengono che un’equazione sia risolubile o non riso-
lubile “in assoluto”. La ricerca di soluzioni intere di un problema il cui modello ma-
tematico & un’equazione diofantea di I grado fa vedere, da un lato, come siano molte-
2 Insegno da una decina d’anni nel primo biennio del liceo scientifico.

3 Cfr. GaLLoPIN 2004, 2007a, 2007b, 2009.

“ Qui e nel seguito, con “interi” si intendera “interi relativi”; sara invece precisato quando si vorranno considerare
numeri naturali.
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plici le situazioni che richiedono soluzioni intere e, d’altro canto, fa capire come sia
importante stabilire in quale ambito numerico si ricercano le soluzioni; si forniscono,
inoltre, esempi significativi di problemi con pili soluzioni, in numero finito o infinito.
Nell’affrontare semplici problemi legati alle equazioni diofantee, & possibile anche un
approccio “per tentativi”, e cid puo favorire negli allievi la formulazione di congettu-
re che essi stessi sono poi stimolati a dimostrare.

Infine, lo studio delle equazioni diofantee di 1 grado consente I'approfondimento di alcu-
ni temi che vengono trattati nel biennio del liceo, come il massimo comun divisore e le sue
proprieta, Uaritmetica modulare, le strutture algebriche, e permette di usare un sistema di
coordinate cartesiane non continuo (modellizzabile con il cosiddetto geopiano).
Sebbene negli anni avessi gia iniziato a individuare delle buone attivita laboratoriali
legate alla risoluzione delle equazioni diofantee di I grado, fruibili a diversi livel-
li scolastici, mi sono convinta di aver operato una “buona” scelta dell’argomento
grazie alla lettura di un articolo di Benedetto Scimemi®, che mi ha offerto ulteriori

spunti di lavoro e di riflessione.

2. IL PERCORSO SEGUITO IN CLASSE

La classe con cui ho lavorato era la 1T A, con indirizzo sperimentale PNI (a. sc.
2009/2010), composta da 19 studenti, 7 ragazze e 12 ragazzi.

La preparazione del laboratorio ha impegnato gli studenti per circa 30 ore, in orario
extracurricolare, da meta novembre a meta aprile, con incontri di 2 ore ciascuno a
cadenza quasi settimanale. Per un caso fortunato, a differenza delle passate edizioni,
I'orario di cattedra dell’'insegnante e I'orario settimanale dei ragazzi hanno consenti-
to di lavorare al mattino, alla fine delle lezioni, senza rientro a scuola dopo il pranzo:
devo dire che la cosa e stata molto apprezzata dai ragazzi.

Dopo aver illustrato agli allievi le modalita e gli obiettivi generali della partecipazio-
ne alla manifestazione “La matematica dei ragazzi”, ho preferito, diversamente dalle
esperienze precedenti, farli lavorare a gruppi fin dall’inizio, con delle schede che ho
predisposto, su una serie di problemi, secondo un percorso uguale per tutti, senza
puntualizzare quale fosse la tematica da approfondire nel laboratorio. La cosa li ha
lasciati un po’ perplessi, anche perché erano piuttosto abituati a lezioni di tipo fron-
tale, in cui si dichiara fin dall'inizio I'argomento trattato.

> SciMEmMI 2009.
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Ho iniziato gradualmente con problemi le cui soluzioni erano da ricercare solo
nell’ambito dei numeri naturali, per poi estendere la trattazione agli interi relativi.

La prima scheda iniziava richiedendo la risoluzione del seguente problema:

Un negoziante acquista un certo numero di maglioni da 40 € e un certo numero di maglioni da 60 €. Ha a
disposizione 560 €. Quanti maglioni di un tipo e quanti dell’altro riesce ad acquistare spendendo tutta la
cifra a disposizione? E se lo stesso negoziante disponesse di 550 €7

Tutti gli studenti, in maniera abbastanza naturale, hanno indicato con le incognite x
e y, rispettivamente, il numero di maglioni da 40 € e da 60 €, e hanno impostato I'e-
quazione 40x+60y=560. Questa & un’equazione di I grado in due incognite della quale,
come gli studenti stessi hanno osservato, si cercano le soluzioni solo tra i numeri
naturali. Il problema ¢ capire come individuarle, qualora esse esistano, e, poiché i ra-
gazzi non disponevano di un metodo per risolvere equazioni siffatte, ciascun gruppo
ha iniziato a risolvere ’equazione per tentativi. Qualcuno ha notato che i coefficienti
numerici presenti nell’equazione erano tutti pari.

Dopo brevissimo tempo, sono state letteralmente “declamate” le soluzioni: (2,8), (5,6),
(8,4), (11,2), (14,0). Rincuorati dall’apparente facilita del problema svolto, i ragazzi
hanno subito affrontato la sua seconda parte, impostando I'equazione: 40x+60y=550.
Immediatamente uno dei gruppi ha osservato che dalla somma di numeri pari non
si sarebbe mai potuto ottenere un numero dispari. Nonostante cio, gli altri gruppi
hanno continuato a ricercare delle soluzioni per tentativi, senza peraltro trovarne
alcuna, finché si sono convinti che non ce n’erano.

La scheda proseguiva con la seguente domanda:

I problemi proposti hanno soluzione? Se si, essa é unica oppure no?

I ragazzi hanno risposto tutti correttamente, dicendo che 'unico problema a essere
risolubile & il primo, e che la soluzione di tale problema non & unica, ma ce ne sono
ben cinque.

In maniera abbastanza naturale qualche ragazzo ha poi osservato che, se invece di
cercare le soluzioni tra i numeri naturali le avessimo cercate tra gli interi relativi (Z)
o tra i numeri reali (R), la situazione sarebbe cambiata, specificando anche che in Z

ci sarebbero state infinite soluzioni e cosi pure in R, ma, mentre come soluzioni in R
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si sarebbero potute prendere tutte le coppie di coordinate (x,y) dei punti della retta
avente I’equazione data, in Z cid non sarebbe stato vero.

I ragazzi stessi hanno poi notato che la ricerca di soluzioni in Z dell’equazione
40x+60y=560, note quelle gia trovate, si puo fare deducendo “il comportamento di
x e y” nelle soluzioni (“la x aumenta di 3 e la y diminuisce di 2”), e che quindi sono
soluzioni intere, ad esempio: (-4,12), (-1, 10), (17,-2), (20, -4).

Esse rappresentano i punti di coordinate intere della retta di equazione 40x+60y=560,
in un piano cartesiano come quello da loro conosciuto. Quindji, se si volevano le so-
luzioni intere, esse erano in un numero infinito, ma, se si volevano quelle reali, esse
erano infinite, ma “di pitt”.

Solo a questo punto ho fornito ai ragazzi del materiale informativo sulle equazioni dio-
fantee di I grado e ho spiegato che esse sarebbero state oggetto di studio e spunto per
il nostro laboratorio, perché ci consentivano di ragionare sul fatto che non sempre un
problema ammette soluzione e che, se ammette soluzione, non & detto che questa sia
unica (inoltre, possono essercene infinite); si intendeva anche ricercare come si fa a
trovare una soluzione (ed eventualmente tutte le altre) senza procedere per tentativi.

Il materiale fornito a tutta la classe era sui seguenti argomenti:

1. Definizione di equazione diofantea di I grado e aspetti storici collegati (Diofanto

d’Alessandria, decimo problema di Hilbert).

2. Risoluzione di un’equazione diofantea diI grado, utilizzando ’algoritmo di Euclide

per il calcolo del massimo comun divisore e il teorema di Bézout.

3. Risoluzione diun’equazione diofanteadilgrado, utilizzando I'aritmetica modulare;

strutture algebriche.

Per mancanza di tempo, ho dovuto tralasciare il metodo di risoluzione delle equazio-
ni diofantee di I grado con le frazioni continue.

Abbiamo dedicato diversi incontri allo studio di quanto proposto: i quattro gruppi
sono stati creati dai ragazzi in maniera autonoma e, dopo una fase iniziale di analisi
del materiale fornito, i ragazzi si sono suddivisi i compiti; durante lo studio collettivo
spesso e volentieri gli studenti di gruppi diversi hanno interagito fra loro, soprattutto

per aiutarsi nei passaggi pit difficili.
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Alla fine, ciascun gruppo ha relazionato agli altri su quanto studiato e, senza il mio
intervento, ha deciso di proporre ai compagni di classe dei problemi risolubili con
equazioni diofantee di I grado, chiedendo di usare un procedimento o I'altro, per
consolidare quanto appreso.

Tale parte di preparazione del laboratorio non ha presentato particolari problemi e
ha sollevato molta curiosita dal punto di vista storico e stupore nei confronti dell"uti-
lizzo del massimo comun divisore (MCD), che gli studenti vedono sempre in secondo
piano rispetto al minimo comune multiplo, nonché piacere nel ritrovare I'aritmetica
modulare gia studiata nella classe prima.

I ragazzi dovevano pensare quindi a un modo accattivante di proporre quanto stu-
diato ai visitatori della manifestazione “La matematica dei ragazzi” e fare delle scelte
non solo sulle modalita di esposizione e di coinvolgimento, ma anche sull’opportuni-
ta o meno di presentare I'argomento nella sua totalita. Questa ¢ sempre la parte piu
difficile da realizzare, perché credo che i nostri studenti vedano spesso la matematica
come una serie di vuoti esercizi ripetitivi e non riescano a immaginare con facilita
situazioni problematiche o di gioco che li giustifichino.

I ragazzi hanno inizialmente proposto di spiegare ai visitatori per prima cosa gli
aspetti teorici e poi di far fare loro esercizi applicativi: ci si poteva limitare allo studio
delle equazioni diofantee di I grado, con la sola strategia risolutiva dell'uso del MCD e
dell’algoritmo di Euclide, perché altrimenti sarebbe stato necessario spiegare anche
I'aritmetica modulare. Insomma, quello che hanno proposto era la classica struttura
“lezione frontale/esercizi”.

Ho allora invitato tutta la classe a leggere assieme 'articolo “Francobolli, tombole e
scacchi”, che ha rappresentato anche per gli studenti una lettura divertente, stimo-

lante e ricca di spunti. Ed ecco cosa ne & uscito...

3. I PERCORSO PROPOSTO NELLA MANIFESTAZIONE

1l laboratorio proposto alla manifestazione “La matematica dei ragazzi: scambi di
esperienze tra coetanei” prevedeva tre percorsi diversi, a seconda del livello scolare
dei visitatori. Elemento comune ai tre percorsi era il gioco della tombola, opportuna-

mente modificato come in Scivemi (2009).

¢ SciMEmI 2009.
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3.1 PERCORSO PER LA SCUOLA PRIMARIA

Ai bambini della scuola primaria venivano proposti due giochi: il gioco della “Tombo-
la in cucina” e il gioco dei “Pacchi da spedire”.

Nella “Tombola in cucina” si utilizzavano due tipi di pasta alimentare secca (farfalli-
ne e ditalini). Dapprima venivano spiegate ai bambini le regole del gioco, con I'ausilio
di un cartellone: a ciascuno di loro veniva assegnata una cartella (con numeri com-
presi fra 1 e 50), venivano estratti dei numeri (come nell’'usuale gioco della Tombola)
e chi trovava nella sua cartella il numero chiamato doveva comporlo, sommando un
numero opportuno di farfalline (di valore 2) e/o un numero opportuno di ditalini
(di valore 8). Ad esempio, il numero 22 si poteva ottenere utilizzando 3 farfalline e 2
ditalini. Solo i numeri cosi composti erano validi per ottenere le usuali combinazioni
vincenti della “Tombola”.

Ogni cartella era accompagnata da una scheda di lavoro sulla quale i bambini segna-
vano il numero di farfalline e di ditalini utilizzati. Le cartelle della tombola erano di
due tipi: uno di questi non consentiva di fare tombola, perché conteneva il numero
9 (non scomponibile nel modo richiesto), 'altro invece consentiva di fare tombola.
Obiettivo di questo gioco era non solo far risolvere con numeri naturali delle semplici
equazioni diofantee di I grado, esercitando nel contempo le capacita di calcolo, ma
anche mostrare che ci sono numeri che non € possibile comporre nel modo previsto
“con le farfalline e i ditalini”.

Nel gioco dei “Pacchi da spedire” (cfr. Figura 1) i bambini dovevano risolvere i due
problemi seguenti:

Problema 1. Franco deve spedire un pacco a suo zio Bollo. Il costo di spedizione ¢ di 3,40 €. A casa sua ci sono
20 francobolli da 0,20 € e 10 da 0,50 €. Quanti e quali ne deve usare per spedire il pacco?

Problema 2. Franco deve spedire un pacco alla sua fidanzatina. Il costo di spedizione ¢ di 3,70 €. Lui possiede
20 francobolli da 0,20 € e 10 da 0,60 €. Quanti e quali ne deve usare per spedire il pacco?

Ai bambini venivano forniti “francobolli” da 0,20 €, da 0,50 € e da 0,60 € e dei pacchi
regalo da spedire. Anche in questo caso si tratta di risolvere delle equazioni diofantee
diI grado: nel problema 1 si hanno soluzioni, nel problema 2 non ce ne sono. Una pic-
cola difficolta in pit & data dai numeri decimali, ma si passa subito ai numeri interi se

si considerano i centesimi di Euro.
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Figura 1. Il gioco dei “Pacchi da spedire”.

Con I'ausilio di un cartellone si spiegava poi il concetto di MCD fra due numeri natu-
rali non nulli: individuati i divisori del primo e del secondo e sottolineati quelli comu-
ni, si cerchiava quello maggiore, che ¢ il MCD dei due numeri considerati.

Si analizzavano, quindi, assieme, i problemi proposti e si concludeva rispondendo

alle seguenti domande:

1. Quali dei problemi presentati si possono risolvere?
2. Quelli che si possono risolvere hanno solo una soluzione?

3. Cherelazione c’e frai numeri presenti nei problemi che abbiamo potuto risolvere?

3.2 SCUOLA SECONDARIA DI PRIMO GRADO

Anche per i ragazzi della scuola secondaria di primo grado il percorso partiva dal
gioco della “Tombola in cucina”. Con un cartellone preparato ad hoc si spiegavano le
regole del gioco: per questi ragazzi ciascuna farfallina valeva 5 e ciascun ditalino 6,
e i numeri nelle cartelle erano compresi fra 1 e 90. Come per i bambini della scuola
primaria, ciascuna cartella era accompagnata da una scheda di lavoro, nella quale si
scrivevano le varie combinazioni utilizzate (e quindi le soluzioni nell’ambito dei nu-
meri naturali di equazioni diofantee di I grado). Erano state predisposte cartelle con

cui si poteva fare tombola e altre cartelle con cui cio era impossibile.
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Lattivita successiva voleva condurre i visitatori alla ricerca di soluzioni anche tra gli

interi relativi. Il problema proposto era il seguente:

Lucia é una bambina golosa. Dopo aver risparmiato un po’ di soldi ha a disposizione 23 € per comperare
le sue caramelle preferite, che costano 3 € al pacchetto e i cioccolatini che costano 4 € al pacchetto. Quanti
pacchetti di caramelle e di cioccolatini riesce a comprare Lucia spendendo tutti i soldi?

Lequazione risolvente e 3x+4y=23, dove x indica il numero di pacchetti di caramelle
e y quello di pacchetti di cioccolatini; le soluzioni si ricercano tra i numeri naturali.
Per risolvere quest’equazione veniva proposto I'utilizzo di un sistema di riferimento

cartesiano a coordinate intere, detto “geopiano”’ (cfr. Figura 2).

.24} 27- 30

-20|(23) 26° 29

.16 19 22 25 28

12| 15 18 21- 24 27

- 8] 11 14 17 20:(23) 26
- 4f 710 13 16 19 22

3 6 9 12 15 18 X

Figura 2.

In esso, sull’asse delle x si segnavano solo i multipli di 3 e sull’asse y solo i multipli
di 4. All'intersezione delle rette di equazione x=h e y=k (con h=1,2,3,... e k=1,2,3,...)
si scriveva il numero n=3h+4k. Si osservava quindi che, ad esempio, 23=3+20, ovvero
23=3-1+4'5. Ma si ha anche 23=15+8, ovvero 23=3-5+4-2. Si otteneva cosi che le coppie
(1,5) e (5,2) sono soluzioni del problema.

7 SciMemI 2009, p. 725.
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Si poneva poi il nuovo problema:

Lucia si ripresenta dal negoziante con altre caramelle e altri cioccolatini da barattare. Come variano le
quantita acquistabili se Lucia vuole spendere sempre 23 €7

Si ricercavano ora le soluzioni tra gli interi relativi: il geopiano veniva utilizzato

estendendolo anche ai multipli negativi di 3 e di 4 (cfr. Figura 3).

' 30" 33 36
1(23) 26° 29 32| 35
© 16 19 22' 25 28| 31" 34
- 12 15 18- 21-24| 27 30 33
8 11 14- 17-20{(23) 26- 29- 32 35
4 7-10- 13 16| 19 22 25 28 31 34
0 3 & 912 15 18 21' 24 27 30° 33
4 -1 2 5 8| 11 14 17 20 (23)26° 29 32 35
& -5 -2 1 4| 7010 13 16 19 22 25 28 31 34

12 9 6 -3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 X
.+ 100 -F-4f -1 2 5 8 11 14 17 20 (23) 26
.11 -8} -5 -2 1 4 7 10 13 16 18
12| -9 -6 -3

Figura 3.

Si trovava cosi: 23=-9+32, ovvero 23=3:(-3)+4:8. Ma anche: 23=27+(-4), ovvero 23=3-9+4:(-1).
Si determinavano le soluzioni intere (-3,8) e (9,-1), che andavano ad aggiungersi a
quelle gia trovate tra i numeri naturali.

Si osservava inoltre che tutti i “23” individuati sul geopiano giacciono sulla stessa
retta, di equazione 3x+4y=23, e che ne rappresentano punti di coordinate intere.

Ai ragazzi visitatori venivano poi proposte delle schede di lavoro con problemi riso-
lubili mediante il geopiano, come i seguenti:

Lucia é al mare con 29 € a disposizione e vuole spenderli tutti comprando delle conchiglie per i suoi amici. Le
conchiglie rosse costano 2 € ciascuna, mentre quelle blu 3 € ciascuna. Quante conchiglie rosse e quante blu
riesce a comprare Lucia? E se potesse poi barattare le conchiglie rosse con le blu, o viceversa?
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Maria deve comprare delle camicie per lo spettacolo di fine anno spendendo tutti i 65 € che ha a disposi-
zione. Le camicie verdi costano 6 € ciascuna, mentre quelle azzurre 8 € ciascuna. Quante camicie riesce a
comprare Maria? E se poi cambiasse idea e volesse restituirne alcune per barattarle con altre?

Alla fine, anche in questo caso si ragionava assieme sulle seguenti questioni:

— Un problema e sempre risolubile?
— Se il problema é risolubile, la soluzione € necessariamente unica?
— Trovata una soluzione con il nostro geopiano, ¢ facile trovarne altre? Come?

— Alcuni dei nostri problemi erano risolubili con numeri interi e altri no. Cosa

possiamo dire dei numeri coinvolti in questi problemi?

3.3 SCUOLA SECONDARIA DI SECONDO GRADO

Il percorso progettato per i ragazzi della scuola secondaria di secondo grado seguiva
maggiormente gli schemi tradizionali, ponendo, pero, alla fine il gioco della “Tombo-
lain cucina”.

Inizialmente veniva proposto ai ragazzi di risolvere in maniera autonoma il seguente

problema:

Alberto va a comprare delle magliette. Gli piacciono particolarmente le magliette rosse e quelle gialle. Se
Alberto ha 54 € in tasca e li vuole spendere tutti, quante magliette puo comprare sapendo che quelle rosse
costano 15 € e quelle gialle 9 €7

Nella scheda di lavoro allegata si invitavano i visitatori a impostare un’opportuna
equazione e a rispondere alle seguenti domande:

1. Esistono soluzioni?

2. Se esistono soluzioni, ce ne sono altre accanto a quelle facili da trovare?

3. Esistono finite o infinite soluzioni?

4, E possibile trovare una lista delle soluzioni?

5. Come faccio per calcolare le soluzioni?
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A queste domande si & cercato di dare una risposta assieme. Dopo aver ricordato il
significato della divisione intera e stata proposta una definizione di massimo comun
divisore (MCD) fra due numeri naturali diversa da quella che solitamente i ragazzi

conoscono, e sono stati forniti le seguenti definizioni e i seguenti teoremi®.

Teorema della divisione intera (T1)

Per ogni coppia di numeri naturali (a,b), con b#0, esiste ed é unica la coppia (g,r) di numeri
naturali tale che a=b-q+r, con 0<r<b.

Definizione di massimo comun divisore.

Dati a e b numeri naturali non nulli, d=MCD(a,b) se e solo se:
1. d divide a (dJa) e d divide b (dJb);

2. ogni numero ¢ che divide a e b divide anche d.

Teorema (T2)

Dati i numeri naturali a, b, y (con a>b e y#0), si ha che, se y divide a e y divide b, allora y

divide a-b.

Un cartellone illustrava come segue, con un esempio numerico, I'algoritmo di Euclide

per il calcolo del MCD fra due numeri naturali (nell’esempio, 99 e 78).
Per (T1): 99=781+21
Per (T2): d[99 e d[78, quindi d[(78:1) e d[(99-78), ovvero d|21
Allora: MCD(99,78)=MCD(78,21)
Per (T1): 78=21-3+15

Per (T2): d[78 e d|21, quindi d[(21-3) e d|(78-21-3), ovvero d[15

¢ Nella fase di preparazione del laboratorio questi teoremi (e gli altri necessari, come il teorema di Bézout) sono stati di-
mostrati, ed & stata provata I'equivalenza della nuova definizione di MCD e di quella gia nota, passando poi alla divisio-
ne tra interi relativi. Per la parte teorica & stato seguito il testo di Bazzini e Ferrari (Bazzini, FErrart 1987). Non essendoci
tempo per presentare le dimostrazioni, ai visitatori sono stati illustrati solo esempi numerici come qui descritto e sono
state consegnate delle fotocopie con la parte teorica, da leggere in seguito per conto proprio.
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Allora: MCD(78,21)=MCD(21,15)

Per (T1): 21=15'1+6

Per (T2): d|21 e d[15, quindi d|(15°1) e d|(21-15-1), ovvero d[6
Allora: MCD(21,15)=MCD(15,6)

Per (T1): 15=6:2+3

Per (T2): d|15 e d6, quindi d|(6-2) e d|(15-6:2), ovvero d[3
Allora: MCD(15,6)=MCD(6,3)

Per (T1): 6=32

Il resto é uguale a 0, quindi 3=MCD(6,3)=...= MCD(99,78)

Dopo qualche informazione su Diofanto d’Alessandria, si procedeva a illustrare il me-
todo per trovare una soluzione particolare dell’equazione diofantea: 99x+78y = 3.
Ripercorrendo a ritroso i passaggi seguiti per determinare il massimo comun divisore

di 99 e 78, si scriveva:
3=15-26

6=21-1-15

15=78-3-21

21=99-1-78

Per sostituzione, si otteneva quanto segue:

3=15-2:6=15-2:(21-1'15)=15-2-21+2:15=3-15-2-21=3+(78-3-21)-2-21=
=378-9-21-2:21=3-78-11-21=3-78-11:(99-1:78)=3-78-11:99+11-78=14-78-11-99

Da qui si ricavava una soluzione particolare dell’equazione diofantea, ossia:

x,=-11 y,=14
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L'ultimo passo per i visitatori era quello di capire come ottenere la soluzione generale
dell’equazione diofantea partendo da quella particolare appena trovata.
Si passava agli interi relativi. Dopo aver spiegato molto brevemente la definizione di

divisione intera e di MCD in Z, si enunciava il seguente teorema:

Sia (xo,yo) soluzione particolare dell’equazione diofantea ax+by=c, e sia d=MCD(a,b), con a, b,
G, X, Y, appartenentia Z.

Allora ogni altra soluzione (x’y’) dell’equazione é del tipo:

x'=x +(b/d)t

y=y,(a/d)t (con t appartenente a Z)

A questo punto, i visitatori disponevano di tutto cio che serve per risolvere un’equa-
zione diofantea di primo grado, del tipo ax+by=c, con a, b e c in Z, di cui si ricercano
le soluzioni tra gli interi relativi.

Nel caso in esame, si otteneva:

X'=-11+(78/3)t=-11+26t
y'=14-(99/3)t =14-33t

Con 'aiuto di una scheda guidata, i visitatori venivano invitati a risolvere nuovamen-
te il problema iniziale e un’altra serie di equazioni diofantee ripercorrendo quanto
loro spiegato. Lattivita si concludeva con il gioco della “Tombola in cucina”, come gia

proposto per la scuola secondaria di primo grado.

4. CONCLUSIONI
Le considerazioni che seguono si basano sull’osservazione diretta da me effettuata,
sia durante la fase di preparazione del laboratorio, sia durante le giornate della mani-

festazione, e sul questionario di valutazione proposto alla fine dell’attivita.
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Durante la fase di studio e analisi delle problematiche e degli argomenti proposti, cid
che & subito emerso con chiarezza e stata la competizione che si e creata fra i gruppi:
fino a quando essi hanno lavorato sullo stesso materiale non c’era affatto collabora-
zione, sembrava piuttosto una gara in cui dovesse venire proclamato un vincitore.
Solo in un secondo momento i ragazzi si sono resi conto che il modo competitivo di
procedere non li avrebbe portati a nulla e nella fase di studio hanno creato autono-
mamente dei gruppi pit equilibrati, che hanno pure interagito fra loro.

Devo dire che c’e stata partecipazione attiva alla costruzione del laboratorio da parte
di quasi tutta la classe: in generale, i ragazzi hanno lavorato bene assieme, sfruttando
intelligentemente le abilita di ciascuno, e solo due studenti, particolarmente timidji,
hanno avuto difficolta a trovare un loro ruolo - credo pili per timore di cio che li aspet-
tava durante la manifestazione che per disinteresse verso quanto si stava facendo.

La classe ha poi deciso come organizzarsi per la manifestazione e direi che in questo
caso i gruppi si sono creati basandosi piti sul profitto scolastico in matematica che su al-
tre attitudini e abilita: cosi gli studenti con un ottimo profitto si sono dedicati ai conte-
nuti per la scuola secondaria di secondo grado e quelli con profitto inferiore a quelli per
la scuola secondaria di primo grado e per la scuola primaria, con qualche rara eccezio-
ne. Non ho voluto modificare questa loro scelta, da un lato, per non metterli in difficol-
ta durante I'esposizione ai visitatori e, dall’altro, perché ho notato con piacere che gli
studenti meno dotati, dedicandosi a problemi che ritenevano pit1 semplici, si sentivano
maggiormente liberi di presentare e sperimentare e si divertivano a fare matematica.
Durante le giornate della manifestazione, i ragazzi si sono subito proposti in maniera
coinvolgente nei confronti dei visitatori: in effetti, sono stati aiutati dal fatto che le
prime classi che hanno visitato il nostro laboratorio erano composte da studenti della
scuola secondaria di primo grado e del loro stesso liceo, che quindi conoscevano.
Fra una classe di visitatori e I'altra, i ragazzi decidevano come migliorare la loro espo-
sizione e modificavano quanto necessario in corso d’opera, e cid ha messo in eviden-
za una certa capacita di osservazione e di attenzione al riscontro ricevuto - specie da
parte dei relatori che si occupavano del percorso per la scuola primaria e secondaria
di primo grado - e anche buona dimestichezza con gli argomenti trattati. Il percorso
per la scuola secondaria di secondo grado e rimasto invece piuttosto invariato: in
effetti, le capacita comunicative e la voglia di confrontarsi non sempre sono, per gli

studenti di questa eta, direttamente proporzionali al profitto scolastico.
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Tutti gli studenti, alla fine del lavoro, sono stati concordi nel ritenere che &€ molto
piu facile e appagante lavorare con alunni pit piccoli e che, certe volte, gli studenti
di classi della scuola secondaria di secondo grado non sono molto disponibili a essere
coinvolti in attivita di laboratorio e ascoltano disinteressati quanto viene loro propo-

sto. Come ha notato una studentessa, cio puo dipendere dal fatto che:

Gli argomenti proposti possono essere difficili da capire in mezz'ora... in fondo noi ci abbiamo messo molto di pitt!

Oppure, come ha notato uno studente:

Se neanche la tua prof. ascolta, perché dovresti farlo tu?

In effetti, la proposta per gli studenti della scuola secondaria di secondo grado, aven-
do la pretesa di illustrare in un tempo ristretto un argomento molto articolato, non
ha lasciato ai visitatori il tempo di comprendere il “perché” di quanto stessero fa-
cendo, mostrando loro solo come utilizzare gli strumenti della matematica “a scatola
chiusa”: cosa che a volte si puo fare e si fa (specie in ambito applicativo), ma con scar-
sa soddisfazione soprattutto da parte dei ragazzi piti interessati alla disciplina.

La totalita degli allievi ha espresso comunque la propria soddisfazione per il lavoro
fatto e ha trovato la manifestazione interessante; purtroppo solo pochi fra loro sono
riusciti a visitare altri laboratori, anche se sarebbero stati curiosi di farlo, specie per
vedere quali argomenti avessero approfondito le altre classi o per fare un po’ di labo-
ratorio di matematica.

Come insegnante sono rimasta soddisfatta del lavoro svolto e dell’atteggiamento de-
gli studenti nei confronti di quanto loro proposto: anzi, in seguito essi si sono subi-
to dimostrati entusiasti di riproporre il laboratorio, nell’anno scolastico successivo,
nelle manifestazioni pubbliche “Notte dei Ricercatori” (Trieste, settembre 2010) e
“Giochi di Scienze” (Muggia, TS, ottobre 2010).
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SunTto

In questo laboratorio i ragazzi della classe terza (eta 16-17 anni) del Liceo Linguistico Europeo
“Paolino d’Aquileia” (Gorizia), accompagnati dalla loro insegnante, hanno creato un percor-
so, articolato in pitt postazioni-gioco, volto a sviluppare U'intuizione sul concetto di equivalen-
za, in maniera quanto pitt semplice e naturale possibile, affinché anche i visitatori piu piccini
(a partire dalla classe terza della scuola primaria) potessero orientarsi con successo. Partendo
dall’equivalenza tra figure piane, si é analizzato il legame con il concetto di congruenza. Si é
passati poi all’equivalenza tra solidi, introducendo anche il principio di Cavalieri e il metodo
degli indivisibili, proponendo ai visitatori piti grandi anche l'analisi (e simulazione con Cabri)
di due teoremi di Torricelli, studiati dall’originale in latino, in cui si prova l'equivalenza tra
una sfera e un cono, con altezza pari al raggio della sfera, e raggio del cerchio di base pari al
diametro della sfera.

PAROLE CHIAVE
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI SECONDO GRADO / HiGH
SECONDARY SCHOOL; GEOMETRIA / GEOMETRY; MISURA / MEASURE.

1. INTRODUZIONE

Come da tradizione ormai consolidata, il Liceo Linguistico Europeo “Paolino d’Aqui-
leia” di Gorizia ha deciso di partecipare all’edizione 2010 della manifestazione “La
matematica dei ragazzi”. Questa volta all'iniziativa hanno aderito i ragazzi della ter-
za liceo che, da me accompagnati in qualita di loro ex-insegnante di matematica’,
hanno creato un percorso laboratoriale, articolato in pitt postazioni-gioco, volto a
sviluppare I'intuizione riguardo al concetto di equivalenza di figure piane e solide (re-

lativamente all’estensione e al volume), in maniera pit semplice e naturale possibile,

' Tautrice & stata docente di matematica dei ragazzi coinvolti nell’esperienza solo nel primo biennio. Poi, per esigenze
interne d’istituto, ha continuato con loro solo con I'insegnamento della fisica, ottenendo comunque dal Preside e dal
Consiglio di classe I'autorizzazione a realizzare il progetto relativo a “La matematica dei ragazzi”.
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affinché anche i visitatori piu piccini (a partire dal terzo anno della scuola primaria)
potessero orientarsi con successo.

Partendo dall’equivalenza tra figure piane, si e analizzato il legame con il concetto di
congruenza. Si & poi passati all’equivalenza tra solidi, introducendo anche il principio
di Cavalieri e il metodo degli indivisibili, proponendo ai visitatori pit grandi anche I'a-
nalisi e I'illustrazione con Cabri di due teoremi di Torricelli, studiati dall’originale in
latino?, in cui si prova I'equivalenza tra una sfera e un cono, con altezza pari al raggio
della sfera e raggio del cerchio di base pari al diametro della sfera.

La scelta dell’argomento nasce anche dal fatto che, sempre pil spesso, trattando in
classe il concetto di equivalenza, purtroppo ci si accorge che anche nozioni di base
intuitive, che dovrebbero essere sviluppate di norma gia a livello di scuola primaria,
vengono a mancare.,

La realizzazione di laboratori destinati anche al pubblico piti piccino diventa cosi
un’occasione, per i ragazzi piu grandi, di confrontarsi e percorrere, talvolta per la
prima volta, quelle tappe cognitive mancanti che risultano pero fondamentali e im-
prescindibili per lo sviluppo dellintuizione e I'elaborazione corretta dei concetti.
Per quanto riguarda le modalita di lavoro, si sono di volta in volta ripresi tutti assie-
me in classe i concetti e le nozioni teoriche necessarie, utilizzando anche il libro di
testo, materiali proposti dall'insegnante e approfondimenti che i ragazzi reperivano
in Internet.

Gli studenti sono quindi stati invitati a suddividersi spontaneamente in pitt gruppi,
ciascuno con la consegna di elaborare del materiale, anche a livello di gioco, da uti-
lizzare in seguito nella manifestazione. I lavori via via prodotti sono stati per quan-
to possibile monitorati, selezionati e testati utilizzandoli in classe: ciascun gruppo
“collaudava” il proprio lavoro “sfruttando” come “cavia” il resto della classe.

Si e cercato in questo modo di simulare lo svolgimento dell’attivita con il fine princi-
pale di sviluppare capacita comunicative, acquisire proprieta di linguaggio e vincere
il timore di confrontarsi con un pubblico, seppur di propri pari.

Chiaramente, tali obiettivi non sono stati raggiunti da tutti con il medesimo succes-
so, e le disparita dovute a diversi livelli di preparazione, interesse e potenzialita non
2] teoremi e le relative esercitazioni sono stati ripresi da un precedente lavoro al quale ho partecipato e che & stato rea-
lizzato nell’ambito del “Progetto Lauree scientifiche - Matematica” dell’'Universita di Trieste nell’a. sc. 2006-2007 (cfr.

Zuccheri £T AL 2008). In tale occasione era stato coinvolto un gruppo scelto di ragazzi frequentanti il triennio del Liceo
Scientifico “G. Galilei” di Trieste.
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si sono potute del tutto eliminare. Inoltre, il lavoro e stato spesso rallentato dal ri-
spetto non sempre puntuale delle consegne da parte di alcuni ragazzi, che tardavano
nel dare il proprio contributo: tali studenti sono gli stessi che, nonostante discrete
e buone potenzialita di base, anche durante le ore di lezione tradizionali, non sono
puntuali nello studio e nello svolgimento delle attivita domestiche.

In questo caso, pero, a sollecitare il senso di responsabilita dei ritardatari & inter-
venuto anche il resto della classe, e non solo I'insegnante! Per contro, per quanto
riguarda i ragazzi piu deboli, con un rapporto di fondo negativo con la matemati-
ca, si e potuto osservare che essi si sono messi in gioco, stimolati a dare il proprio
contributo nell’ambito di un vero e proprio lavoro di squadra, incoraggiati in cio
anche dagli studenti piti bravi. Questo ha contribuito anche a migliorare, almeno in
parte, i rapporti interpersonali tra gli studenti, appianando le rivalita e inducendo
alla collaborazione.

Di seguito si descrivono nel dettaglio le postazioni di laboratorio realizzate per la

manifestazione.

2. PRIMA POSTAZIONE: FIGURE EQUISCOMPONIBILI

Con la prima postazione veniva introdotto il concetto di equivalenza, soffermandosi
dapprima sulle figure piane. I ragazzi coinvolti nella presentazione iniziavano chie-
dendo ai visitatori se gia conoscessero tale concetto, cercando di coinvolgerli in una
discussione. Una volta stabilito che due superfici sono equivalenti se hanno la stessa
estensione (assumendo I'estensione come concetto primitivo), e che, se due figure
sono perfettamente sovrapponibili’, e dunque congruenti, sicuramente hanno an-
che la stessa estensione e risultano pertanto equivalenti, si introduceva il concetto
di equiscomponibilita.

A tal fine, venivano fatte osservare delle figure (Figure 1 e 2) predisposte su un car-
toncino: una stella, un triangolo, una croce e un quadrato. Pu¢ la stella “diventare”
triangolo o viceversa? O il quadrato “diventare” croce? Per rispondere, gli ospiti era-
no invitati a sperimentare tali possibilita, con gran divertimento e curiosita soprat-

tutto da parte dei pit piccini.

3 Gli studenti cercavano di rafforzare ogni fase del dialogo visualizzando i concetti che venivano richiamati: ad esempio,
parlando di sovrapponibilita e congruenza, procedevano sovrapponendo due fogli di carta identici, ecc.
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Figura 1. Figure piane equiscomponibili.

Le figure erano ricoperte con tessere fissate con il velcro. Il gioco consisteva nel ri-
posizionare le tessere come in un puzzle, in modo da formare le altre figure considera-
te: dall’esperienza risultava evidente che, disponendole opportunamente, le tessere che
componevano il triangolo componevano anche la stella, e quelle che formavano il quadrato
ricoprivano anche la croce. Si concludeva che stella e triangolo, cosi come quadrato e cro-
ce, pur non essendo congruenti, sono figure equiscomponibili, e percio anche equivalenti.
A questo punto, le stesse questioni venivano affrontate anche in relazione ai solidi.
Ripresa la definizione di equivalenza ed estesa al caso solido, si portavano esempi
pratici di solidi equivalenti perché equiscomponibili: si invitavano i visitatori a for-
mare solidi di forma diversa, ricombinando tra loro dei parallelepipedi di legno tratti

da giochi di costruzione per bambini.

Figura 2. Postazione 1.
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3. SECONDA POSTAZIONE: VERIFICA DELL'UGUAGLIANZA DI AREE E VOLUMI

Nella seconda postazione si affrontava il problema di verificare I'equivalenza di figu-
re non necessariamente equiscomponibili. In un primo esperimento si proponeva di
confrontare due oggetti irregolari, costruiti dagli stessi ragazzi con il Dash: I'idea era
che, se lo spazio occupato da tali oggetti e lo stesso, devono anche essere costruiti
esattamente con la stessa quantita di Dash.

Questa volta la strategia (molto approssimativa) consisteva nel servirsi di una sem-
plice bilancia per pesare i due oggetti, e concludere che, se la massa risulta uguale,
essi sono equivalenti (Figura 3). Si approfondiva il dibattito discutendo sulla possibi-
lita 0 meno di procedere allo stesso modo nel caso in cui i due oggetti da confrontare

siano costruiti con materiale diverso.

Figura 3. Postazione 2.

In fase di realizzazione dei materiali progettati, la difficolta e stata quella di lavorare
con due parti identiche di Dash: la precisione nel dividere il materiale da plasmare in
due parti uguali era fondamentale e non facile da raggiungere! Una volta essiccate le
due forme, e scoperto, ripesandole, che non erano equivalenti, i ragazzi hanno corretto
il risultato asportando a poco a poco, con una lima, il materiale in eccesso dalla figura
che pesava leggermente di piu, fino a raggiungere effettivamente I'equivalenza.

Un secondo esperimento (Figura 4) mirava invece a stabilire 'equivalenza di due soli-
di cavi costruiti con il cartoncino. L'idea era quella di verificare se si possono riempire
con una stessa quantita di sabbia. Versata della sabbia in una piramide fino a riem-
pirla completamente, i bambini erano invitati a travasarla in un parallelepipedo e a

osservare che la stessa sabbia riempiva completamente anche questo solido.
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Figura 4. Postazione 2.

La costruzione della piramide e del prisma equivalenti ha dato I'occasione per soffer-

marsi, in fase di progettazione in classe, su questioni quali:

— il calcolo del volume dei due solidi; partendo dalle formule (gia note) per il calcolo dei
due volumi, sono state stabilite opportune misure per le dimensioni del prisma,
per il lato della base (scelta, per comodita, quadrata) e per I'altezza della piramide,
in modo che piramide e prisma risultassero equivalenti;

— il teorema di Pitagora, che ¢ stato utilizzato per risalire alla misura dell’apotema della
piramide, indispensabile per procedere alla sua costruzione;

— lo sviluppo piano delle due figure solide considerate;

— lascelta del materiale da costruzione; i primi tentativi sono stati realizzati in cartoncino
Bristol. Nasceva pero il problema che le facce dei solidi si incurvavano sotto il peso
della sabbia, che inoltre fuoriusciva dagli spigoli e dai vertici non perfettamente
sigillati. Tale problema ¢ stato risolto ricostruendo le figure con del cartone rigido
ricavato da scatoloni e sigillando con cura gli spigoli tra faccia e faccia con del
resistente nastro per imballaggi. Il risultato estetico (che i ragazzi hanno cercato di
correggere dipingendo le facce con dei colori a tempera?) non & stato dei migliori,
ma gli oggetti realizzati si sono rivelati funzionali e sufficientemente resistenti da

sopravvivere per tutta la durata della manifestazione.

* L'uso di colori acrilici, pili coprenti e resistenti, avrebbe dato sicuramente risultati estetici migliori, ma i lavori sono
stati fatti per lo pilt in economia, utilizzando materiali facilmente reperibili e che i ragazzi avevano a disposizione, per
ridurre le spese al minimo indispensabile.
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Dunque, oltre alla parte matematica sull’equivalenza, la realizzazione dei laboratori
e stata anche I'occasione per sviluppare e potenziare ingegno, inventiva, senso este-
tico, manualita, senso pratico, precisione e cura dei dettagli, capacita di risolvere i

problemi che via via si incontrano, elaborando migliorie e strategie risolutive.

4. TerzA POSTAZIONE: IL PRINCIPIO DI CAVALIERI

La terza postazione analizzava di nuovo I'equivalenza introducendo il principio di Ca-
valieri. Il lavoro di preparazione ha visto gli studenti impegnati in un lavoro di ricerca
e studio autonomo, utilizzando vari testi e manuali scolastici® e principalmente ma-
teriale reperito in Internet, che & stato poi presentato e analizzato in classe.

Alla fine, i ragazzi hanno riportato sui cartelloni principalmente quanto segue:

— alcune notizie sulla figura di Bonaventura Cavalieri;

— una formulazione del cosiddetto principio di Cavalieri (Se due figure piane sono
tagliate da un fascio di rette parallele in modo che ciascuna di esse determini come sezioni
corrispondenti corde uguali, allora le due figure sono equivalenti; se due solidi sono
tagliati da un fascio di piani paralleli in modo che ciascuno di essi determini sezioni piane

corrispondenti equivalenti, allora i due solidi sono equivalenti);

— alcuni esempi.

Si sottolineava inoltre che tale principio esprime una condizione sufficiente, ma non
necessaria affinché due figure piane o solide siano equivalenti, portando come con-
troesempio una sfera e un cubo equivalenti.

L'analisi di una spiegazione intuitiva del principio di Cavalieri riportata nel sito “Ma-
tematica Insieme” del Dipartimento di Matematica dell’Universita di Ferrara® ha fat-
to nascere nei ragazzi I'idea di produrre un modello concreto usando due tavole di
legno e sagomandole, evidenziando con colori diversi segmenti congruenti nell’'una
e nell’altra. Si utilizzava il modello invitando i visitatori a sovrapporre una cordicella
a ciascun segmento segnato nella prima figura, da trasportare poi, segnandone la

lunghezza, sul corrispondente segmento nella seconda figura.

> Dobero, BaroNCINI, MANFREDI 2002; Cariant, Fico 2003; IavaroNE, DEL Giupice, MorINA 1996.
¢ <http://dm.unife.it/matematicainsieme/comscomp/Indice matematica.htm>
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Per visualizzare il principio di Cavalieri nel caso solido, si utilizzavano semplice-
mente due risme uguali di carta, disposte in modo da formare due solidi di forma
diversa ma con la stessa altezza: per il primo solido, ogni foglio rappresentava una
sezione, corrispondente all’identica sezione posta alla stessa quota nell’altro solido.
Ovviamente, bisognava astrarre dal modello concreto e immaginare una sezione di

spessore nullo (Figura 5).

Figura 5. Postazione 3.

5. QUARTA E QUINTA POSTAZIONE: INDIVISIBILI CURVI DI EVANGELISTA TORRICELLI

Nelle ultime due postazioni, dedicate ai visitatori piu grandi, si approfondivano le
tematiche introdotte con il principio di Cavalieri e si analizzavano due esempi tratti
dalle opere di Evangelista Torricelli’.

Si mettevano in luce principalmente due aspetti del lavoro svolto da Torricelli:

— Si sottolineava come Torricelli avesse in realta svolto un lavoro originale operando
un profondo cambiamento nel modo di concepire gli indivisibili. Gli indivisibili di
Torricelli non sono punti, linee e superfici in senso euclideo, ma hanno le stesse
dimensioni delle figure a cui sono associate, sebbene infinitesime: gli “indivisibili
di linea” non sono pensati come punti di dimensione nulla, ma elementi lineari
sebbene infinitesimi; gli “indivisibili di superficie” non sono linee unidimensionali,
maelementidisuperficiedilunghezzafinitaelarghezzainfinitesima;gli “indivisibili
di volume” non sono superfici prive di spessore, ma di spessore infinitesimo.

7 Loria, VAsSURA 1919.
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— Questo modo di concepire gli indivisibili come dotati di spessore, seppure
infinitesimo, permetteva di superare le problematiche e gli eventuali paradossi
che nascevano invece dalla concezione euclidea di Cavalieri. Una obiezione al
metodo degli indivisibili poteva essere, ad esempio, la seguente: come & possibile
pensare a un continuo come composto dai suoi indivisibili, se questi hanno una

dimensione in meno?

— Si evidenziava come Torricelli avesse esteso 1'uso degli indivisibili anche agli
“indivisibili curvi”, pensando di intersecare le figure da confrontare non solo
con rette e piani, ma anche con circonferenze, sfere, cilindri e coni: indivisibili
possono essere percio determinati da archi di circonferenza, superfici sferiche,
cilindriche e coniche.

— Traendo spunto da queste considerazioni, si analizzavano e presentavano nel
laboratorio, dall’originale in latino, due teoremi che utilizzano in maniera evidente
questi concetti. In classe, il primo impatto con i teoremi scritti in latino aveva
suscitato stupore e smarrimento tra i ragazzi, che non si aspettavano di dover
affrontare il latino anche nelle ore di matematica. U'iniziale timore era pero svanito
alla prima lettura, che aveva loro consentito di rendersi conto che si trattava di una

forma latina molto scorrevole e di facile comprensione.

Nel laboratorio erano stati percio predisposti i cartelloni con i testi latini e la tradu-
zione italiana realizzata dai ragazzi, anche grazie alla preziosa collaborazione dell’in-
segnante di latino, prof.ssa Franca Gubana. 1l lavoro si & prestato, infatti, nella fase
di progettazione ed elaborazione, anche a una attivita di tipo interdisciplinare. I testi
sono stati analizzati non solo dal punto di vista dei contenuti, ma anche dell’aspetto
della grammatica latina, e poi utilizzati per predisporre una prova di verifica di latino.
Per il lavoro si utilizzavano poi due schede (cfr. SCHEDA 1-2)%, in cui si proponeva
un’attenta analisi dei teoremi attraverso dei questionari, con l'obiettivo di rendere
i ragazzi consapevoli di ogni risultato matematico che viene utilizzato a ogni passo
delle dimostrazioni. Durante la manifestazione “La matematica dei ragazzi” non e
stato perd possibile procedere a un esame molto approfondito, per ovvie limitazioni

temporali: si mirava solo a rendere al meglio I'idea e lo spirito del lavoro, lasciando ai

¢ Cfr. Zuccweri ET AL. 2008, pp. 180-181.
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docenti accompagnatori il materiale per un’eventuale attivita piti approfondita, da
svolgere una volta rientrati in classe.

Come si puo vedere dalle schede (cfr. SCHEDA 1-2), si cercava di richiamare I'attenzione
su alcuni termini di particolare importanza, come la parola “aequalis” utilizzata indif-
ferentemente nei vari contesti sia nel senso di “congruente”, sia di “equivalente”.
Oltre a ricostruire le dimostrazioni in termini pit moderni, usando le opportune ca-
tene di uguaglianze e proporzioni, si invitava lo studente a giustificare ogni affer-
mazione, motivandola con risultati gia supposti noti, tra cui anche quello per cui la

superficie sferica e equivalente a quattro cerchi massimi.
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SCHEDA 1

Teorema [1]. Exemplum IL.

Esto circulus, cuius radius AB, tangensque BC sit aequalis diametro; et coniuncta AC convertatur figura circa
AB, ita ut fiat sphaera BF, et conus rectus CAD.

Dico sphaeram BF, cono CAD esse aequalem. Sumatur enim in AB quodvis punctum I, et per ipsum I transeat
superficies sphaerica IH, circa centrum A; circulusque LIM in cono CAD. Iam: superficies sphaerica BF
aequalis erit circulo CD. Sphaerica verd BE, ad sphaericam IH, est ut quadratum BA, ad quadratum AL sive
ut quadratum BC ad quadratum IL; nempe ut circulus CD, ad circulum LM. Sed antecedentes aequales sunt;
ergd etiam consequentes: nempe sphaerica superficies IH, aequalis erit circulo LM. Et hoc semper, ubicumque
sit punctum L. Propterea omnes sphaericae superficies simul (sive ipsa sphaera BF) aequales erunt omnibus
circulis simul sumptis, sive cono CAD. Quod erat etc.

Figura 6. Figura relativa al Teorema [1].

1. Traduci il testo sopra riportato.

2. In quale modo vengono ottenuti la sfera e il cono?

3. Nel testo ¢ spesso utilizzato il termine “aequalis”. Che cosa si intende con tale termine? Qual ¢ il modo pitt
appropriato per tradurre questa parola in questo contesto?

4. Individua e riformula con parole tue l'enunciato del teorema.

5. Riformula la dimostrazione del teorema in termini attuali, utilizzando le opportune uguaglianze e
proporzioni.

6. Nel corso della dimostrazione si afferma che “superficies sphaerica BF aequalis erit circulo CD”. In base a
quale risultato gia provato é possibile fare questa affermazione?

7. Perché si puo affermare che: BA?: A’ =BC*:IL* ?

8. Quale risultato si utilizza per affermare “sive ut quadratum BC ad quadratum IL; nempe ut circulus CD,
ad circulum LM”?

9. A quali termini si riferiscono le parole “antecedentes” e “consequentes”? In base a quale proprieta
vengono confrontati tali termini? Perché dal fatto che “antecedentes aequales sunt” seque che “ergo
etiam cosequentes aequales sunt”?
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SCHEDA 2

Teorema [2]. Aliter

Esto sphaera, cuius diameter AB, tangensque BD sit aequalis semidiametro spherae: Et coniuncta AD,
convertatur triangul, ADB circa axem BD, ita ut fiat conus rectus ADC.

Dico sphaeram AB aequalem esse cono ADC. Sumatur enim in diametro AB quodvis punctum I, per quod transeat
circulus FH, ad axem erectus in sphera; et superficies cylindrica LIMN, circa axem DB in cono.

Iam: cum AB dupla it ipsius BD, erit Al dupla IL, ergd quadratum FI, quod aequale est rectangulo AIB, duplum
erit rectanguli LIB, et aequale rectangulo LIM.

Propterea erit circulus FH aequalis superfici cylindricae LIMN. Et hoc semper, ubicunque sit punctum I. Ergo
omnes circuli simul, sive ipsa sphaera, aequales erunt omnibus superficiebus cylindricis simul sumptis, nempe
ipsi cono ADC. Quod concordat cum 32. lib. I De Sphaera et Cylindro Archimedis.

™ N R =

10.

11.

H

Figura 7. Figura relativa al Teorema [2].

Traduci il testo sopra riportato.

La sfera ¢ data. In quale modo viene ottenuto il cono?

Nel testo ¢ spesso utilizzato il termine “aequalis”. Il significato é sempre lo stesso? Quale?

Individua e riformula con parole tue l'enunciato del teorema.

Riformula opportunamente la dimostrazione del teorema in termini moderni.

Perché si puo affermare “cum AB dupla sit ipsius BD, erit Al dupla IL”?

In base a quale teorema si puo affermare “...quadratum FI, ... aequale est rectangulo AIB..”?

Scrivi le relazioni che giustificano che “ergd quadratum FI, quod aequale est rectangulo AIB, duplum erit
rectanguli LIB, et aequale rectangulo LIM” e “Propterea erit circulus FH aequalis superfici cylindricae
LIMN”.

Cosa accade al variare del punto I lungo il segmento AB?

Perché Torricelli puo affermare “Ergo omnes circuli simul, sive ipsa sphaera, aequales erunt omnibus
superficiebus cylindricis simul sumptis, nempe ipsi cono ADC”? Spiega con parole tue.

Individua analogie e differenze relative ai Teoremi [1] e [2].
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1l lavoro proposto ai visitatori di questa sezione si concludeva con un’elaborazione al
computer realizzata con Cabri, che, facendo riferimento alla figura del Teorema [1],
consentiva di visualizzare come, al variare del punto I lungo il segmento AB, il cono e
la sfera “si riempiano” di sezioni corrispondenti aventi la stessa area; le aree delle se-
zioni corrispondenti alle linee tracciate venivano inoltre memorizzate in una tabella
(cfr. Figura 8). Per realizzarla, si era usato il comando “traccia” sul segmento LM (che
indica una sezione del cono con un piano parallelo alla base) e sulla circonferenza di
raggio Al (che indica la superficie sferica di raggio Al).

Figura 8. Postazione 5.
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SunTo

Il laboratorio qui descritto introduce gli elementi fondamentali della teoria dei giochi e del-
le decisioni attraverso lo studio di alcuni tra i piu interessanti giochi d’ingegno (tra que-
sti: Le Torri di Hanoi, Burr esagonale, Quattro in riga, Labirinto tridimensionale). Iniziando
dall’osservazione e dalla manipolazione di un modello tridimensionale in legno, gli allievi
sono stati sollecitati a mettersi alla prova, giocando contro un avversario o contro se stessi.
Partendo da una ricerca euristica delle soluzioni e delle piu efficaci strategie di gioco, sono
stati poi accompagnati nello studio delle caratteristiche, della storia e delle possibili soluzio-
ni di ciascun rompicapo, fino ad approdare al concetto matematico su cui si fonda.

PAROLE CHIAVE
DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; SCUOLA SECONDARIA DI SECONDO GRADO / HiGH
SECONDARY SCHOOL; TEORIA DEI GIOCHI / GAME THEORY.

1. INTRODUZIONE

“Mettiamoci in gioco” e il laboratorio con cui la Classe IV A del Liceo Scientifico “E. L.
Martin” di Latisana ha partecipato all’ottava edizione della manifestazione “La mate-
matica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei”.

Il progetto e stato inserito nel Piano dell’Offerta Formativa dell’Istituto .S.L.S. di La-
tisana per I'a. sc. 2010/2011 ed ¢ stato finanziato attraverso un contributo regionale
nell’ambito dei Bandi Regionali Annuali per la promozione e diffusione dell’educa-
zione matematico-scientifico-informatica. Il progetto, della durata complessiva di 36
ore, si e svolto parte in orario curricolare, parte in orario extracurricolare per la dif-

ficolta, ancor presente nel triennio del liceo scientifico non riformato, di conciliare,
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con sole 3 ore settimanali, le esigenze di sviluppo del progetto con quelle di svolgi-
mento dei programmi.

La finalita principale dell'intervento si colloca all'interno di una progettualita di pit
ampio respiro, volta al riconoscimento e alla promozione dell’educazione matema-
tico-scientifica come prospettiva imprescindibile nella crescita e nella formazione
dello studente. Gli aspetti peculiari del progetto sono individuabili nello scambio di
esperienze didattiche e formative tra pari in contesti di apprendimento non formali,
nella possibilita di confrontarsi con una didattica di progetto interdisciplinare, non-
ché nel sostegno e nella valorizzazione dell’eccellenza.

Lo spunto viene offerto dalla teoria dei giochi e delle decisioni a cui lo studente viene gra-
dualmente introdotto attraverso lo studio di alcuni tra i pili interessanti e famosi giochi
d’ingegno. Partendo dall’analisi di un modello in legno?, lo studente viene sollecitato
a mettersi alla prova “giocando” contro un avversario o contro se stesso. Partendo da
una ricerca puramente euristica delle soluzioni o delle piti efficaci strategie di gioco, lo
studente viene accompagnato nello studio della struttura, della storia e della possibile
soluzione di ciascun rompicapo fino ad approdare all’eventuale algoritmo risolutivo.
Ciascuno dei giochi proposti presenta una precisa fisionomia e peculiarita: alcuni solle-
citano l'utilizzo dell’intuizione, altri conducono a una soluzione attraverso una strate-
gia ben precisa, altri ancora stimolano l'esercizio della memoria e il ragionamento lo-
gico. Attraverso il gioco & possibile, da un lato, scoprire alcuni tra i concetti matematici
che, spesso inconsapevolmente, sottendono alle nostre scelte e ai nostri comportamen-
ti quotidiani, dall’altro, immergersi nella vita e nelle opere di alcune tra le menti geniali
che nel corso della storia hanno affrontato e risolto questioni affascinanti e insondabili,
da Archimede a John Von Neumann, da Isaac Newton fino a John Nash.

Ed e proprio John Von Neumann che, al di la di alcuni scritti anticipatori del 1928,
fondo la moderna teoria dei giochi con la pubblicazione del testo Theory of Games and
Economic Behavior scritto con I'economista Oskar Morgenstern nel 1944, Lobiettivo
di Von Neumann appare piu che mai “pragmatico”: comprendere se e come due
“giocatori” possano individuare una situazione finale di “equilibrio”, ossia di accet-
tazione del risultato finale del gioco tale da non volerlo ulteriormente modificare in
modo unilaterale.

Il teorema di Von Neumann garantisce I'esistenza di tale equilibrio nel caso di giochi

! Cfr. SANTOCANALE 2009.
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finiti (con un numero finito di mosse possibili), a somma zero (un giocatore vince esat-
tamente cio6 che I'altro perde), a informazione completa (tutti i giocatori devono essere
a conoscenza delle regole del gioco).

Con i suoi scritti del 1950, John Nash analizza situazioni competitive decisamente pit
complesse di quelle affrontate dal suo predecessore, garantendo, in talune condizio-
ni, l'esistenza di un equilibrio (“'’equilibrio di Nash”) anche in situazioni caratteriz-
zate da una pluralita di competitori che operano scelte dalle quali tutti traggono un
vantaggio o, per lo meno, minimizzano lo svantaggio.

Si tratta, senza dubbio, di una rivoluzione concettuale destinata a scardinare due
secoli di teoria economica: in una competizione e possibile ottimizzare un risultato
coniugando in modo intelligente competizione e collaborazione, coscienti del fatto
che nessuna delle due strategie e di per sé vincente. La teoria dei giochi ha permesso
di dimostrare che qualsiasi strategia pura (che & definita a priori) & perdente rispetto
a una strategia mista (in cui i comportamenti si modificano in funzione degli eventi in
modo probabilistico).

Appare estremamente significativo, a questo punto, il valore formativo del percorso
proposto: anche gli allievi, divisi in gruppi di lavoro, si sono ritrovati all'interno di un
“gioco”, il cui obiettivo finale consisteva nel giungere preparati a un appuntamento,
essendo in grado di esibire un loro “prodotto”; conoscevano le regole del gioco (com-
piti assegnati, tempistica) ed erano a conoscenza delle conseguenze di ogni singola
“mossa”.

Hanno compreso che, in classe, non si tratta quasi mai di giochi a somma costante
(dove la vincita dell'uno corrisponde alla perdita dell’altro) e hanno potuto osservare
come una strategia mista risulti estremamente piu utile di una predefinita. Scrive, a tal

proposito, Nicola Antonucci*

L'Umanita ha sempre, inconsapevolmente o quasi, applicato strategie miste usando i propri dadi specia-
li incorporati negli ormoni, nei neurotrasmettitori e in quant’altro contribuisce ad elaborare i complessi
segnali provenienti dall’ambiente... Quando la nostra calcolatrice interna elabora risultati che producono
piaceri o sofferenza, ovvero stimoli o stress, questi entrano bio-chimicamente in gioco a condizionare le
prossime operazioni della nostra Algebra di Valori incorporata, in modo da produrre diversi risultati com-
portamentali apparentemente casuali, 0 emotivi, o persino irrazionali, in realta, mirate ad attuare ottimali
strategie miste...

* ANToNuccr 2010, p. 20.
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2. GLI OBIETTIVI
Lo sviluppo del progetto si proponeva il raggiungimento di obiettivi cognitivi e for-
mativi, come di seguito descritto.

Conoscenze da acquisire:
— Fondamenti della teoria dei giochi e delle decisioni, con particolare riferimento al
contesto storico in cui sono maturate e in cui si sono sviluppate.

— Tipologie di giochi: giochi finiti, giochi cooperativi e non cooperativi, giochi a
informazione perfetta e completa, giochi ripetuti, giochi a somma zero e a somma

non zero.

— Applicazioni e interazioni della teoria in vari campi: economia e finanza, politica,

sociologia, psicologia, informatica, biologia, sport.

Abilita da acquisire:

— Classificare un gioco o una situazione competitiva sulla base delle categorie
introdotte.

— Dare una descrizione informale di un gioco in termini di obiettivi e strategie.

— Formalizzare alcune strategie di gioco in termini algoritmici e implementarle

attraverso 'uso di un linguaggio di programmazione.
— Utilizzare una terminologia rigorosa e adeguata ai diversi contesti.

— Elaborare brevi percorsi interdisciplinari e svolgere una relazione in merito, in

contesti non usuali.

— Costruire materiali divulgativi digitali e cartacei.
Obiettivi relazionali e metacognitivi:

— Lavorare in gruppo nel rispetto delle diverse abilita dei componenti in relazione a

un obiettivo prefissato.
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— Relazionarsi in modo corretto ed efficace tra pari (anche se sconosciuti) in un

contesto informale e non usuale.

— Prendere coscienza dell’efficacia comunicativa e argomentativa della propria

esposizione.

3. IL LABORATORIO

La fase di presentazione dei contenuti e di approfondimento degli stessi e stata pre-
ceduta da un’attivita di carattere prettamente motivazionale: gli studenti sono stati
divisi in piccoli gruppi costituiti da tre o quattro unita; ogni gruppo ha avuto la pos-
sibilita di scegliere uno o piu giochi tra i diversi modelli in legno proposti dall’inse-
gnante e la scelta € avvenuta sulla base di una pura curiosita. Inizialmente, gli stu-
denti sono stati incoraggiati a osservare e a giocare, ricercando soluzioni e strategie
solo sulla base di ragionamenti euristici o personali intuizioni.

Si e trattato di un momento particolarmente significativo: gli studenti hanno manife-
stato grande interesse e coinvolgimento e, in molti casi, sono stati in grado di produr-
re strategie risolutive innovative ed efficaci, dimostrando intuito e capacita logiche
non sempre rilevabili attraverso 'ordinario lavoro di classe. Un esempio per tutti:
uno studente (che negli anni precedenti non aveva mai manifestato grande interesse
per lo studio della matematica) ha individuato, in modo del tutto intuitivo, la strate-
gia risolutiva del gioco Le Torri di Hanoi, acquisendo Iabilita di risolvere il rompicapo
con otto dischetti ed effettuando inoltre 2° - 1 mosse in meno di dieci minuti.
Superata questa prima fase, fortemente significativa dal punto di vista motivaziona-
le, gli studenti hanno approfondito lo studio e I'analisi dei giochi attraverso testi di
uso scolastico e non, materiale reperito in rete e appunti forniti dai docenti. Lelenco
dei siti consultati e stato estrapolato dalla sitografia citata dagli studenti nei lavori di
approfondimento prodotti dai singoli gruppi.

In essi & possibile reperire informazioni in merito alla storia di ciascun rompicapo e
alle strategie risolutive pit originali ed efficaci. Il lavoro di analisi e approfondimento
si & svolto rispettando I'autonomia dei singoli gruppi, in taluni casi venutisi a creare

in modo spontaneo, in altri costituitisi sulla base delle indicazioni del docente.
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Figura 1. Il gioco delle Torri di Hanoi.

Va osservato come gli allievi, quasi tutti maggiorenni, abbiano dimostrato una buona
capacita di lavorare in gruppo, ripartendosi ruoli e carichi di lavoro in modo misurato
ed efficace, nel rispetto delle inclinazioni e degli interessi dei singoli.

Solo a questo punto, si & proceduto a una riorganizzazione dei contenuti (che non
pretendeva di essere certamente esaustiva) attraverso la presentazione di alcuni
aspetti fondamentali della teoria dei giochi e delle decisioni. Gli argomenti trattati
sono stati i seguenti:

1. Esempi di giochi e loro descrizione informale.

2. Cenni storici.

3. Tipologie digiochi: cooperativi e non cooperativi, a utilita trasferibile e non trasferibile.
4. Giochi ripetuti nel tempo.

5. Giochi a informazione perfetta e completa.

6. Giochi finiti.

7. Giochi a somma zero e a somma diversa da zero: il teorema di Von Neumann, il
teorema di Nash.

64



Mettiamoci in gioco Elisabetta Matassi, Emma Curci

Per quel che concerne 'organizzazione del laboratorio da presentare a “La matema-
tica dei ragazzi”, si e scelto di articolare il percorso in sei postazioni corrispondenti
a sei diversi giochi ritenuti dagli studenti particolarmente significativi. Nella predi-
sposizione dei singoli interventi si & scelto di limitare la fase espositiva, privilegiando
i momenti di scambio e dialogo tra relatori e visitatori e offrendo a questi ultimi la
possibilita di “mettersi in gioco” attraverso la manipolazione diretta dei materiali.
La possibilita di seguire parzialmente o totalmente il percorso tra le postazioni e la
flessibilita nella scelta dell’itinerario ha permesso, nel corso della manifestazione, di
suddividere le classi in visita in gruppi numericamente ridotti, senza perdere la “vi-
sione d’insieme”, ma favorendo lo scambio e la partecipazione attiva.

Litinerario proposto si e articolato in sei momenti, descritti di seguito.

3.1 Prima PosTAZIONE: LE Torr1 b1 Hanor (1883)

Si tratta di una tavoletta in legno sulla quale sono infisse verticalmente tre asticelle;
sulla prima sono infilati alcuni dischi, in numero variabile. Obiettivo del gioco consi-
ste nello spostare tutti i dischi dalla prima all’'ultima asticella; ¢ possibile spostarne
solo uno per volta, senza sovrapporre un disco pit grande a uno piu piccolo. A una
prima impressione, il gioco pud sembrare facile: quando il numero di dischi & limita-
to a tre o quattro, la strategia appare abbastanza intuitiva; tuttavia 'laumentare del
numero dei dischi, anche di poche unita, provoca un significativo incremento della
difficolta.

Gli allievi in visita hanno potuto sperimentare la loro abilita di gioco e la loro intui-
zione attraverso 'aumento graduale del numero dei dischi, e sono stati guidati alla
scoperta della relazione matematica tra il numero delle mosse e il numero dei dischi.
Ai pit grandi e stato proposto anche I'algoritmo ricorsivo di soluzione del gioco, im-
plementato in linguaggio Pascal, con alcune osservazioni sui problemi di convergen-

za e complessita computazionale.

3.2 SECONDA POSTAZIONE: IL SOLITARIO DELLA BASTIGLIA (1687)
1l gioco appartiene alla categoria dei solitari e si racconta sia stato ideato da un nobile
francese, prigioniero alla Bastiglia, al tempo di Luigi XIII. Il gioco presenta molteplici

versioni (una attribuibile a Leibniz nel 1710) che mantengono intatta la regola prin-
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cipale: su di una plancia a forma di croce con 33 posizioni occupate da pedine, una
pedina deve scavalcarne un’altra lungo le quattro direzioni principali per posizio-
narsi su uno spazio vuoto, eliminando la pedina scavalcata in modo che alla fine ne
rimanga una sola.

1l gioco, in apparenza semplice, contempla un numero elevatissimo di soluzioni di-
verse e fino a 4.086.164.704.007.996 possibili soluzioni ottime, molte delle quali sono
riflessioni o rotazioni di una stessa soluzione “tipo”.

Dopo un breve excursus storico relativo alle origini del gioco, il visitatore veniva in-
vitato a mettersi alla prova individuando possibili strategie risolutive e introdotto ai
concetti di blocco, catalizzatore, repulisti e pacchetto (termini tecnici relativi ad alcune
situazioni del gioco). Agli studenti pit grandi veniva proposta una riflessione che
portava all'individuazione delle caratteristiche delle operazioni eseguibili sulla scac-
chiera, schematizzandole dal punto di vista matematico con i concetti di operazione
interna e di gruppo. La sosta presso la postazione veniva resa pil gradevole da una
riproduzione a tempera di un tipico paesaggio francese osservabile da una delle fine-

strelle della Bastiglia.

3.3 TERZA POSTAZIONE: IL SERPENTE

1l gioco del Serpente e formato da 27 cubi uniti fra loro da un filo elastico che attra-
versa due facce opposte del cubo o due facce contigue. Scopo del gioco e fare in modo
che tutti i pezzi si assemblino fino a formare un cubo. Alla soluzione si perviene im-
maginando un labirinto tridimensionale in cui ogni pezzo del rompicapo viene rap-
presentato da un punto; il filo elastico traccera un percorso che andra a toccare a uno
auno i 27 punti di una rete cubica 3x3x3.

Dopo una breve presentazione del rompicapo, il visitatore veniva condotto nell’affa-
scinante mondo dei labirinti, descrivendo quando e a quale scopo sono nate le stra-
tegie per uscirne (algoritmo casuale, regola della mano destra, algoritmo di Tremaux), con
particolare riferimento al labirinto a siepe ripreso nel celebre film Shining di Stanley
Kubrik, di cui veniva proposta una fedele riproduzione in miniatura, oltre a un estrat-

to della famosissima sequenza dell’'inseguimento all’interno del labirinto.
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3.4 QUARTA POSTAZIONE: IL BURR ESAGONALE (1970)

Si tratta di un rompicapo costituito da 12 pezzi di legno aventi le medesime dimen-
sioni, con una o pit incisioni che ne rendono possibile I'assemblaggio.

Scopo del gioco & comporre i vari pezzi in modo da formare una struttura di tipo cri-
stallino. La soluzione del gioco € unica e prevede la necessita di partire da 3 pezzi con
2 incisioni. I 3 pezzi con una sola incisione e dello stesso colore hanno la funzione di
struttura portante del Burr. Il Burr esagonale ricorda la struttura molecolare del dia-
mante e permette un’interessante digressione nel mondo della chimica dei diamanti:

questa ¢ stata resa fruibile ai visitatori con una serie di cartelloni esplicativi.

3.5 QUINTA POSTAZIONE: QUATTRO IN RIGA

Appartiene alla categoria dei giochi di allineamento e si pud considerare una versio-
ne evoluta del piti antico Tetris, gia conosciuto in Egitto nel 1400 a. C., e del moderno
Forza Quattro (1974), che ne rappresenta una versione bidimensionale. Si gioca in due
e 'obiettivo consiste nell’allineare 4 palline in orizzontale, verticale o diagonale.

1l visitatore veniva invitato a svolgere una vera e propria partita, confrontandosi con
diverse strategie di gioco: la trappola del principiante o la trappola generica, fino a una

strategia ispirata dalla celebre successione di Fibonacci.

3.6 SESTA POSTAZIONE: LA ToMBOLA

1l gioco della tombola non necessita di spiegazioni, data la sua celebrita e universali-
ta. Offre lo spunto per alcune interessanti immersioni nella psicologia del giocatore e
permette un primo approccio al calcolo delle probabilita.

Lingresso dei visitatori nel laboratorio veniva agevolato da una breve performance
di un’allieva che si cimentava nella difficile “arte della giocoleria” (con 2 e 3 palline),
i cui risvolti matematici, magistralmente illustrati dal matematico Allen Knutson nel
corso di un intervento al Festival della Matematica di Roma del 2008, venivano qui

brevemente descritti.

4. ANALISI DELL ESPERIENZA
La valutazione del successo del progetto si fonda essenzialmente sull’osservazione

del lavoro svolto dagli allievi prima, durante e dopo la manifestazione, sui materiali
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prodotti (schede esplicative dei giochi, cartelloni, presentazioni in Power Point, ela-
borati di ricerca e approfondimento, programmi in Turbo Pascal) e sui questionari di
valutazione loro somministrati alla fine dell’anno scolastico.

In particolare sono stati considerati i seguenti indicatori quantitativi:

— numero di studenti partecipanti al progetto;
— numero di materiali cartacei e/o multimediali prodotti;
— numero di studenti in visita;

— numero di questionari compilati e restituiti.

Sono stati individuati i seguenti indicatori qualitativi:

— fantasia e originalita nella preparazione dei percorsi;
— efficacia e completezza nell’esposizione;
— qualita (approfondimento, completezza, rigore) dei materiali prodotti;

— serieta e rispetto dei tempi e delle consegne.

Rispetto ai parametri di valutazione stabiliti in sede di progettazione, possiamo cer-
tamente affermare che I'esperienza si e conclusa in modo positivo.

Durante la fase di lavoro che ha preceduto la manifestazione, gli studenti hanno sa-
puto dimostrare interesse ed entusiasmo nell’attivita di gioco e ricerca delle strategie
risolutive, e hanno dimostrato una buona autonomia nelle attivita di gruppo, ripar-
tendosi ruoli e compiti in modo efficace, nel rispetto delle inclinazioni dei singoli.
Per quanto concerne la progettazione e realizzazione dei materiali, i diversi gruppi
hanno saputo elaborare percorsi interessanti attraverso I'ausilio di materiali costrui-
ti con attenzione e cura, in taluni casi anche con grande originalita.

Durante la manifestazione la maggior parte degli studenti ha saputo relazionarsi con
i compagni in visita in modo sereno ed efficace, dimostrando buone, in taluni casi
ottime, capacita dialettiche e sapendo adattare le modalita espositive alle caratteri-

stiche e all’eta dell’uditorio.
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Dai questionari e dai brevi elaborati prodotti dagli allievi € emerso che la quasi to-
talita ha ritenuto positiva 'esperienza vissuta, in quanto ha rappresentato un modo
diverso per apprendere la matematica e ha migliorato la sicurezza e le capacita espo-
sitive. Dal punto di vista invece dei rapporti interpersonali, la maggior parte degli
allievi ritiene che I'esperienza non sia servita a migliorare o a rafforzare i rapporti,
ormai piuttosto delineati, tra i compagni, quanto piuttosto a consolidare amicizie e
collaborazioni gia esistenti. Diversi studenti hanno sottolineato la difficolta nel con-
ciliare i tempi dedicati al progetto con le attivita scolastiche tradizionali, ancora con-
finate in 3 ore settimanali di lezione.

Dal punto di vista dell’assimilazione dei contenuti proposti, le prove di valutazione
effettuate al termine del progetto hanno evidenziato un miglioramento dei livelli di
profitto degli studenti piti “deboli” e, soprattutto, un rafforzamento della loro sicu-
rezza e autostima.

Diverse e rilevanti sono state, inoltre, le ricadute dell’esperienza a breve e a lungo
termine: il laboratorio é stato allestito all'interno dell’Aula del Dipartimento di Mate-
matica e Fisica del Liceo “E. L. Martin” ed é stato visitato da molte classi dell’Istituto;
gli approfondimenti prodotti dagli allievi, in forma cartacea o digitale (presentazione
in Power Point, filmato), sono stati rielaborati e messi a disposizione degli studenti e
degli insegnanti; il laboratorio é stato utilizzato per attivita di orientamento in entra-
ta per allievi delle scuole secondarie di primo grado.

Infine, all’'inizio dell’a. sc. 2010/2011, gli studenti, ormai in quinta, hanno potuto pre-
sentare il laboratorio a Trieste, nell’ambito della manifestazione pubblica “Notte dei
Ricercatori”, esperienza di grande impatto emotivo ed estremamente formativa.

69



QuaderniCIRD n. 5 (2012) ISSN 2039-8646

BIBLIOGRAFIA

AnTtonuccr N.
2010, Dalle balle alle bolle: la finanza sull'orlo del caos. Come cavalcare 'imprevedibilita dei mercati finanziari,
Milano, Hudsucker.

SANTOCANALE L.

2009, Giochi d’ingegno, Milano, Mondadori.

PER APPROFONDIRE

OweN G.
1995, Game Theory, New York, Academic Press.

STEWART L.
2010, Come tagliare una torta, Milano, Mondadori.

SITI WEB CONSULTATI

WIKIPEDIA
2010, Teoria dei giochi, Wikipedia I'enciclopedia libera,
<http://it.wikipedia.org/wiki/Teoria_dei_giochi>, sito consultato nel 2010.

WIKIPEDIA
2010, Labirinto, Wikipedia 'enciclopedia libera, <http://it.wikipedia.org/wiki/Labirinto>, sito con-
sultato nel 2010.

MATEMATICAMENTE.IT
2010, <http:// www.matematicamente.it>, sito consultato nel 2010.

Maze WORKS
2010, <http://www.mazeworks.com/peggy/index.htm>, sito consultato nel 2010.

PorLymata

http://areeweb.polito.it/didattica/polymath/htmlS/probegio/GAMEMATH/Solitario/Solitario.
htm, sito consultato nel 2012.

70



Seconda parte



QuaderniCIRD n. 5 (2012) ISSN 2039-8646

Io e la matematica
Un’indagine sul rapporto dei ragazzi con la matematica’

LUCIANA ZUCCHERI

Dipartimento di Matematica e Geoscienze
Universita di Trieste

zuccheri@units.it

VERENA ZUDINI

Dipartimento di Psicologia
Universita di Milano-Bicocca
verena.zudinil@unimib.it

SunTo

Si presentano i risultati di un’indagine - svolta tramite questionario - sulla visione della
matematica e sull impatto del progetto “La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze tra
coetanei” tra gli allievi di scuola primaria e secondaria che vi hanno partecipato nel 2010.
L'analisi dei questionari raccolti (in totale 167) pud dare indicazioni utili per la progettazione
di attivita didattiche laboratoriali di matematica e di matematica integrata con le scienze.

PAROLE CHIAVE

DIDATTICA DELLA MATEMATICA / MATHEMATICS EDUCATION; CONCEZIONI DELLA MATEMATICA / BELIEFS
REGARDING MATHEMATICS; PSICOLOGIA DELL’EDUCAZIONE / EDUCATIONAL PSYCHOLOGY; ASPETTI MOTIVA-
ZIONALI / MOTIVATIONAL ASPECTS.

1. INTRODUZIONE

Per continuare a monitorare I'impatto del progetto “La matematica dei ragazzi:
scambi di esperienze tra coetanei”, in questa edizione come nelle precedenti, € stato
proposto un questionario agli allievi che avevano partecipato alla realizzazione e alla
presentazione dei laboratori (fascia d’eta 7-18 anni). Il questionario, da compilarsi
in forma anonima, & stato somministrato in classe dai rispettivi insegnanti, a breve
distanza dalla conclusione del meeting.

Lobiettivo principale dell'indagine condotta con tale questionario, intitolato “Io e

la matematica”, era quello di raccogliere indicazioni sul rapporto degli allievi con la

111 lavoro ¢ stato svolto nell’ambito del Progetto locale dell’Universita di Trieste “Matematica e Statistica”, Piano na-
zionale Lauree Scientifiche, e con il contributo di FSE, Regione Lombardia.
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matematica e su quali aspetti della matematica fossero loro piti 0 meno graditi; in se-
condo luogo, si voleva verificare se la partecipazione al progetto “La matematica dei
ragazzi” avesse apportato dei cambiamenti nel rapporto con la disciplina.

A questo scopo, si & optato per una formulazione del questionario che prevedesse,
per lo piu, risposte aperte, analogamente a quanto fatto nella prima indagine svolta
nel 1998 (LepEr, SCHERIANI, ZUCCHERI 2002). Si & voluto in tal modo privilegiare la libera
espressione degli allievi, senza influenzarli con risposte “preconfezionate” e incorag-
giandoli a dare risposte spontanee e personali. Lo scopo era, infatti, quello di verifi-
care se, cosl facendo, emergessero in modo spontaneo dei caratteri comuni (analoga-
mente a quanto accaduto nell'indagine del 1998, gia citata).

Per contro, 'utilizzo del “formato aperto” - come del resto viene messo in rilievo
dalla letteratura sulle tecniche del questionario? - ha avuto come effetto I'occorren-
za, oltre che di risposte non date - che usualmente si registrano nella pratica delle
indagini tramite questionario, anche di risposte che sono comunque state classificate
come non informative, perché non pertinenti. La percentuale di non-risposte, di ri-
sposte incomplete e/o inadeguate, a seconda dei quesiti a formato aperto considera-
ti, varia dal 3,6% al 12,6% sul totale del campione. Tuttavia, anche i questionari con
domande a risposta chiusa non sono esenti da problemi, potendo a volte produrre
risposte incongruenti, contraddittorie tra loro, come osservato ad esempio in una
nostra precedente indagine (Zuccerr, Zubini 2007).

La procedura scelta ha inoltre evidenziato difficolta in campo ortografico e gramma-
ticale, e in generale nella scrittura, soprattutto in alunni di scuola primaria, che mo-
strano ancora poca dimestichezza con I'uso della lingua scritta, comunque non cosi
gravi da produrre elaborati di dubbia interpretazione.

Passiamo ora a descrivere in dettaglio il questionario proposto e I’analisi delle rispo-

ste ottenute.

2. 1L QUESTIONARIO “l0 E LA MATEMATICA”

Il questionario si componeva di una parte informativa e di una parte articolata in sei
quesiti principali. Con questo strumento ci si proponeva, in primo luogo, di valutare
quale fosse I'approccio degli allievi nei confronti della matematica, in particolare a

2 Cfr. ad esempio ZAMMUNER 1998, p. 99.
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quali aspetti andasse la loro preferenza, e quali esperienze in ambito matematico
fossero state per loro piu significative (in positivo e in negativo).
Inoltre, si voleva analizzare 'impatto della partecipazione al progetto “La matematica dei

ragazzi”, per quanto concerne eventuali cambiamenti della concezione della matematica.

2.1 PARTE INFORMATIVA

Le informazioni richieste erano: classe e scuola di appartenenza dell’allievo/a, titolo
del laboratorio con il quale aveva partecipato a “La matematica dei ragazzi”.

I questionari erano anonimi e, in ogni classe, dovevano essere raccolti dagli allievi

stessi in una busta da consegnare chiusa all'insegnante.

2.2 QUESITI
I quesiti (cfr. Allegato), di cui I'ultimo (F) presentava un sottoquesito (G), erano i se-

guenti:

. La matematica (aritmetica, geometria, algebra, ecc.) di solito ti piace?

Scrivi cosa ti piace di piti in matematica (puoi dare da 0 a 3 risposte).

Scrivi cosa ti piace di meno in matematica (puoi dare da 0 a 3 risposte).

. Ho apprezzato la matematica quando... (racconta brevemente un’esperienza).
Non ho sopportato la matematica quando... (racconta brevemente un’esperienza).

Partecipare a “La matematica dei ragazzi” ti ha fatto cambiare idea sulla matematica?

QOmMEoUOo®m»

. Spiega la tua risposta (perché non hai cambiato idea, oppure se hai cambiato idea in

meglio o in peggio e perché).

La formulazione & stata preventivamente discussa insieme al gruppo di insegnanti
partecipanti al progetto, nella ricerca di un linguaggio sufficientemente compren-
sibile a tutti i livelli scolari nei quali i quesiti dovevano essere proposti, ovvero dalla
scuola primaria fino a quella secondaria di secondo grado. Si & tenuto conto dei cri-
teri messi in evidenza dalla letteratura nel campo generale della formulazione dei
questionari®, nonché in quello specifico della didattica della matematica’, fra cui la
semplicita dei termini usati, 'esclusione di parole ridondanti e di quelle di cui il si-

3 Cfr. ZAMMUNER 1998.
4 Cfr. FErrARI 2004.
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gnificato non sia noto a tutti. Sono state inoltre utili le indicazioni provenienti dal
settore della filosofia del linguaggio®, in particolare per quanto concerne il concetto
di implicito e la sua comprensione.

Tra le scelte operate alla luce di tali indicazioni, ricordiamo in particolare quelle ri-
guardanti i punti A e G.

Per il quesito A, si e stabilito di indicare tra parentesi alcuni settori della matema-
tica (aritmetica, geometria, algebra), perché molto spesso nel linguaggio scolare in
uso nel territorio in cui si e svolta I'esperienza, specialmente nella scuola primaria,
il termine “matematica” identifica solo la parte algoritmica e computazionale della
matematica stessa, e non viene usato per altre parti, soprattutto per la geometria.
Nella formulazione del (sotto)quesito G, per motivi di semplicita si & deciso di non usa-
re (come invece sarebbe stato pit rigoroso dal punto di vista linguistico) una espres-
sione condizionale del tipo: “Se hai risposto Si al quesito F, spiega se hai cambiato idea in
meglio 0 in peggio”. Infatti, anche alla luce delle precedenti esperienze svolte nell’ambi-
to del progetto “La matematica dei ragazzi”, un enunciato di tipo ipotetico sembrava

essere di difficile comprensione, soprattutto per i bambini di scuola primaria.

3. ANALISI DELLE RISPOSTE

Sono stati raccolti 167 questionari (cfr. Figura 1), di cui:

— 44 di allievi di scuola primaria (di eta variabile da 7 a 11 anni);

— 57 di allievi di scuola secondaria di primo grado (di eta variabile da 11 a 13 anni);
— 66 di allievi di scuola secondaria di secondo grado, in fattispecie liceo scientifico

(di eta variabile da 15 a 18 anni).

Per ogni tipo di risposta, si &€ considerato il numero di allievi che I’hanno data, sia
all’interno del campione complessivo, sia in ognuna delle tre fasce scolari sopra men-
zionate. I dati (quando non altrimenti indicato) vengono, qui e nel seguito, rapportati
in percentuale rispetto al numero totale di allievi e all'interno delle fasce scolari di
appartenenza. I valori sono arrotondati alla prima cifra dopo la virgola decimale.

5 Cfr. SisA 2007.
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Figura 1. La distribuzione in percentuale dei 167 questionari raccolti.

3.1 RISPOSTE AL QUESITO A

ISSN 2039-8646

Il quesito A - La matematica (aritmetica, geometria, algebra, ecc.) di solito ti piace? - era a

risposta chiusa, che veniva data barrando le caselle corrispondenti a: No, per niente;

Pitt no che si; Si, abbastanza; Si, molto.

Non si sono registrate risposte non date, incomplete e/o inadeguate.

Le percentuali delle risposte, rispetto al numero totale degli allievi (cfr. Figura 2),

sono le seguenti (in ordine decrescente):

I Si, abbastanza (52,1%).

I Si, molto (28,1%).
III. Pitino che st (15%).
IV. No, per niente (4,8%).

La matematica di solito ti piace?

Percentuale allievi su tutti i livelli scolari
@
o

= .
—_—

5 0,0

Risposta non valida

No, per niente Pili no che si Si, abbastanza

Si, molto

Figura 2. La distribuzione totale delle risposte al quesito A.
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Considerando le percentuali all'interno di ognuna delle tre fasce scolari (cfr. Figura
3), si osserva che, se pur con valori diversi, si ottiene la medesima graduatoria delle
risposte in ordine di preferenza.

Nel complesso, gli allievi sottoposti a quest’indagine hanno percio dichiarato uno
spiccato interesse per la matematica. Infatti, il totale delle risposte positive nei con-
fronti della matematica (Si, abbastanza; Si, molto) & pari all’80,2% del totale degli al-
lievi, e le percentuali riferite alle tre fasce scolari sono: 81,8% nella scuola primaria,
77,2% nella secondaria di I grado e 81,8% nella secondaria di I grado.

La matematica di solito ti piace?

W Scuola primaria___ ¥ Scuola sec. | grado Scuola sec. Il grado

59,1

43,2

38,6

Percentuale allievi per livello scolre
w
o

No, per niente Piti no che si Si, abbastanza Si, molto

Figura 3. La distribuzione delle risposte al quesito A, per fascia scolare.

3.2 RisPoSTE Al QUESITI B E C

I quesiti B (Scrivi cosa ti piace di pii in matematica) e C (Scrivi cosa ti piace di meno in
matematica) erano a risposta aperta multipla e ogni allievo poteva scrivere fino a tre
argomenti.

In base ai dati ottenuti, abbiamo raggruppato le risposte nelle seguenti classi:
— Matematica come calcolo: vari aspetti di calcolo numerico (indicato soprattutto dai
bambini piu piccoli) e letterale.

— Geometria: geometria come misura, geometria analitica, teoria geometrica; all'interno
di questa classe abbiamo anche evidenziato le risposte che facevano esplicito

riferimento ad aspetti teorici: teoremi, assiomi, teoria geometrica in generale.

— Problemi: problemi aritmetici, geometrici e risoluzione di problemi in generale.
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— Apprendere la scienza.
— Altri argomenti di matematica.
— Ragionamento in generale.

— Niente: nel quesito B, tale risposta equivale a dire che non piace alcun aspetto
della matematica; nel quesito C, al contrario, equivale a dire che piace tutta la

matematica.

— Tutto: nel quesito B, tale risposta equivale a dire che piace tutta la matematica; nel
quesito C, al contrario, equivale a dire che non piace alcun aspetto dellamatematica.

— Aspetti non matematici: aspetti affettivi, legati alle relazioni interpersonali e a

esperienze vissute, ma non dipendenti dalla matematica in quanto tale.

— Risposta non informativa: risposta non data o risposta totalmente non pertinente.

La distribuzione totale delle risposte ai quesiti B e C e riportata nella Figura 4.1-4.2,
mentre nella Figura 5.1-5.2 ne ¢ evidenziata la distribuzione per fasce scolari.

Si puo subito osservare che e risultato pit immediato, per gli allievi, indicare gli
aspetti della matematica pit graditi, piuttosto che quelli meno graditi. Infatti, per
quanto riguarda il quesito B, solo 6 allievi (1 di scuola secondaria di I grado e 5 di I
grado) non hanno dato alcuna risposta e nessuno ha dato risposte totalmente non
pertinenti. Il 3,6% degli allievi ha dato risposte non informative al quesito B (1,8%
di quelli della scuola secondaria di I grado e 7,6% di quelli della secondaria di II gra-
do). Per quanto concerne invece il quesito C, ben 20 allievi (4 di scuola primaria, 4
di scuola secondaria di I grado e 12 di Il grado) non hanno dato alcuna risposta e un
allievo di scuola secondaria di secondo grado ha dato una risposta non pertinente. La
percentuale di risposte non informative al quesito C sale quindi al 12,6% del totale
degli allievi (9,1% di quelli della scuola primaria, 7% di quelli della scuola secondaria
di I grado e 19,7% di quelli della secondaria di II grado).
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Figura 4.1-4.2. La distribuzione totale delle risposte a
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Cosa ti piace di pit in matematica?

Cosa ti piace di meno in matematica?

I Matematica come calcolo 74,3% | Matematica come calcolo 56,9%
II Geometria 35,9% | Geometria 28,1%
111 Problemi 21% | Problemi 23.,4%
v Aspetti non matematici 15% | Aspetti non matematici 15%
\% Altri argomenti di matematica 9,6% | Altri argomenti di matematica 12,6%
VI Ragionamento in generale 8,4% | Ragionamento in generale 3%

VII | Apprendere la scienza 3,6% | Tutto 1,2%
VIII Tutto 1,2% | Niente 0,6%
IX Niente 0% | Apprendere la scienza 0%

Tabella 1. Percentuali delle risposte ai quesiti B e C in ordine decrescente, sul totale degli allievi.
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Le graduatorie in ordine decrescente delle percentuali delle risposte rispetto al nu-
mero totale degli allievi (riportate nella Tabella 1) sono le stesse fino al VI posto - pur
con valori diversi - per i due quesiti. Nel quesito B non ¢ stata riscontrata alcuna ri-
sposta della classe Niente e nel quesito C non é stata riscontrata alcuna risposta della
classe Apprendere la scienza.

Si nota che esempi di aspetti di calcolo (tanto di tipo numerico, quanto a livello piu
avanzato) rappresentano sia il principale motivo di gradimento, sia quello di non
gradimento della matematica: d’altra parte, bisogna considerare che per la maggior
parte del tempo scolastico la matematica viene presentata sotto questa veste. Gli ar-
gomenti indicati dagli allievi, come € naturale, sono corrispondenti al livello scolare
e ai temi trattati in classe in quell’anno. 1l gradimento di aspetti di calcolo e tutta-
via maggiore, in modo consistente, rispetto al loro non gradimento (74,3% contro il
56,9%; rapporto: 1,31).

La geometria, seconda sia nella graduatoria per gradimento che per non gradimento,
da luogo a un fenomeno analogo, pitt 0 meno nella stessa proporzione (35,9% contro
28,1%; rapporto: 1,28). All'interno di questa classe, un certo numero di allievi ha fat-
to esplicito riferimento a temi legati alla teoria geometrica: il 5,4% del totale degli
allievi li ha indicati come argomenti pit graditi, mentre il 4,2% come meno graditi
(rapporto: 1,29).

I problemi invece sono pilt una fonte di preoccupazione che di gradimento da parte
degli allievi che hanno partecipato alla nostra indagine (graditi al 21% degli allievi e
sgraditi al 23%; rapporto: 0,91).

Gli aspetti di ragionamento sono visti molto nettamente, sia pur da un numero inferiore
di allievi rispetto ai casi precedenti, come un motivo di gradimento della matematica
piuttosto che di non gradimento (8,4% contro 3,0%; rapporto: 2,8).

E da notare infine una, se pur modesta, percentuale di risposte (che, ricordiamo, sono
state date spontaneamente dagli allievi) indicanti il gradimento nell’apprendere la
scienza (3,6%), che non appare tra i motivi di non gradimento.

Se pero si considerano le risposte suddivise per fasce scolari (cfr. Figura 5.1-5.2 e Ta-

belle 2-3-4), emergono delle differenze.
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Figura 5.1-5.2. La distribuzione per fasce scolari delle risposte a
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Scuola primaria Scuola primaria
Cosa ti piace di pitt in matematica? Cosa ti piace di meno in matematica?

I Matematica come calcolo 88,6% | Matematica come calcolo 68,2%
I Geometria 45.5% | Problemi 34,1%
111 Problemi 27,3% | Geometria 18,2%
v Aspetti non matematici 6,8% | Aspetti non matematici 9,1%
\% Altri argomenti di matematica 4,5% | Altri argomenti di matematica 2,3%
VI | Apprendere la scienza 2,3% | Apprendere la scienza 0%

Niente
Ragionamento in generale
Tutto
VII | Niente 0% | -—-—--—-——- |-
Ragionamento in generale
Tutto

Tabella 2. Percentuali delle risposte ai quesiti B e C in ordine decrescente, per la scuola primaria.
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Scuola secondaria di primo grado
Cosa ti piace di pit in matematica?

Scuola secondaria di primo grado
Cosa ti piace di meno in matematica?

I Matematica come calcolo 77,2% | Matematica come calcolo 70,2%
II Geometria 40,4% | Geometria 29,8%
111 Problemi 26,3% | Problemi 28,1%
v Aspetti non matematici 21,1% | Aspetti non matematici 21,1%
\Y% Ragionamento in generale 7% | Altri argomenti di matematica 7%
VI | Altri argomenti di matematica 3,5% | Ragionamento in generale 5,3%

Apprendere la scienza
VII Tutto 1,8% | Tutto 3,5%
VIII Niente 0% | Niente 1,8%
X |- Apprendere la scienza 0%

Tabella 3. Percentuali delle risposte ai quesiti B e C in ordine decrescente,

per la scuola secondaria di primo grado.
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Scuola secondaria di secondo grado Scuola secondaria di secondo grado
Cosa ti piace di piti in matematica? Cosa ti piace di meno in matematica?

I Matematica come calcolo 62,1% | Matematica come calcolo 37,9%
II Geometria 25,8% | Geometria 33,3%
111 Altri argomenti di matematica 18,2% | Altri argomenti di matematica 24,2%
I\Y% Aspetti non matematici 15,2% | Aspetti non matematici 13,6%

Ragionamento in generale
\Y, Problemi 12,1% | Problemi 12,1%
VI | Apprendere la scienza 4,5% | Ragionamento in generale 3%
VIl | Tutto 1,5% | Apprendere la scienza 0%
Tutto
Niente
VIII | Niente 0% | -

Tabella 4. Percentuali delle risposte ai quesiti B e C in ordine decrescente,

per la scuola secondaria di secondo grado.
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Si nota subito, ad esempio, che gli aspetti collegati al ragionamento in generale ven-
gono indicati solo a partire dalla scuola secondaria; 'apprezzamento del ragiona-
mento registra la percentuale maggiore tra gli allievi di scuola secondaria di secondo
grado (liceo scientifico), dove il rapporto tra quanti lo indicano come gradito rispetto
a quanti lo considerano sgradito & molto alto: 5,07 (15,2% contro 3,0%).

Gli aspetti relativi all'apprendimento della scienza vengono citati, solo come motivo
di apprezzamento della matematica, in tutte le fasce scolari, in maniera crescente
con 'eta degli allievi (2,3% della scuola primaria, 3,5% della scuola secondaria di I
grado, 4,5% della scuola secondaria di Il grado).

La geometria risulta pitl gradita che sgradita nella scuola primaria e secondaria di
primo grado, mentre nella scuola secondaria di secondo grado si verifica I'opposto. Il
rapporto di gradimento/non gradimento cala da 2,50 (scuola primaria: 45,5% contro
18,2%), a 1,36 (scuola secondaria di I grado: 40,4% contro 29,8%), fino a 0,77 (scuola
secondaria di II grado: 25,8% contro 33,3%). Solo allievi di scuola secondaria hanno
fatto esplicito riferimento a temi legati alla teoria geometrica, che risulta motivo piu
di gradimento che di non gradimento nella scuola secondaria di primo grado (7%
contro 1,8%; rapporto: 3,89), mentre si verifica il contrario nella scuola secondaria di
secondo grado (7,7% contro 9,1%; rapporto: 0,85).

Si puo anche osservare che, con 'laumentare delle conoscenze al crescere del livello
scolare, si registra una maggiore indicazione di Altri argomenti di matematica da parte
degli allievi. Nella scuola primaria tali argomenti risultano pit graditi che sgraditi
(4,5% contro 2,3%; rapporto 1,96), mentre nella scuola secondaria si verifica I'op-
posto (I grado: 3,5% contro 7%, con rapporto 0,50; II grado: 18,2% contro 24,2%, con
rapporto 0,75).

Gli aspetti di calcolo sono citati in tutte e tre le fasce scolari al primo posto, sia come
motivo di gradimento della matematica, sia di non gradimento, e risultano maggior-
mente graditi piuttosto che sgraditi, in proporzioni che non si discostano molto dal
valore medio 1,31 ottenuto per tutti gli allievi (scuola primaria: 88,6 contro 68,2%,
con rapporto 1,30; scuola secondaria di I grado: 77,2% contro 70,2%, con rapporto

1,10; scuola secondaria di I grado: 62,1% contro 37,9%, con rapporto 1,64).
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3.3 RisposTE Al QUESITI D ED E

I quesiti D (Ho apprezzato la matematica quando...) ed E (Non ho sopportato la matematica
quando...) erano a risposta aperta. Si richiedeva a ogni allievo di descrivere breve-
mente un’esperienza. Le risposte raccolte, in generale molto sintetiche, in alcuni casi

multiple, sono state raggruppate nelle seguenti classi:

— Successo personale, o Insuccesso personale: esperienze legate al successo personale
sono state riferite per il quesito D, e all'insuccesso per il quesito E (il riferimento in
generale era a situazioni di successo o insuccesso legate alle prove di verifica e/o

alla comprensione o non comprensione della materia).

— Partecipazione a gare: esperienze positive o negative legate alla partecipazione a

gare di matematica.

— “La matematica dei ragazzi”: esperienze positive (quesito D) o negative (quesito E)

legate alla partecipazione alla manifestazione “La matematica dei ragazzi”.

— Utilita/Cultura, o Non utilita/Non cultura: esperienze legate alla concezione che la
matematica e utile ed ¢ inserita nell’ambiente socioculturale (per il quesito D), o,
al contrario (per il quesito E), alla concezione di non utilita e di non inserimento

della matematica nell’ambiente socioculturale.

— Merito dell'insegnante, o Demerito dell'insegnante: esperienze positive (quesito D) o
negative (quesito E) riferite ai propri insegnanti.

— Uno specifico argomento: esperienze positive (quesito D) o negative (quesito E)

riferite a specifici argomenti di matematica.

— Mai: allievi che hanno riferito di non aver mai apprezzato (quesito D) o mai “non

sopportato” la matematica (quesito E).

— Sempre: allievi che hanno riferito di aver sempre apprezzato (quesito D) o sempre

“non sopportato” la matematica (quesito E).
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— Altra risposta: altre situazioni positive (quesito D) o negative (quesito E) legate
all’attivita scolastica in ambito matematico (gioco, compiti a casa, verifiche in

classe, soddisfazione nel fare o nell’apprendere la matematica in generale).

— Risposta non informativa: risposta non data o risposta totalmente non pertinente.

La distribuzione totale delle risposte ai quesiti D ed E & riportata nella Figura 6.1-6.2,
mentre nella Figura 7.1-7.2 si evidenzia la distribuzione per fasce scolari.

La tipologia della domanda aperta ha probabilmente messo in difficolta un certo nu-
mero di allievi, senza chiare distinzioni tra le diverse fasce scolari. Al quesito D, '8,4%
degli allievi ha dato risposte non informative, con il 7,2% che non da alcuna risposta.
Per il quesito E, la percentuale di risposte non informative sale al 10,8%, con un 10,2%
di risposte non date.

Dal confronto dei grafici delle Figure 6.1-6.2 e 7.1-7.2, si rileva una netta differenza
tra le risposte degli allievi di scuola primaria, rispetto a quelli di scuola secondaria, al
punto che la Figura 6.1-6.2, che riporta le percentuali rispetto al totale, risulta poco
significativa.

La prima cosa da osservare e che, mentre tra gli allievi di scuola secondaria si nota
una forte connessione tra apprezzamento/non apprezzamento della matematica e
successo/insuccesso personale nella materia, questo non si registra tra gli allievi della
scuola primaria®. Cio risulta evidente dalle graduatorie delle risposte, nelle tre fasce
scolari, riportate nelle Tabelle 5-6-7: il successo personale risulta infatti al primo posto
come motivo di apprezzamento nella scuola secondaria (I grado, 49,1%; Il grado, 45,5%)
e solo al quarto posto nella scuola primaria (11,4%); analogamente I'insuccesso ¢ al pri-
mo posto come motivo di non apprezzamento nella scuola secondaria (I grado, 47,4%;

11 grado, 40,9%) e nella scuola primaria compare solo al terzo posto (13,6%).

6 Per approfondimenti sul “piacere di riuscire” come fattore di motivazione cfr. Mot 2011, pp. 5 sgg.
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Scuola primaria

Ho apprezzato la matematica quando...

Scuola primaria

Non ho sopportato la matematica quando...

I “La matematica dei ragazzi” 43,2% | Uno specifico argomento 38,6%
11 Uno specifico argomento 25,0% | “La matematica dei ragazzi” 20,5%
Il | Altrarisposta 13,6% | Insuccesso personale 13,6%

Risposta non informativa
IV | Successo personale 11,4% | Altra risposta 11,4%
Risposta non informativa
\% Mai 0% | Demerito dell’insegnante 4,5%
Merito dell’insegnante
Partecipazione a gare
Sempre
Utilita/Cultura
|2 S Mai 0%

Partecipazione a gare
Sempre

Non utilita/Non cultura

Tabella 5. Percentuali delle risposte ai quesiti D ed E in ordine decrescente, per la scuola primaria.
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Scuola secondaria di primo grado

Ho apprezzato la matematica quando...

Scuola secondaria di primo grado

Non ho sopportato la matematica quando...

1 Successo personale 49,1% | Insuccesso personale 47.4%
11 “La matematica dei ragazzi” 21,1% | Altra risposta 26,3%
Il | Altrarisposta 14,0% | Uno specifico argomento 21,1%
v Uno specifico argomento 10,5% | Demerito dell'insegnante 12,3%
\% Utilita/Cultura 8,8% | Risposta non informativa 5,3%
VI Merito dell'insegnante 5,3% | “La matematica dei ragazzi” 3,5%

Partecipazione a gare
Risposta non informativa
VIl | Mai 1,8% | Mai 1,8%
Non utilita/Non cultura
0% .
VIII | Sempre Partecipazione a gare 0%
Sempre

Tabella 6. Percentuali delle risposte ai quesiti D ed E, in ordine decrescente,

per la scuola secondaria di primo grado.
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Scuola secondaria di secondo grado Scuola secondaria di secondo grado
Ho apprezzato la matematica quando... Non ho sopportato la matematica quando...

1 Successo personale 45,5% | Insuccesso personale 40,9%
11 Utilita/Cultura 22,7% | Uno specifico argomento 15,2%
111 “La matematica dei ragazzi” 10,6% | Risposta non informativa 13,6%
IV |Risposta non informativa 9,1% | Altra risposta 12,1%

Uno specifico argomento

\% Altra risposta 7,6% | Demerito dell'insegnante 9,1%

VI Merito dell’insegnante 6,1% | Non utilita/Non cultura 6,1%
VII | Partecipazione a gare 3,0% | Mai 4,5%
VIII | Mai 1,5% | Sempre 3,0%

Sempre
X |- Partecipazione a gare 1,5%

X |- “La matematica dei ragazzi” 0%

Tabella 7. Percentuali delle risposte ai quesiti D ed E, in ordine decrescente,

per la scuola secondaria di secondo grado.
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La partecipazione a “La matematica dei ragazzi” e stata indicata come primo motivo
di apprezzamento della matematica dagli allievi della scuola primaria (43,2%); nella
scuola secondaria di primo grado risulta al secondo posto (21,1%), in quella di secon-
do grado si colloca al terzo posto (10,6%). Questa esperienza viene indicata anche
come motivo di non apprezzamento da allievi di scuola primaria al secondo posto
(20,5%), da quelli di scuola secondaria di primo grado soltanto al sesto (3,5%); non &
mai citata in tal senso dagli allievi di scuola secondaria di secondo grado. Con I'au-
mentare dell’eta degli allievi, si osserva percio che decresce, pur permanendo molto
sentito, 'entusiasmo per la partecipazione a “La matematica dei ragazzi”, ma decre-
sce pure il disagio eventualmente provato nelle varie fasi del progetto.

Argomenti specifici di matematica vengono citati in misura maggiore per indicare non
apprezzamento, piuttosto che apprezzamento. Risposte di questo tipo si registrano
al primo posto tra gli allievi di scuola primaria come motivo di non apprezzamento
(38,6%) e al secondo come motivo di apprezzamento (25,0%). Per la scuola secondaria
di primo grado, si trovano al terzo posto come motivo di non apprezzamento (21,1%)
e al quarto come motivo di apprezzamento (10,5%). Infine, per la scuola secondaria
di secondo grado, argomenti specifici risultano al secondo posto come motivo di non
apprezzamento (15,2%) e al quarto come motivo di apprezzamento (9,1%).
Esclusivamente nella scuola secondaria emerge la consapevolezza dell’utilita della
matematica e del suo inserimento nel contesto socioculturale, che vengono citati
come motivo di apprezzamento, al secondo posto nella scuola secondaria di secondo
grado (22,7%) e al quinto in quella di primo grado (8,8%). Sempre solo nella scuola se-
condaria, la mancata constatazione dell’utilita della matematica da luogo al non ap-
prezzamento della materia, anche se in misura minore (I grado, 1,8%; 11 grado, 6,1%).
In generale, gli insegnanti di matematica avuti nel corso degli studi vengono cita-
ti come causa del proprio disamore per la disciplina (scuola primaria, 4,5%; scuola
secondaria di I grado, 12,3%; scuola secondaria di II grado, 9,1%), piuttosto che per
ascrivere loro il merito del proprio apprezzamento della stessa (scuola primaria, 0%;
scuola secondaria di I grado, 5,3%; scuola secondaria di Il grado, 6,1%).

La partecipazione a gare di matematica risulta un fattore marginale e viene citata solo
da allievi di scuola secondaria: in senso solo positivo da quelli di primo grado (5,3%), sia

positivo che negativo da quelli di secondo grado (rispettivamente, 3% e 1,5%).
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3.4 RISPOSTE AL QUESITO F

1l quesito F (Partecipare a “La matematica dei ragazzi” ti ha fatto cambiare idea sulla ma-
tematica?) era a risposta chiusa che veniva data barrando le caselle corrispondenti a:
No, Si.

Partecipare a "La matematica dei ragazzi"
ti ha fatto cambiare idea sulla matematica?

WSi MNo - Rispostanon data

0,6

Scuola primaria Scuola secondaria di | grado Scuola secondaria di Il grado

WSi WNo - Rispostanon data WSi MNo - Rispostanon data WSi MNo - Rispostanon data

0,0 0,0 1,5

Figura 8.1-8.2. Percentuale, sul totale del campione e per fasce scolari,
di allievi che hanno/non hanno cambiato idea sulla matematica.

Solo uno studente (di scuola secondaria di I grado) non ha risposto. 11 55,1% degli
allievi ha risposto negativamente e il 44,3% positivamente (cfr. Figura 8.1).
Considerando la suddivisione del campione per fasce scolari (cfr. Figura 8.2), si nota
che la risposta No cresce in percentuale dalla scuola primaria (38,6%), alla scuola se-
condaria di primo grado (57,9%), fino a quella di secondo grado (63,6%).
Ovviamente, per la risposta Si si ha 'andamento opposto.
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Seguiva il sottoquesito G, a risposta aperta (Spiega la tua risposta - perché non hai cam-
biato idea, oppure se hai cambiato idea in meglio o in peggio e perché).

Tra gli allievi che non hanno cambiato idea, il 18,5% ha dato risposte non informative
o non ha fornito la spiegazione richiesta (35,3% degli allievi di scuola primaria, 9,1%
di quelli della secondaria di I grado e 19,0% di quelli della secondaria di 1T grado).

La distribuzione delle risposte in merito alle motivazioni del non cambiamento é ripor-

tata nella Figura 9.1-9.2. Tali motivazioni sono state raggruppate nelle seguenti classi:

— La matematica mi piace: il 40,2% del totale degli allievi che non hanno cambiato idea

ha dichiarato che la matematica gli piaceva comunque.

— La matematica é sempre matematica: questa risposta e stata data dal 9,8% degli allievi
che non hanno cambiato idea (in totale, 9 allievi: di questi, 7 avevano indicato nel

quesito A che la matematica di solito a loro piaceva e 2 che a loro non piaceva).

— Non era matematica: questa singolare risposta € stata data dal 9,8% degli allievi
che non hanno cambiato idea; si trattava di allievi di scuola secondaria di primo
grado che avevano partecipato a laboratori di matematica applicata alle scienze,
e di allievi di scuola secondaria di secondo grado che avevano partecipato a un

laboratorio sulla teoria dei giochi.

— La matematica non mi piace: il 7,6% degli allievi che non hanno cambiato idea ha

dichiarato che la matematica non gli piaceva comunque.

— Non mi piacevano gli argomenti: il 5,4% degli allievi che non hanno cambiato idea ha

spiegato che non piacevano gli argomentidel laboratorio al quale aveva partecipato.

— La matematica resta difficile/noiosa: il 5,4% degli allievi che non hanno cambiato idea
ha spiegato che, benché le attivita del progetto “La matematica dei ragazzi” fossero

interessanti e divertenti, la matematica rimaneva una materia difficile o noiosa.

— Non ho imparato niente di nuovo: solo il 3,3% degli allievi che non hanno cambiato

idea adduce come motivazione il fatto di non aver imparato niente di nuovo.
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Motivazioni del non cambiamento

w0
S

®
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18,5
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9,8 9,8
0 — || — — [—

La matematica mi piace Risposta non La matematica & Non era matematica La matematica non mi  Non mi piacevano gli  La matematica resta Non ho imparato
informativa/Non spiega sempre matematica piace argomenti difficile/noiosa niente di nuovo

Percentuale riferita agli allievi che non cambiano idea

Motivazioni del non cambiamento

W Scuola primaria W Scuola secondaria di | grado Scuola secondaria di Il grado

100

920

80

70

60

50

40 353

Percentuale allievi per fascia scolare
»
~
>

La matematica mi piace Risposta non La matematica & Non era matematica La matematica non mi Non mi piacevano gli  La matematica resta Non ho imparato
informativa/Non spiega sempre matematica piace argomenti difficile/noiosa niente di nuovo

Figura 9.1-9.2. Motivazioni del non cambiamento di idea riguardo alla matematica:

percentuali sul gruppo di allievi che non hanno cambiato idea, totale e per fasce scolari.

Dal confronto dei grafici della Figura 9.1-9.2, si osservano delle differenze tra le rispo-
ste nelle varie fasce scolari, dovute forse anche alla difficolta incontrata dagli allievi
di scuola primaria nell’affrontare questo quesito dalla formulazione composita.

Come si vede nella Figura 10.1-10.2, tra gli allievi che hanno risposto di aver cambiato
idea sulla matematica, il 12,2% non ha dato indicazioni sul tipo di cambiamento, posi-
tivo o negativo (25,9% degli allievi di scuola primaria, 0% di quelli della secondaria di
I grado e 8,7% di quelli della secondaria di Il grado). U'indicazione che il cambiamento
& avvenuto in senso positivo prevale nettamente sul totale degli allievi che hanno
cambiato idea (86,5%), e per fasce scolari: il 70,4% nella scuola primaria, addirittura

il 100% nella scuola secondaria di primo grado, e il 91,3% in quella di secondo grado.
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“Positivo M Negativo - Non spiega

14

12,2
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P

Scuola primaria

ositivo ™ Negativo Non spiega

Scuola secondaria di | grado

“ Positivo Negativo
0,0

Non spiega

Scuola secondaria di Il grado

Positivo M Negativo - Non spiega

00

8,7

Figura 10.1-10.2. Cambiamento positivo o negativo: percentuali sul numero di allievi

che hanno cambiato idea sulla matematica, totale e per fasce scolari.

La distribuzione delle risposte in merito alle motivazioni del cambiamento in positivo &

riportata nella Figura 11.1-11.2. Le motivazioni sono state raggruppate nelle seguenti classi:

— La matematica ¢ divertente: il 35,9% del totale degli allievi che hanno cambiato idea

sulla matematica in senso positivo adduce come motivazione aver scoperto che la

matematica puo essere un’attivita divertente.

— Ho imparato di piu: il 23,4% degli allievi che hanno cambiato idea in senso positivo

spiega che lo ha fatto perché ha imparato cose nuove.

— Ho fatto l'insegnante: il 14,1% degli allievi che hanno cambiato idea in senso positivo

da come motivazione 'esperienza di aver fatto “da insegnante”.

— Lamatematica é utile: il 12,5% degli allievi che hanno cambiato idea in senso positivo

indica l'utilita della matematica come motivazione del cambiamento.

— Ho lavorato in gruppo: il 9,4% degli allievi che hanno cambiato idea in senso positivo

adduce come motivazione 'esperienza del lavoro in gruppo e con altre persone.

— Altro: il 6,3% degli allievi che hanno cambiato idea in senso positivo adduce altre

motivazioni (ad esempio, aver visto che la matematica piaceva agli ascoltatori,

aver provato il piacere della scoperta).
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Confrontando i grafici della Figura 11.1-11.2, si osservano delle differenze tra le rispo-
ste nelle diverse fasce scolari del nostro campione: si nota che I'aspetto divertente della
matematica risulta una motivazione preponderante tra gli allievi di scuola secondaria
di primo grado (54,2%), mentre, tra gli allievi di scuola primaria e secondaria di secondo
grado, aver appreso cose nuove & stato un importante fattore di cambiamento (31,6%
nella scuola primaria e 28,6% nella scuola secondaria di secondo grado).

Solo un allievo di scuola primaria ha indicato un cambiamento in senso negativo
nella sua visione della matematica come segue: “La mat. dei rag. mi ha fatto capire che la

matematica é molto difficile”.

Motivazioni del cambiamento positivo
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23,4
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Percentuale riferita agli allievi con cambiamento positivo

12,5
9,4

- =

La matematica & divertente Ho imparato di piti Ho fatto I'insegnante La matematica & utile Ho lavorato in gruppo Altro

10

Motivazioni del cambiamento positivo

W Scuola primaria i Scuola secondaria di | grado Scuola secondaria di Il grado

=
o
S

90

80

70

60 54,2

Percentauale allievi con cambiamento positivo, per livello scolare

La matematica é divertente Ho imparato di pit Ho fatto l'insegnante La matematica & utile Ho lavorato in gruppo Altro

Figura 11.1-11.2. Le motivazioni del cambiamento positivo: percentuali sul numero di allievi
che hanno cambiato idea positivamente sulla matematica, totale e per fasce scolari.
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4. CONCLUSIONI

La somministrazione del questionario - nello specifico, la scelta del formato aperto
per la gran parte dei quesiti - € stata utile per evidenziare la visione che in generale
gli studenti del campione considerato hanno della matematica e per verificare cosa
di essa apprezzino.

In primo luogo, possiamo osservare che la matematica e fortemente connotata per i
suoi aspetti di calcolo (di vario livello, da quello numerico a quello pil avanzato), e
meno per altri aspetti, come quelli geometrici, di problem solving e di ragionamento.
Considerando perd il rapporto tra le espressioni in favore o contrarie sui vari temi ci-
tati spontaneamente dagli allievi, emerge che le attivita di risoluzione di problemi ri-
sultano in generale pit sgradite che gradite (probabilmente per il loro aspetto desta-
bilizzante), mentre quelle legate al ragionamento sono comunque molto apprezzate.
Per quel che riguarda 'indicazione di situazioni o contesti in cui si esperisce la ma-
tematica e la si apprezza o, al contrario, non la si “sopporta”, si & notata una spiccata
differenza tra la scuola primaria e la scuola secondaria.

In generale, i bambini della scuola primaria sono risultati pit aperti nei confronti
della matematica: la apprezzano (o non la apprezzano) per quella che & (o che a loro
sembra essere), la “vivono” (come nel caso dell’esperienza della manifestazione “La
matematica dei ragazzi”, che viene da loro indicata sia come fattore di apprezzamen-
to, sia, in misura molto minore, di non apprezzamento), e i giudizi da loro espressi
sono poco legati al successo personale in questa materia.

Al contrario, i giudizi degli allievi della scuola secondaria appaiono molto piu in-
fluenzati dal fattore della riuscita personale (sia nelle situazioni di verifiche scolasti-
che, sia in competizione con i compagni). Cio & risultato evidente per il caso specifico
della matematica, ma non si puo escludere che un simile atteggiamento regoli, in
generale, I'attivita scolastica di questa fascia scolare nella sua globalita. A tali allie-
vi piace molto “riuscire”, essere capaci di fare un esercizio, risolvere un problema,
prendere cosi un voto “alto” in assoluto, meglio se “pit alto” dei compagni.
Premettendo che la gran parte degli allievi cui e stato somministrato il questionario
ha dichiarato uno spiccato interesse per la matematica, si pud comunque rimarca-

re che la partecipazione a “La matematica dei ragazzi”, come gia rilevato nelle pre-
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cedenti indagini sulle ricadute del progetto, continua ad avere un ottimo impatto’.
Essa, infatti, ha concorso a modificare in senso positivo, e ad ampliare, 'idea che
molti degli allievi avevano della matematica, pura e applicata, facendone cogliere
aspetti ritenuti divertenti ed emergere I'utilita e la bellezza come “mondo” non solo
scolastico, ma anche quotidiano e pratico.

In particolare, questa attivita ha cosi contribuito a raggiungere uno dei “traguardi
per lo sviluppo delle competenze” in matematica previsto dalle indicazioni nazionali
per il curricolo del primo ciclo di istruzione. Ne consegue un fattore di motivazione,
che reputiamo forte, per 'apprendimento matematico e per lo studio e 'approfondi-
mento di temi scientifici.

Dall'indagine svolta emerge anche il suggerimento di mantenere bene in evidenza,
nello svolgimento di esperienze di didattica delle scienze integrate e della matema-
tica applicata, gli aspetti prettamente matematici, che in alcuni casi gli allievi non

colgono appieno.

7 Cfr. LEDER, SCHERIANI, ZUCCHERI 2002; ZUCCHERI, LEDER, SCHERIANT 2004; ZuccHer1, Zupint 2007; Zucchert 2009.
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ALLEGATO

lo e la matematica

Caro ragazzo/ragazza, ti preghiamo di compilare a mano il sequente questionario, senza scrivere il
tuo nome.

Tutti i questionari compilati dalla classe saranno messi in un'unica busta da consegnare chiusa
all'insegnante.

Classe

Scuola

Titolo del laboratorio con il quale hai partecipato a "La matematica dei ragazzi 2010"

A.La matematica (aritmetica, geometria, algebra, ecc.) di solito ti piace?

O No, per niente [ Piti no che si O Si, abbastanza [ Si, molto

B. Scrivi cosa ti piace di piu in matematica (puoi dare da O a 3 risposte):

1.

C. Scrivi cosa ti piace di meno in matematica (puoi dare da O a 3 risposte):

1.
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D. Ho apprezzato la matematica quando... (racconta brevemente un'esperienza)

E. Non ho sopportato la matematica quando... (racconta brevemente un'esperienza)

F. Partecipare a "La matematica dei ragazzi" ti ha fatto cambiare idea sulla
matematica? O No asi

6. Spiega la tua risposta (perché non hai cambiato idea, oppure se hai cambiato idea in meglio o in
peggio e perché)
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Norme generali per i collaboratori della rivista «QuaderniCIRD»

POLITICA EDITORIALE

La rivista multidisciplinare «QuaderniCIRD» si propone come strumento di divulga-
zione di ricerche, proposte ed esperienze didattiche innovative per la scuola di ogni
ordine e grado e per l'universita, con le seguenti finalita: incrementare I'interesse e
I'apertura nei confronti delle discipline e delle problematiche didattiche attinenti
tutti i livelli formativi, instaurare un confronto e ricercare un linguaggio comune tra
le varie didattiche disciplinari, favorire la progettazione di percorsi didattici verticali
e interdisciplinari, promuovere I'incontro e la sinergia tra scuola e universita. La ri-
vista pubblica: articoli originali di ricerca e sperimentazione didattica nell’ambito di
qualunque disciplina e livello scolare; testi di seminari di formazione per insegnanti
tenuti presso il CIRD; contributi su progetti e attivita del CIRD; recensioni di libri e
riviste di interesse didattico. Periodicita prevista: due numeri all’anno. Si pubblicano
anche numeri di tipo monografico, o contenenti atti di convegni e manifestazioni or-
ganizzati dal CIRD. Gli articoli inviati per la pubblicazione saranno sottoposti all’ap-

provazione del Comitato editoriale e a due revisori, specialisti del settore.

[STRUZIONI PER GLI AUTORI

Di norma, si pubblicano articoli e altri contributi scritti in lingua italiana. Il testo
deve essere fruibile non solo da parte degli specialisti nella disciplina trattata, ma
anche di un pubblico eterogeneo di cultura medio/alta, con eventuali rimandi a fonti
di approfondimento. Ogni articolo, di norma, deve essere composto da 10-15 cartelle,
comprensive di immagini e bibliografia, pari a 20.000-30.000 caratteri, spazi inclusi.
Ogni articolo deve essere corredato da un sommario in italiano (massimo 10 righe,
pari a 600-800 caratteri) e da 4 a 8 parole chiave, in italiano e in inglese. A parte,
va inviata la traduzione del sommario in inglese. Gli articoli devono contenere una
bibliografia e note a pié di pagina con riferimenti alle fonti. Altri contributi: descri-
zioni di progetti approvati dal CIRD (4-5 cartelle, 8.000-10.000 caratteri) contenenti,
in forma discorsiva, le informazioni essenziali; resoconti di eventi passati (1-2 cartel-

le, 4.000 caratteri); recensioni di libri e riviste (1-2 cartelle, 4.000 caratteri).
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Norme generali per i collaboratori della rivista

Per inviare i testi:

— spedirne due copie cartacee al CIRD (Centro Interdipartimentale per la Ricerca
Didattica), Via Valerio, 12/1 - 34127 Trieste;

— spedirne il file in formato Word®, allegandolo a una e-mail di presentazione del
lavoro alla Segreteria CIRD (cird@units.it).

Dalla copia cartacea e dal file devono risultare chiaramente nome e affiliazione
dell’autore/degli autori, I'indirizzo e-mail cui inviare le bozze, un recapito telefonico
di riferimento.

Le norme di redazione dei testi e il relativo foglio di stile sono reperibili nella pagina
web della rivista:

http://www.openstarts.units.it/dspace/handle/10077/3845
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