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SoMMARI0. - Le funzioni di sopravvivenza, () = Prob{T;>t}, per inter-
~valli d'attesa T; in processi markoffiani d’arrivi (N,;t > 0) ad incre-
menti scambiabili, che si arrestano in t=T e che presentano in [0,T] un
numero finito, ma aleatorio, di arrivi sono tutte e sole le funzioni comple-
tamente monotone normalizzate su [0,T].

SUuMMARY. - The survival functions, 1(t) = Prob{T;>t}, for waiting times
in a markov process of arrivals (N,; t=0) with exchangeable increments,
stopping in t=T and with a finite but random number of arrivals in [0,T]
are the only completely monotone functions normalized on [0,T].

Introduzione.

In questa nota viene fornita una caratterizzazione delle funzioni
completamente monotone normalizzate (f.c.m.n.) su di un intervallo
finito [0,T] di tempo. Viene provato che queste si possono interpre-
tare come funzioni di sopravvivenza [ (f)= Prob{T;>t} per inter-
valli d’attesa T; in processi markoffiani d’arrivo (N;; t=0) ad incre-
menti scambiabili che si’ arrestano in t=T e che presentano in. [0, T]
un numero finito, ma aleatorio, di arrivi.

(*) Pervenuto in Redazione il 30 dicembre 1975. -

- Lavoro - eseguito’ nell’ambito - delle attivita di Ricerca Matematica del
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Allo scopo sono stati, anzitutto, caratterizzati i processi mar-
koffiani d’arrivo in [0, T] che presentano la scambiabilita degli incre-
menti prendendo dapprima in considerazione il caso in cui gli arrivi
siano esattamente N. In quest’ultima situazione sono state ricercate
nell’ampia classe di funzioni di sopravvivenza che portano a processi
con intervalli d’attesa scambiabili Ty, T, ..., Ty fra gli N arrivi, quelle
che assicurano anche la scambiabilita degli incrementi, con cid perve-

‘ t .7 B ' : ‘ Y 8
nendo all’unica funzmne X0 __'(1—7,) Il relativo processo ¢ gia stato
studiato in precedenti lavori ([1], [5]). Si ¢ potuto concludere conse-
guentemente che i processi ad incrementi scambiabili in [0, 7] che
presentano un numero finito ma aleatorio di arrivi sono tutti e soli

: o L . t\"
quelli caratterizzati dalle funzioni di sopravvivenza I ()= X p”(l—'T);

ma queste ultime appunto sono tutte e sole le f.c.m.n. su [0, T].

1. Consideriamo un procésso markoffiano a parametro continuo
di puro ingresso N, che prevede esattamente N (>0) arrivi in un
intervallo [0,7] che nel seguito assumeremo unitario, T=1.

Esso € compiutamente ind1v1duato assegnando le probabilita
subordmate di transizione '

pij (7, )= Prob {Nt-]/N,_z} o<r<t<i1, j=i

i,j=0,1,..,N

e la condizione iniziale No=0.'

Nelle consuete ipotesi di regolarita di Kolmogoroff le p; (7, t)
sono funzioni continue e derivabili dei loro argomenti e soddisfano
il sistema di equazioni differenziali

Pii(r, )=—21: (®) pi (7, 1) ber i=0,1,..,N

(1.1) 1] (T’ t)——'l (t) Pij (T t)"l‘lll l(t) Dij- 1(7 t) per ]>l ]=1 2 N 1

|

p'in (T, )=An_1 (t) pin- 1(7:, t) per i=0,1, N

Le pi(z,t) debbono, inolire, soddisfare le condizioni iniziali
pii (z, 7)=67. ’

Si trattera di caratterizzare le intensita A; (¢#), funzioni continue
di ¢ cui corrispondono processi d’arrivi con incrementi, e qumdl
intervalli d’attesa, scambiabili.

La caratterizzazione delle' 4; (f) cui corrispOndono processi d’ar-
rivi con intervalli d’attesa T1, Tz, .., I'n tra gli N arrivi contigui, scam-
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biabili, & data in un articolo di L. Crisma e L. Daboni [1] ai quali &
riuscito di provare che le A; (f) debbono soddisfare le condizioni

a) A;(t) non &€ sommabile in [0,1), i=0,1,..., N—1

ﬁ) )cz(t)>0’ te [09 :1), i=03 1:---,N—29
An-1 (£)=0, te[0,1).

Dovremo inoltre avere A; (#)=0 per t€[0,1) ¢ i=N.
Per intendere il significato della condizione a) osserviamo che

1
--f 2; (@) de

(1.2) Prob{Tig>1—w;/Wi=w;}=e =i per 0<i<N

dove W.=Ti+T,4..4+T:.. Appare da qui che se vogliamo almeno
i+1 arrivi in [0, 1] la A;(¢#) non pud essere integrabile in un intorno
sinistro di 1 dovendo essere nulla la probabilitd (1.2).

La prova della f) & data nell’appendice del citato lavoro [1]
dapprima nel caso N=2 mostrando come dalla supposizione dell’esi-
stenza di zeri di Ao(f) si pervenga all’assurdo dell’integrabilita di
A1 (®) in [0, 1). 11 risultato & poi esteso per induzione su h<N—2 nel
caso N>2.

La distribuzione del primo tempo d’attesa, T, & data, in termini
della funzione di sopravvivenza, dalla

[ 4
—_ flo (z) dz

~ 1= Prob{Ti>t}=pue(0,)=e ©

come si ottiene integrando la prima equazione in (1.1) con i=0, 7=0
e tenendo conto della poo (0, 0)=1.

Tale funzione risulta positiva, decrescente ed inoltre 1im I (£)=0.
t—1—
Vediamo ora come si possono assegnare anche le altre intensity di

ingresso A: (#), i=1,2,...,N—1, attraverso questa I (f).

—_ }.j (z) dx

Posto ¢; (t)=e dalla simmetria della densitad della distri-

Ile\n

buzione congiunta

fron, .1y 0,0, .6, )=fn n, . 15, 00,.,71
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che & conseguenza della scamblablhta degh intervalli d’attesa, si ri--
cava la : g

(1.3) i (t47) [0 (t)f ;i (7)— 0'i1 (7) @; (H] =0.

Poiché per j<N—2 & A;(t+7)>0 per ogni ¢ 7€[0,1], dalla
(1.3) si ottiene -

(14) - Qj (t)=ki (D'j_;fl @, j=1,2, ...,N{—2.‘;

Partendo da oo (=1 (¥) | si ricavano tramite la’ (1.4) Ié ‘QZ,! =

1541 (¢t) o s . s .
IR Anche per il caso j=N—1 ¢& possibile dimostrare (Appen-
dice [1]) la validita della relazione on_1 ()= ————— @'n_2(f) che
, , Pr—2(0)
: 2 A ) <o
comporta la -t t)=~— m, 0=t<1.

.. La funzione I(f), definita in [0, 1], dev’essere dunque almeno N
volte derivabile, con derivate Ealternativamente strettamente negative
e positive, fuorché quella di ordme N che pud essere nulla su qualche
14D (¢
T,
un’agevole integrazione del 51stema (1 1) si ottengono le probablllta
subordinate di transizione

19 (2)
1% (%)

sottoinsieme di [0, 1]. Con le | posmom Ai ()=— e attraverso

-Pl'i (t, t) =

- (t—op W@ty - i=0,1,..,N—2,
(15)< Ps'. 4n (t; t) == (— 1)" il ' l(i)(‘t) ’ i_l" 'nSN-‘ 1

t

Piy T, t) = [ Av—1 (@) P; 1 (1, -'75) dx =1—Py (ty ) —Piipa(t,t)— e —Piy_1 (1%)

per | z==0 1,.,N—1

La richiesta di avere esattamente N atrivi in [0, 1] comportera che
. T (t — t)" 16+ (¢)
i Poogn (5, = (= 1Py - s
il che implica lim [ ()=0 per i+n<N-—1 e di conseguenza
t-17"

lim p,N(':, t)=1 per i=0,1,...,N.

-1

== (0 per c+ngN—1

'



PARTICOLARI PROCESSI MARKOFFIANI D’ARRIVO ECC. 177

La funzione I (#) dovra quindi essete dotata di uno zero in #=1
di molteplicitd almeno N. E ovvio che la classe di funzioni l (t) che
godono della proprietd indicata risulta molto ampia. ‘

2. Richiediamo ora al nostro processo di presentare la scambia-
bilita degli incrementi relativi ad intervalli di tempo di ugual durata
e disgiunti.

Posto Nj (t)=N:.,—N,, cominciamo a considerare due mcrementlﬁ

relativi agli intervalli [f,¢4+h] e [7,7+h] con h>0 e 7>t+h, e
consideriamo la probabilita congiunta

Prob { N, ()=i A Ny (z)=j}
che dovra risultare funzione simmetrica in i e j.
Si ha
]  N—(i4j) N—r4it)
Prob (NiO=i AN0=j) = 27 2 PO P s - RPr s, pipalt -

r=0 k=0

*Pryitr rpititi(ty v+ h) =
N—(i4-4) N—(s+:+r)-1
2z 2 Por(0,8) Py .y (8,2 R) h Pryi rpigr(t4-hy7) Py, r+itretj (T, 74 h)4-

r=0 Fomm0
N—(+))
4+ 2 P00, )P, ,4i(t,t4 k)P v, N~ (t+4 &, PN__J vtz + h)

r=0

La simmetria per i e j del primo addendo & subito provata; infatti:

N—%—H) N—u+z;'+r>—1 ((—‘-1)' K l("(t))- ((_1)‘_ l;: . l(r+e)(t+h))<( 1) o (T—t—h)E Ur+itk) (1))

PR it kD TR
h: l(r+t+k+i\(1+h) N—(i+j) N={i+j4r—1 t(t—t—h)*hins

—1 - 5 P — )it < QritE4S

“( ) Lr+i+k)(7) r=0 k=0 =D rlikljlil : .', S

Per il secondo addendo, nell'ipotesi j>0, si pud scrivere

N—(i4j) .
2, For (00 Prorgi(ty 2+ B) Prys vy (¢ + k1) PN-:. vty T4 h) =
N— i+ i rdd i »
= .é:+(—1 ——-‘ l(") ) (— h W( )N—(r+¢+j)(t—-t—h)N J _l(.Nj 9) (%) .
r=0 i! i M (t) (N—r—i—j)! e+t h)
(2-1) 1 jz‘ 1 ha l(N_J‘H) ('t + h /
( B a-——o(_ ) V=9 (7) )“

N—(4)) (-1)N—i i (1—t—h)N—r—i—j pi : |
= IN=§ (1) — 1w N-
,Eo rl & | (N—r—i—j) | ( 7(z) 2 ( 1)‘ l( j+) (t+h))

e=0
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.Si tratta ora di cercare lb classe di funzioni I(f) per le quali
Pultima espressione risulta simmetrica in i e j.

Con l'obiettivo di delimitare la classe delle funzioni I(¢f) impo-
niamo intanto la scambiabilita per la particolare coppia di valori
i=1 e j=2 (naturalmente qui dev’essere N=3).

In base alla (2.1) dovra éssere

1\%—3 (_I)N 21; (r— 1 —-—-h)N—a—r B i(N—2) (x) — [(N—2) (x4 h) + RIUF=D) (t +hy =
r=0 T!(N—-3—7")! )
N3 tr (¢ — t — BF=3—r th2 |
= —1)¥-1 (N=1) () —— J(N—1)

e A g gy R !l () —1 l(f-!-h)]

da cui la

N—3 L T (t—t—hN—3—r 2 ‘ 9 |

— 1)¥=2 PN i 17 ) ERT S
it Aoy ¥y e e 2[h U2 (z) — - UV (x4 h) +

-y 100 )] =0

che implica la equazione differenziale alle differenze
(2.2) 2 [IN-2 (z4+h)—I"-2 ()] = h [IND () +IV (z+H)].

Per risolvere la (2.2) detiviamo rispetto ad A, com’e possibile
per D’esistenza della derivata N-esima della [ (¢). Otteniamo

2 [N-D (T+h)=l(’;""‘) (@) + IV (z+h)+h 1D (z4+h)
che porge la

2.3) e+ b 00 o (o 4 .

Preso un qualunque x intérno all’intervallo [z, T+h], applicando
1a (2.3) agli intervalli [7,x] & [x,7+h], sommando poi membro a
membto e confrontando con la stessa (2.3) si perv1ene alla I™ (z4+-h)=
— l('V) (JC)
Opportuni procedimenti d1 prolungamento ci permettono d1 con-
cludere che IV ()= costante su [0, 17, ciogé I () deve essere un poli-
" ‘nomio di grado N in t. -
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Imponendo le 1 (0)=1, I (1)=0 e Palternarsi dei segni delle deri-
vate successive si perviene a considerare le sole funzioni del tipo
N N
l(H= 2 a;(1—t)icon a;=0¢e X a;i=1.
=1 =1

Le lim I?(@#) =0 per j=1,2,..,N — 1 comportano poi che

t—+1—
G=a=..=an-1=0 e an=1.
Si ottiene in definitiva la

24) 1(=(1—dN.

I1 risultato cosi ottenuto & stato stabilito nell’ipotesi N>3 e j non
nullo (anzi uguale a 2). La prova che nei casi N=1 e N=2 si per-
viene rispettivamente alle [ ()=1—+¢ e [ ({)=(1—1{)*> non presenta dif-
ficolta. _

A questo punto non serve estendere l'indagine anche alle altre
coppie di indici i e j né a m-ple di intervalli disgiunti (n>2) perché
¢ gia noto [5] che la (2.4) ¢ funzione di sopravvivenza in un processo
markoffiano ad incrementi scambiabili che prevede esattamente N
arrivi e che subordinatamente a questa ipotesi risulta poissoniano. Un
tale processo & caratterizzato dalle intensita A, (£)= %—_}h Si osserva
anche che I () e quindi le A; (f) non dipendono dall’intensita del proces-
so di Poisson subordinato alla Ny=N. Altri aspetti di questo processo
erano stati studiati da L. Crisma [2] e da M. Strudthoff nel gia cita-
to [5].

Ci sembra ancora interessante osservare che le probabilité di

transizione piv (7, t), dato che ora [{M (t) & costatite, sono ancora date
dalle

I (z)
1% (1;)

PiM (g, 8) = (— 1)F—i(t — o)~ . i=0,1,.. N—1

che sono le espressioni che si desumono dal sistema di Chapmann-
Kolmogoroff per un processo di arrivi che non prevede un numero
limitato di arrivi.

3. Consideriamo infine il caso in cui N & aleatorio e sia
py= Prob {N;=N}, N=0,1,.., la sua distribuzione di probabilita.
Il processo che si ottiene facendo la mistura su N delle funzioni di
sopravvivenza relative ai singoli casi risulta ancora ad incrementi (e
quindi intervalli d’attesa) scambiabili ed anzi risulta il piti generale
processo markoffiano ad incrementi scambiabili. Tale processo, subor-

6
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dinatamente ad ogni ipotesi shl numero N; di arrivi, nsulta poissoniano.

La funzione di SOpravvwenza sara del tipo 1(t)= E o (l—t)” ed &
N=

1a funzmne generatrice della varlabﬂe N, ciot la Z pN sV calcolata
o N=0
in s=1—t¢ r

Si pud a questo punto osservare una differenza sostanziale tra
i processi studiati in questa nota e quelli che si svolgono in un intet-
vallo non finito di tempo e che presentano arrivi in numero non limi-
tato, nei quali la scambiabilith degli intervalli d’attesa assicura anche
quella degli incrementi (vedi [11). Nel nostro caso siamo di fronte
ad un’ampia classe di procesél con intervalli d’attesa scambiabili. Basta
infatti pensare a processi nei quali subordinatamente ad un N;=N
fissato, gli arrivi avvengano secondo un processo caratterizzato da
una legge di sopravvivenza che assicura la scambiability degli inter-
' 6t
valli e non degli incrementi (come per esempio la I(f)=eZ—1 ‘per
- Ni=3) e risultino individuati da una qualunque legge che assicura
la scambiabilita degli intervalli d’attesa compresa naturalmente la
1 ()= =9". Entro questa ampla classe di processi e quindi di fun-
zioni I (#) sono state individuate in termini di quest’ultima le funzioni
generatrici come le sole che portano a proces51 ad mcrement1 scam-
biabili. - : o : :

I risultati precedenti conéentono ora di pervenire ad una caratteriz-
zazione delle funzioni completamente monotone normalizzate su [0, 1],
cme delle funzmm v (t) dota‘te di derlvate di ogm ordine con

( 1)" v‘") (t)‘>0 te[0,1] e v(O) 1.

Per questa carattenzzaimne partiamo da un noto risultato di
Bernstem (vedi ad esempio Feller [4]1) e riguardante le funzioni asso-
lutamente monotone, e cioé' le funzioni per cui u” (t)>0 0<t<i1
u (1)=0. : D :

.- Per -il teorema di Bernétem Ie funzmm assolutamente monotone
sono tutte e sole quelle del tipo

UO=potpit+p ot pati .. 0<t<1

pHEO 2 pa=1.
n==0

i
P
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D’altra parte se u (f) € una funzione assolutamente monotona in
[0,1] la v ()=u (1—¢) & completamente monotona dovendo le deri-
vate risultare di segno alterno. Le funzioni compleamente monotone
normalizzate su [0, 1] sono quindi tutte e sole quelle del tipo

v(t)= 2 p.(1—0", p.=0, Z p.=1.

n=0 tie=0

In base a quanto visto al numero 3 si pud concludere che tutte
e sole le f. c. m. n. su [0, 1] sono interpretabili come funzioni di so-
pravvivenza per intervalli d’attesa in processi markoffiani d’arrivo adi
incrementi scambiabili e che presentano in [0,1] un numero finito,
ma aleatorio di arrivi. '
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