SOVRAANELLI DI UN CORPO
E PROLUNGAMENTI DI GALOIS (*)

di ALDO VOLPI (a Livorno) (**)

SOMMARIO. - Si presenta una classificazione analitica dei prolungamenti di Ga-
lois di un corpo k di caratteristica positiva. Tale classificazione é basata su
provrietd dell’ endomorfismo di Frobenius. Lo strumento principale consiste
nello studio di “moltiplicatori”, in sovraanelli di k, visti come endomorfismi
di spazio vettoriale.

SUMMARY. - An analytic classification of Galois extensions of a field k, of posi-
tive characteristic, is introduced. Such classification is based on proprieties
of Frobenius endomorphism. The main tool consists in the study of “multipli-
cators” , in overrings of k, viewed as vector space endomorphisms.

Dato un corpo k ¢ un sovraanello commutativo V, di dimensione finita
su k, esiste un sottoanello di End , V' ad esso isomorfo, che potremmo chia-
mare 1’anello dei “moltiplicatori”. Se V & un prolungamento di Galois (cio¢
finito, separabile, normale) di k, ¢ v € V & un elemento i cui coniugati cos-
tituiscono una base di V, allora il sottocorpo di End ;V isomorfo a V' &
descrivibile in funzione dell’endomorfismo “moltiplicazione per v” e degli
automorfismi appartenenti al gruppo di Galois G di V su k.

Traendo spunto da tali considerazioni, e fissati opportunamente, in
uno spazio vettoriale V su k, un gruppo G C Aut;V e v € V, si defini-
scono particolari strutture di anello in V, dette (k, G, v)-anelli. Si for-
niscono condizioni necessarie e sufficienti affinché, dato un elemento ¢ €
Aut;V, esista una struttura di (k,G,v)—anello in V, tale che ¢ sia la
“moltiplicazione per v”, ¢ si definisce esplicitamente la “moltiplicazione”
in V, in funzione di G, v, .

Nel caso in cui k abbia caratteristica positiva, ogni struttura di pro-
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lungamento di Galois di &, con gruppo di Galois G, oltre ad essere un
(k, @G, v)-anello, ¢ anche uno “pseudoprolungamento” di k (cfr. [4]).

Ai fini di una classificazione dei prolungamenti di Galois di k as-
sume quindi particolare interesse lo studio dell’intersezione della classe
delle strutture di ( k, G, v) -anello, conla classe delle strutture di pseudopro-
lungamento di k. In tal senso il risultato principale ottenuto nel presente
lavoro & quello enunciato nel teorema 3.3.

Come detto nell’introduzione di [4], sussiste la possibilita di classifi-
care i prolungamenti di Galois di k con classi di semisimiglianza di matrici
associate all’endomorfismo di Frobenius 7. Infatti M. Poletti ha dimostrato
(cfr. teoremi 2.1 di [1] e 3.4 di [2]) che se due tali prolungamenti sono
mr-isomorfi (cio¢ se esiste una applicazione dall’uno nell’altro k-lineare,
biiettiva e che commuta con ), allora essi sono isomorfi.

Nel teorema 3.4 del presente lavoro si fornisce una risposta al pro-
blema rimasto aperto in [4]; si determina, ciog, un elenco di condizioni
analitiche necessarie e sufficienti affinché una classe di semisimiglianza di
matrici ad elementi in k individui almeno una struttura di prolungamento
di Galois di k. Inoltre, nota una di tali strutture, si descrivono le eventuali
altre strutture dello stesso tipo.

CAPITOLO 1

Sia k un corpo, N un suo prolungamento di Galois, e siaG = G(N/k)
= {o1,...,0,} il gruppo di Galois di N su k. Supponiamo che o; sia
I’applicazione identica di N.

Sia inoltre w; = o1(w),...,w, = 0,(w) una base normale di N su
K; G opera transitivamente su {wy,...,wn}.

Poniamo ) = iw,—; risulta ) € k — {0}.

=1

In quel che segue indicheremo con (N, +, -) la suddetta struttura di
prolungamento.

1.1. PROPOSIZIONE. Per ogni T € Auti N, tale che 7(1) = 1, esiste
una e una sola struttura ( N, + , *) di prolungamento di k, tale che T sia un
isomorfismo tra i prolungamenti (N, +,-) e (N, +,x). Il gruppo di Galois
di(N,+,%¥) eToGoT 1.



60 ALDO VOLPI
Dim. Per ogni u, 4’ € N, definiamo:
wru' = (T (W) I(W)) ;

(N,+,%) ¢ I'unica struttura di prolungamento verificante la proprieta
richiesta. L’ultimo asserto & evidente, c.v.d..

1.2. PROPOSIZIONE. Due elementi 7,p € AutyN, tali che (1) =
p(1) = 1, individuano (nel senso della prop. precedente) una stessa strut-
tura di prolungamento se e solo se T o p € G.

Dim. Se T ¢ p individuano una stessa struttura & evidente che 7! o p
¢ un automorfismo di (N, +, -).
Viceversa se esiste ¢ € G taleche 7! op = o, allora, perogni u € N:

(w7 (W) = (poo ™) ((cop H(u)(oop )(u)) =

(poooa)(p (W) (u)) = (o7 (uw)p ! (u)) .
Segue I'asserto, c.v.d..

1.3. COROLLARIO. Per ogni struttura (N, +,*) di prolungamento
di k isomorfo a (N,+,-) esistono n isomorfismi di prolungamento da
(N:+s ) iﬂ(N,"‘,*).

Dim. Detto Tunisomorfismo da (N, +,-) in (N, +, ), ogni altro tale
isomorfismo ¢& del tipo 7 o o, con o € G (cfr. prop. precedente); percid il
numero di tali isomorfismién, c.vd..

SiaT = {T€ AutyN/r(w) =w, ToGo7 ! =G}.

1.4. PROPOSIZIONE. Risulta:
i) T & un sottogruppo di AutiN;
ii) perognite T, (1) = 1.

Dim. E evidente che T & un sottomonoide di Autg N. Inoltre per ogni
7 € T risulta 77'(w) = w, e, perogni 0 € G, esiste & € G tale che
o=70& o7 !; quindi 7! o a(771)~! = 5. Cid prova (i).
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Risulta:

() =7 (Ew.-) =D (roo)(w) =) (oion(w) =) jwi=X.
i=1 i=1 i=1 i=1
Poiché A € k — {0}, tutti gli elementi di k sono elementi uniti di 7;
ne segue I'asserto (i), c.v.d..

Gli elementi di T" inducono, nel senso della prop. 1.1, una struttura
di prolungamento di Galois su N, con lo stesso gruppo di Galois G ed una
stessa base normale (wy,...,wy).

T opera su {wi,...,wy,}; infatti, per ogni 1 € [1,n], esiste j €
[1,n], tale che 7(w;) = (70 o) (w) = (g5 0 (W) = wj. E inoltre
evidente che G opera transitivamente su {wy,...,ws}.

Indichiamo con G' e T" i sottogruppi del gruppo simmetrico S,, che
rappresentano, rispettivamente, G e T'.

Risulta G' = {s1,...,5s}, Ove, perogni i € [1,7], s; & la permu-
tazione tale che

Wai(j) = Gi(wj)r F=lieuym.

Risulta inoltre:
T'={e8/MD=1,teGot"=}.
Siosserviche G~ G', T~ T".

1.5. PROPOSIZIONE. Le matrici associate ad elementi di T rispetto
alla base (wy, ... ,w,) sono tutte e sole quelle che si ottengono dalla ma-
trice identica effettuando una permutazione t delle colonne, ovet € T".

La dimostrazione ¢ immediata.

Diremo (w, G)-isomorfa ad (N, +, -) una struttura (N, +, *) di pro-
lungamento di k, tale che esista un isomorfismo tra le due strutture che lasci
fisso w e tale che abbia lo stesso gruppo di Galois G.

1.6 PROPOSIZIONE. Ii numero delle strutture di prolungamento di
k definibili in N e (w,G)-isomorfe a (N,+,-) coincide con I ordine del
gruppo T'.
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Dim. Se T e p sono due elementi di T" che inducono la stessa struttura,
allora esiste o; € G tale che p = To0; (cfr. prop. 1.2); quindiw = p(w) =
T(oi(w)).

Se fosse i # 1, risulterebbe 7(w;) = w, M(w) # w, 7 ¢ T, contro
I'ipotesi; dunque p= 7001 = 7.

Gli elementi di T risultano percio in corrispondenza biunivoca con le
strutture in esame, c.v.d..

Consideriamo 1’applicazione g : N — End;N, tale che, per ogni
z € N, g(u)(z) = uz; siaN = g(N).

1.7 PROPOSIZIONE.
i) g & un isomorfismo di anelli da N su N, tale che, per ogni o« € k,
9(a) = aoy;
ii) per ognih € N, g (9) = ¥(1);
iii) gli elementi del gruppo di Galois di N su ko sono le applicazioni
&i, i=1,...,m, tali che, per ogni € N,5;(¢) = ;oo ol

Dim. Presi u, v’ € N e posto g(u) = ¢, g(u') = ¢/, risulta, per ogni
TEN:

g(uu')(z) = uu'z = (Po ) () = (9(u) o g(u))(z) ;

gu+ u)(2) = (u+ u)z = P(2) + ¢P'(z) = (g(u) + g(u))(2);
perogni a € k, g(a)(2) = az = aci(z) .

Inoltre g(u) = 0 se e solo se u = 0; e con cid si & provato (i).

L’asserto (ii) & evidente.

Per provare (iii) si osservi che un coniugato di un elemento ¢ =
g(u) € N & immagine, tramite g, di un coniugato di u; poniamo percid,
perogni ¢ € N:

5i(¥) = g(ai(g™ (), i=1,...n.
Perogni £ € N, risulta

5:(¥)(2) = 0(w)z = 0;(uo;(x)) = (s09p 007 )(x) ,
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cv.d. .

Sia 7 € AutgN, tale che 7(1) = 1, e sia (N, +, *) la struttura asso-
ciata nel senso della prop.1.1; siag* : N — End ;N tale che g*(u)(z) =
U * T,

1.8. PROPOSIZIONE. Posto M = g*(N), risulta M = To N o771,
Dim. Siau € N esiag(7!(u)) = 9; perogni z € N, risulta:
g*(w)(z) = uxz=7(r" ()7 (2)) =

(g(7 (W) (7 (2))) = (ropor)(2),

cv.d. .

Nel seguito di questo capitolo supponiamo che la caratteristica di k sia
un numero positivo p; indichiamo con F,, il corpo fondamentale di carat-
teristica p.

1.9. PROPOSIZIONE. Se una struttura di prolungamento di Galois
di k, definita in N, ha lo stesso endomorfismo di Frobenius di (N,+,-),
allora 2 isomorfaa (N,+,-).

Dim. L’applicazione identica di N risulta un isomorfismo di spazi
vettoriali che commuta con I’endomorfismo di Frobenius. Dunque (cfr.
teoremi 2.1 di [1] e 3.4 di [2]) le due strutture di prolungamento di k sono
isomorfe, c.v.d..

1.10. PROPOSIZIONE. Se due strutture di prolungamento di Galois
di k, definite in N, sono (w, G) -isomorfe ed hanno lo stesso endomorfismo
di Frobenius, allora coincidono.

Dim. Sia 7 un isomorfismo di prolungamenti tale che T(w) = w.
Come noto (cfr. teorema 1.2 di [3]), W”",...,w? ') & una base di N.
Poiché risulta 7(w?’ ) =w?’ ..., H(wP" ) = wP" ", 7&applicazione iden-
tica; ne segue ’asserto, c.v.d..
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1.11. TEOREMA. Per ogni T € AutyN risultano equivalenti i seguenti
asserti:
i) T & un isomorfismo di corpi da (N,+,-) in una struttura di corpo
(N, +,%) avente lo stesso endomorfismo di Frobenius =;
ii) esistono piy,...,pun € Fp, taliche = p1oy + ...+ [p0y.

Dim. Se vale (i) risulta 7 o m = m o 7; quindi (cfr. [2]) 7 & un 7-
endomorfismo di (N, +, -). Peril teorema 1.1 di [2] esistono y1, ...,y €
Fytaliche 7= p1o1 + ...+ UnOy.

Viceversa supponiamo che 7 verifichi (ii). Perogni u, v’ € N definia-
mo: u* u = (7 (w7 (). E evidente che (N,+,*)¢ un corpo
e che 7 € un isomorfismo da (N, +,-) in (N, +,*). Indichiamo con 7*
I’endomorfismo di Frobenius di (N, +,*). Risulta 7 o m = 7* o 7; poiché
7 ¢ un m-endomorfismo di (N, +, -) (cfr. il gia citato teorema 1.1 di [2]),
risultatom = wor. Quindiw=7n* cwvd..

1.12. COROLLARIO. Il numero delle strutture (N, +, *) di prolunga-
mento di un sottocorpo k isomorfo a k, tali che (N ,+,%) e (N,+,-) ab-
biano lo stesso endomorfismo di Frobenius é finito.

1.13. COROLLARIO. Se 7 € AutyN verifica una delle condizioni
equivalenti del teorema 1.11, allora I'identita di (N, +, %) & un elemento
del sottocorpo fondamentale di k.

Dim. Posto 7 = 101 + ...+ g0y CON Uy ... iy € Fp, I'identita di
(N,+,%) €7(1) = g1 + ...+ by, cvd..

1.14. COROLLARIO. Sia 7 come in 1.13; Iinsieme degli elementi del
corpo k = 7(k) coincide con I'insieme degli elementi di k.

CAPITOLO 2

Sia k un corpo e sia V' un sovraanello di k di dimensione finita nsu k.
SiaG = {o1,...,04} un gruppo di automorfismi di anello di V, che siano
I'identita su k; sia o) 1’applicazione identica di V.

Supponiamo che:
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i) esista v € V tale che o1(v) = vy,...,0,(v) = v, costituiscano una
base di V' come spazio vettoriale su k;

n
i) 3 v € k- {0}.
s
in tal caso V si dird un (&, G, v) -anello.
n

Poniamo A = }° v;.
i=1

2.1. PROPOSIZIONE. /i sottoanello di stabilitd di G in'V ¢ k.

n
Dim. Preso u = ) a;v;, se esistono coefficienti a;, a; € k tali che
1=1

o; # ay, allora (0007 1) (u) # u. Ne segue che il sottoanello di stabilita
di G & generato, su k,da ) € k, c.vd..

Si osservi che se N & un prolungamento di Galois di k con gruppo di
Galois G( N/k) e se w € un elemento i cui coniugati costituiscano una base
normale di N su k, allora N & un (k, G( N/k),w)-anello commutativo.

Sia V un (k, G, v)-anello commutativo.

Siap : V — V, tale che, perogni z € V, p(z) = vzr. Risulta:
w € End;V.

2.2.n PROPOSIZIONE. Risulta:
a) (> vi) = Ay,

i=1
b) Eo'{ocpocr'-"l = Aoy,
i=1
c) o‘,-ogooci_loqo=ga00‘;ogooo|-_l i=1,...n
Dim. (a) & evidente.
Per ogni x € V risulta:

(ic&- orpool-_l) (z) = Ecr.-(vcr,-‘l(:r)) = EO’.‘(U)!B = Az,
i=1

i=1 i=1
e ciod prova (b).
Per provare (c), osserviamo che, perogniz € Veperi=1,...,n
risulta:
(o;0p0 oi_l op)(z) = cr,-(vcrl-_l(vx)) = YUz =
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VT = v(cr.-(va,—"l(a:))) =(pogjopo cr‘-‘l)(a:) .
cvd. .
Supponiamo ora che V sia uno spazio vettoriale su k, di dimensione
finita »; sia (vy,...,v,) unabase di V.
Consideriamo un gruppo G = {o1,...0,} C Aut;V che operi tran-
sitivamente su {vi,...,v,}.

Supponiamo che esista ¢ € Aut,V e A € k — {0}, tali che valgano
le uguaglianza (a),(b),(c) della prop. 2.2. Poniamo 5 = ¢~ (v1).

2.3. PROPOSIZIONE. Risulta
n
=21V vy
=1
ii) perognic € G,o(n) = 1.

Dim. Da (a) segue che 3" v; = Ap~(v1) = A, da cui i due asserti,
=1

cvd..

1

Poniamo ¢; = g;opo oy, i=1,...n risulta p(n) = v;.

2.4. PROPOSIZIONE. Gli automorfismi ¢1,...,p, commutano tra
loro.

Dim. Consideriamo le uguaglianze (c) ¢ un o € G. Risulta:

0’]100','0!‘000"-—10(,000';1xo’hogoociO{pOO"-_Ioo":l,

(ono0))opo(anoo;)  opy=pro(ap00;) opolaroay)™;

I’asserto segue allora dal fatto che per ogni o; e per ogni oy, esiste o tale
che: oj = o005, cvd..

Definiamo un’operazione intema * in V':

vi*vj=‘pl'(vj)3 3,7 = 1:"'1"’1
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(E CI‘,"U,') * (E ﬁ_fﬂj) = E O-'iﬂj(vi* Uj) s
J=1

=1 1<i<n
1<i<n

ove @1,...,0y, Bi..., B, sono elementi di k.

2.5. TEOREMA. (V,+,*) ¢ un (kn, G, v1)-anello commutativo, con
identita 7.

Dim. Per verificare le proprieta commutativa ¢ associativa & suffi-
ciente limitarsi a considerare gli elementi vy,...,v,. Peri,j,h € [1,n],
risulta:

v; ¥ v; = i(v;) = (piopj)(m = (pjop)(n) = pj(v) = v * v

(vi* ;) * vp = vy * (v xv;) = (propiop;)(n) =
(piowjopr)(n) = v *(vj*vp) .

Quindi (V,+, %) & un anello commutativo.
Poiché v; x n = pi(n) = v;, 1 =1,...,n, 1 & 'identita dell’anello.
Per ogni o, € G, risulta:

= o] =
on(vixv;) = (opop;o0a;)(v1) = (gjog;0po00;, 00, oagzo0;)(v)) =

(on 0 0i)(v1) * (an 0 g;)(v1) = on(vi) * on(vy) .
Ne segue che gli elementi del gruppo G sono automorfismi dell’anello
(V,+,%).
n
Per la prop. 2.3 risulta ) v; € kn — {0}, e gli elementi di G sono
i=1
I'identita su k7).
Quindi (V,+, %) &€un (kn, G, v1)-anello, c.v.d..

Consideriamo 1’applicazione g : V — End .V, tale che, per ogni
z €V, g(u)(z) = uxz;siaN = g(V).

2.6. PROPOSIZIONE.
i) g @ un isomorfismo di anelli di V su N, tale che, per ogni « € k,
g(m’?) = oy,
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ii) perogniy € N, g~ (¢) = 9(n);

iii) (p1,...,9n) & una base di N come spazio vettoriale su k.

Dim. Le verifiche dei primi due asserti sono analoghe a quelle della
prop. 1.7.

Per (iii) si osservi che p; = g(v1),..., o, = g(v,); essendo g iniet-
tivo, 1, ..., p, sono linearmente indipendenti, c.v.d..

Sia& = {51,...,5,} il gruppo di automorfismi di V tali che per ogni
Y EN,5i(Y) =c;0po007,i=1,...,n

2.7. OSSERVAZIONE. N & un (koy, G, p)-anello.

Nel seguito avra particolare interesse il caso in cui I’anello V sia ge-
nerato dalle potenze di vy : V = k[v;],N = ko[ ).

In tal caso il polinomio minimo p( X) di v; su k & il polinomio carat-
teristico di .

Posto che p( X) = q1(X)™ ... g,(X)"™ sia una scomposizione in fat-
tori primi di p( X), risulta, come noto (cfr. [5] cap.1, §11):

(2.8) V > k[ X1/(p(X)) ~ [ X1/(q:(X)™) .

=1

CAPITOLO 3

In questo capitolo p & un primo positivo, k£ &€ un corpo infinito di carat-
teristica p; F,, € il corpo fondamentale di caratteristica p.

In [4], dato uno spazio vettoriale V' su k e un endomorfismo semi-
lineare P di V' (cio¢ un endomorfismo di gruppo di V, tale che, per ogni
u € Vea € k,rsulti P(au) = oPP(u)), la coppia (V, P) si dice
uno pseudoprolungamento di k se P & iniettivo ed ha p elementi uniti. Lo
pseudoprolungamento si dice finito se V ha dimensione finita su k; si dice
ciclico se esiste un generatore, cioé un elemento u tale che ( P*(u) )ieN
generi V' come spazio vettoriale su k. Uno pseudoprolungamento finito e
ciclico & separabile se e solo se P & non degenere (cfr. teorema 2.3 di [4]),
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cio¢ se P trasforma sistemi di vettori linearmente indipendenti in sistemi
linearmente indipendenti.

3.1. LEMMA. Sia (V, P) uno pseudoprolungamento finito di k e sia
(vi,...,v,) una base di V; se P(vy),...,P(v,) sono linearmente in-
dipendenti, allora P ¢ non degenere.

Dim. Si consideri un qualsiasi sistema di vettori linearmente indipen- -
denti di V elosi completiaunabase di V : (ug,...,uy).
Sia 6 il determinante della matrice A tale che:

(u1...up) =(v1...05)A;

risultad € k— {0}.
Sia B la matrice tale che:

(P(u1) ... P(uy)) = (P(v1) ... P(va))B .

Gli elementi di B sono le potenze p-esime dei corrispondenti elementi
di A; dunque il determinante di B € §° # 0. Ne segue I’asserto, c.vd..

Conservando le notazioni del capitolo 2, supponiamo che V sia un
(k, G, v)-anello, 7 sia I'identita di V' e 7 I’endomorfismo di Frobenius di
V:siaG = {o1,...,0n} e vy = 01(v), ...,y = 0,(v). Tenuto conto del
lemma precedente, risulta evidente la seguente proposizione.

3.2. PROPOSIZIONE. (V,w) ¢ uno pseudoprolungamento di k, ci-
clico generato da v, e separabile, se e solo se valgono le seguenti con-
dizioni:

i) gli elementi uniti rispetto a w siano solo quelli appartenenti a Fpn;
ii) 7°(v),..., 7" (v) siano linearmente indipendenti su k;
iii) w(v1),...,m(vy,) siano linearmente indipendenti su k.

3.3. TEOREMA. Un(k,G,v)-anello V , tale che (V, w) sia uno pseudo-
prolungamento di k ciclico, generato da v, e separabile, é un prolunga-
mento di Galois di kn.
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Dim. Poiché (V, w) ¢ ciclico, V & generato dalle potenze di v. Con
le notazioni del cap. 2, risulta (cfr. 2.8):

V o JTALX1/(a( X)) .
i=1

Se fosse s > 1, allora la s-upla (1,0,...,0) individuerebbe un ele-
mento idempotente di V non appartenente ad F,n; in particolare tale ele-
mento sarebbe radice di X?— X. Cio ¢ in contrasto con1’ipotesi che (V, 7)
sia uno pseudoprolungamento di &; dunque s = 1.

Se fosse 1 > 1, allora g;(v) risulterebbe non nullo e nilpotente;
esisterebbe quindi un intero positivo A tale che g; ( v)”" = 0. Cid contrasta
con il fatto che 7 sia non degenere. Dunqgue il polinomio minimo di v su k
¢ irriducibile; ne segue ’asserto.  c.v.d..

Tenuto conto del teorema precedente, si vuole ora individuare un elenco
di condizioni analitiche affinché un endomorfismo semilineare P di uno
spazio vettoriale V', di dimensione finita » su k, sia I’endomorfismo di
Frobenius di una struttura di prolungamento di Galois di un sottocorpo iso-
morfo a k.

Sia M una matrice associata a P rispetto a una base 3; per ogni u =g

a 1
appartenente a V, risulta: P(u) =g M
Oy of

Due matrici A, B quadrate e dello stesso ordine, si diranno semisi-
mili se esiste una matrice C dello stesso tipo, non degenere, tale che B =
C~! AC™, ove C*™ & la matrice ottenuta da C elevando ogni elemento alla
p-esima potenza. Le matrici associate ad uno stesso endomorfismo semi-
lineare costituiscono una classe di semisimiglianza.

3.4 TEOREMA. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n su
k. sia P un endomorfismo semilineare di V. Affinché in V esista almeno
una struttura di corpo che sia un prolungamento di Galois di un sottocorpo
isomorfo a k, e tale che P sia I’ endomorfismo di Frobenius, é necessario e
sufficiente che nella classe di semisimiglianza delle matrici associate a P
esista una matrice M , tale che:
i) M sia non degenere;
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ii) la somma v degli elementi della prima colonna di M appartenga a
kpﬁl _ {0 }’.

iii) esista un sottogruppo G' = {s1,...s,} di S,, che operi transitiva-
mente su {1,...,n} e tale che le colonne di M siano permutazioni
della prima colonna tramite elementi di G';

1 CU’]J (a5
iv) le n-uple non nulle | : € k™, taliche M | : = :
Oy A—l a,’; Oy,
siano solo quelle del tipo | © |, con \P~! = y;
Akl
v) le prime colonne di M°, ..., M™ siano linearmente indipendenti;
vi) esista una matrice ®, di tipo n x n, non degenere, ad elementi in k,
1 A
taleche,® | - | = , con X come in (iv);
: 0
1
0
vii) detta C; la matrice le cui colonne sono ottenute dalla n-upla ;
0

tramite le permutazioni s; o sy, per h=1,... n, risulti:

n
Z Ci@C; V= \I (ove I ¢ la matrice identica) ;
i=1
viii) siaCiOC;'® = dC0C, i=1,...,n
ix) la prima colonna della matrice ®*~! sia uguale alla prima colonna
di M.

Dim. Verifichiamo che le condizioni elencate sono necessarie. Sia 7
I'identita di una struttura di corpo in V’; tale struttura sia un prolungamento
di Galois di k7, tale che P sia 1’endomorfismo di Frobenius.

SiaG = {o01,...,0,} il gruppo di Galois di V su knesia B= (v; =
o1(v1),...,V = 6,(v1)) una base normale di V. Sia M la matrice asso-
ciata a P rispetto a BB.

Essendo V' separabile, P & non degenere; vale quindi la condizione

).
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n
Poiché 3 v; appartiene all’anello di stabilita di G, esiste A € k—{0},
&

]
n
tale che 3 v; = An.
i=1

Tl gruppo G opera transitivamente su {vy,..., v, };5iaG' = {s1,..., 8}
il sottogruppo di S, che rappresenta G.
La condizione (iii) & allora conseguenza delle seguenti uguaglianze:
P(w) = P(oi(v1)) = 0i( P(v1)), i=1,...,n.
e3]
In particolare se ( : ) ¢ la prima colonna della matrice M, allora
iy
M= (O:’,j—l(‘-)) 1<i<n
1<j<n
Siav=a1+ ...+ oy

1 1
Poiché 7 = P(1), risulta A~ () = kT'M ;);pcrcib Nt =
1 1
APy, Ne segue la condizione (ii).
La condizione (iv) discende dal fatio che gli elementi uniti di P sono

solo quelli appartenenti a Fpn.
1

Siosservi che P'(v;) =g M* . | » i € N;lacondizione (v) segue

0
allora dal teorema 1.2 di [3].

Poiché V & un (kn, G, v1) -anello, le condizioni (vi), (vii), (viii) sono
conseguenza della proposizione 2.2.
La condizione (ix) segue da:
1 1

P =p @P-! . P(v)) =g M : P = P(
vl =B . 3 (v]) =B . y 1"] 'U]) .
0 0

Verifichiamo che le condizioni elencate sono anche sufficienti.
SiaBB = (vy,...,v,) una base rispetto alla quale la matrice M¢ asso-
23]
ciata a P. Sia ( : | laprimacolonnadi M esiav = a +...+ 0y.
Qy
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Per la condizione (iv) gli elementi uniti di P sono solo quelli del tipo
n

A1 3" v;, con ) radice del polinomio X? — v.X. Vista la condizione su v
i=1
specificata in (ii), tale polinomio ha p radici in k.

Tenuto conto anche della condizione (i), risulta che ( V, P) &uno pseu-
doprolungamento separabile di k.

La condizione (v) implica che V & generato da P? (vy), ..., P™! (v;);
dunque ( V, P) ¢ ciclico, generato da v;.

Per (iii) esiste un gruppo G’ = {s1, ..., s, } che opera transitivamente
su {1,...,n} e tale che:

M = (“a;‘(-')) .
1<j<n
11 gruppo G = {07y, ...,0,} di automorfismi di spazio vettoriale che
opera transitivamente su {vi, ..., v,}, rappresentato da G’, & formato da
elementi che commutano con P. Infatti, per ogni i, € [ 1, n], posto o}, =
o; o gy, risulta:

(Poai)(vj) = P(v) = zaiv,,(i) ;

i=1

n n
(070 P)(vj) = g; (E aiva,,(s)) =) vy -
i=1 i=1
Le matrici C; descritte in (vii) risultano matrici associate agli elementi

di G, rispetto alla base B.
Dunque le condizioni (vi), (vii), (viii) implicano che esiste in V una

n
struttura di (k7n, G, v1)-anello commutativo, con identita g = A~1 3 v
=

(cfr. teorema 2.5).
La condizione (ix) implica v§ = P(v;); allora, per ogni u € V,

n
u =) ajv;, risulta:
i=1

W= Y aloi(uf) = 3 aforo Plo) = Y Plo) = P(w)
=1

i=1 i=1
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Percid P & 1’endomorfismo di Frobenius dell’anello V. Allora per il
teorema 3.3, V & un prolungamento di Galois di kn, c.v.d..

Supponiamo che esistano matrici M e ® come descritte nel teorema
precedente; sia (V, +, -) la struttura di prolungamento di k7 individuata da
@ (ove & I'identita di V).

3.5. TEOREMA. Se una matrice ¥ verifica le condizioni (vi), (vii),
(viii), (ix) enunciate per ® nel teorema 3.4, allora esistono pi1, ..., lin €
F,, tali che, posto

A= iﬂ'iol' )
i=1

O, =02C,i=1,...,n,

risulti A non degenere e:

¥ = Zn:p;A_](D;A :

i=1

Dim. Sia B = (vj,...,v,) una base rispetto alla quale la matrice M
sia associata a P; sia (V, +, *) la struttura di prolungamento di k7 indivi-
duata da V.

Poiché le due strutture (V,+,-), (V,+, ) hanno lo stesso endomor-
fismo di Frobenius P, anche I’insieme del P-endomorfismi ¢ lo stesso.

Considerato un isomorfismo T dalla seconda struttura nella prima, la
matrice A associata a T rispetto a BB & del tipo (cfr. 1.11):

n
A=Eu;C’,~, con p;,...,,u,nEFp.

i=1

B
Poiché la primacolonnadi A¢ | : |,risultar(vy) = g1+ ...+

Len
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251
phnVy. Quindi per ogni u € V, posto u =g . |, risulta:
Oy
(231
T(vD)u=p (LD + ...+ p,P,)
Gy

D’altra parte, poiché 7(v;)u = 7(v; * 7-!(u)), si ha anche:

(5]
T(v))u =g A¥ A™!

Oy

Confrontando i due risultati si ottiene I’asserio, c.v.d. .
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