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Sur le potentiel de
pression-gravitation
pour le mouvement d’un gaz
a transformation adiabatique
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ABSTRACT. We consider the equation system of motion of
a gas with adiabatic transformation, for which we define the
functional for the potential energy due to gravitation and pres-
sion, and we prove that the distribution of density and tem-
perature of the rest state minimizes this functional. The tech-
nical difficulty for this proof resides in the fact that the class
of admissible functions for this functional is not convex.
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1. Introduction

Comme il est bien connu, dans la physique de ’atmosphere et
la météorologie 1’état hydrostatique joue le réle fondamental pour
le probleme de stabilité et instabilité de l’atmosphére (voir par
exemple [9]). Or, la question de la stabilité de la distribution de
la densité et de la température dans la structure de I’équation d’un
gaz n’est, nous semble-t-il, pas encore bien élucidée. Dans ce qui suit
on va essayer de jeter une lumiere sur la question, en examinant pour
un gaz a transformation adiabatique la fonctionnelle correspondante
a I'énergie potentielle due a la gravitation et a la pression.

Si nous supposons que la pression est déterminée uniquement par
la relation p = hg? (o : densité, v : exposant de 1’adiabatique, h :
constante), le mouvement d’un gaz supposé visqueux sera décrit par
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le systeme d’équations connu comme équations d’un gaz visqueux
barotropique ou équations de Navier-Stokes compressibles (voir par
exemple [10, 6, 5]). Pour ce systéeme d’équations dans un domaine 2
la fonctionnelle

Ty(0) = /Q [7 i o7+ Qﬂ d

(® : potentiel gravitationnel) joue le role de I’énergie potentielle due
a la gravitation et a la pression. En effet, si v est le vecteur vitesse
et (v, 0) est solution du systeme d’équations en question, 1’énergie
totale est donnée par

1
2/ olv|?dz + Ty(0)
Q

et vérifie I'égalité de I’énergie

3
d |1 2 2 2
i[5 [aos v wo] [ [ 3 ol

J,k=1

ou p et A sont les coefficients de viscosité. Il n’est pas difficile de
constater que, étant donnée la masse totale du gaz, la distribution
de densité au repos

(@)= (C - @)*1(”,;1)”11

(C : constante) réalise le minimum de la fonctionnelle Wy(p). La
fonctionnelle Wy(p), ou son équivalent commode

/Q [h(yl_l(g'y —0)—o+ 1) —I—g@]dw

obtenu en lui adjoignant une constante, est un instrument utile pour
I’étude de la stabilité de I’état d’équilibre (voir par exemple [11, 7,
8, 1]).

Dans le présent travail, au lieu des équations d’un gaz visqueux
barotropique, on considere, pour la vitesse v = (v1, va, v3), la densité
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o et la température T' d’un gaz, le systeme d’équations

ggtv +o(v-V)v—pAv—=AV(V-v) = —RV(eT)— oV, (1)
0
Cvg[gtT—i—v-VT] + RoTV-v = 0, (3)

qui résulte du systeme complet d’équations du mouvement d’un gaz
visqueux (voir par exemple [4]), en négligeant la diffusion de la cha-
leur et 'augmentation de la température due a la friction interne du
gaz. Dans le systeme d’équations (1)—(3), Cy est la capacité calori-
fique & volume constant, tandis que R est la constante universelle du
gaz, la pression étant supposée donnée par p = RoT comme dans le
gaz idéal. Les coefficients de viscosité p et A, comme requis par le
principe de la thermodynamique, doivent vérifier la relation

1
on n’exclut pas le cas ou u =0 et A = 0. En ce qui concerne I'expo-
sant de ’adiabatique =, nous rappelons que 1’'on a

Cy+R
Y= -

o (5)

Pour la construction de ce systeme d’équations (1)—(3) et les relations
de la transformation adiabatique, on peut consulter [4, 3].

Dans la suite, nous allons examiner en particulier les relations
entre le systeme d’équations (1)—(3) dans un domaine borné 2, ou
® est bornée, et la fonctionnelle

B(o,T) = /Q (CyoT + o®]dz. (6)

En effet nous allons considérer la fonctionnelle W(p,T") dans
une classe

Dy = (7)

_ {(Q’T) . (Mes+(9))2|/{T%Q_L1S£}(a:)dm =m(a) Ya > 0},

5
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ou m(«) est une fonction non-négative, non-décroissante et bornée,
tandis que

Mes(Q)={f:Q — R, mesurable| f(z) >0 Vz € Q}. (8)

Comme on le verra (voir le lemme 2.4), D,,() est invariante par
rapport aux équations (2), (3), (13).

On verra que la fonctionnelle \TI(Q, T) joue le role de 'énergie
potentielle due a la gravitation et a la pression, d’'une maniéere ana-
logue & la fonctionnelle Wy(p) pour le mouvement d’'un gaz visqueux
barotropique ; la minimisation de \i/(g, T) par I'état de repos (o, T;)
donnera de bonnes informations pour la stabilité de la solution du
systeme d’équations. Toutefois, & la différence du cas du gaz vis-
queux barotropique, la classe D,,(. de couples de fonctions admis-
sibles (o0, T") pour \i/(g, T) n’est pas convexe, ce qui exige un raison-
nement assez élaboré pour démontrer que I'état de repos réalise le
minimum de la fonctionnelle W(p, T) dans cette classe.

Les auteurs tiennent a remercier le referee de ses nombreuses

remarques, qui leur ont permis de bien améliorer le présent texte.

2. Propriétés élémentaires du systéeme d’équations

Dans ce paragraphe nous nous rappelons des propriétés
élémentaires du systeme d’équations (1)-(3). Méme si elles sont
des faits bien connus ou résultent immédiatement du systeme
d’équations, elles sont importantes pour le raisonnement qui suivra.

Remarquons d’abord que le fait que ’équation (3) représente la
transformation adiabatique se traduit par I'invariance du rapport

— (9)

le long de chaque trajectoire. Plus précisément, on a le
lemme suivant.

LEMME 2.1. Si v, ¢ et T vérifient les équations (2) et (3) dans un
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domaine Q C R3 pour tg <t <ty et sila trajectoire
{zeR3 |z =a(t,z0), to <t <t}

¢
x(t, ) = 1o —|—/ vtz (t', xg))dt,

to

reste dans le domaine 2, alors on a

U(t, .1‘(t, .%'0)) = 77(th .CE(]) vVt € [to, tﬂ. (10)
Démonstration. En effet, en écrivant (2) dans la forme

gV~v:—g§—v-Vg

et en substituant cette expression dans (3), on a

0 00
Cvg[(%T+U'VT:| —RT[(%—I—U-VQ} =0,

ou

0 0
CV[IogTqu-VlogT] —R[log o+v-Vlog Q:| = 0.

ot ot
Comme %/ = % (voir (5)), il s’ensuit que
1
o, Tt T
— log i +v - Vlog i =0,
ot 0

ou, en désignant par % la dérivée totale,

1
d T~
Q Y

d’ou résulte (10). O

L’invariance de n(t,z) le long de chaque trajectoire, jointe a la
conservation de la masse, implique la conservation globale de la quan-
tité pn. Or, pour s’en assurer, il faut préciser les conditions aux li-
mites pour le vecteur vitesse v.
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Nous supposons en effet pour le domaine (2 la condition suivante :

Q est un ouvert borné de R? muni (12)
de la frontiere 99 de classe CO1,

L’appartenance de 9 & la classe C%! veut dire qu’elle peut étre
représentée localement par une fonction lipschitzienne. Dans la suite
nous supposons toujours que la condition (12) est vérifiée. Comme
condition aux limites, nous supposons en général que

v-n=0 sur 02, (13)

ou n désigne la normale extérieure a la frontiere 9€). Mais, si u > 0,
alors pour obtenir I'égalité de ’énergie, qu’on verra dans le para-
graphe 3, nous supposons que

v=0 sur Of). (14)

Comme on pourra le constater facilement, toutes les affirmations
que nous allons exposer demeureront valides méme si le domaine
(), au lieu d’étre borné, est périodique dans une ou deux ou trois
directions de I'espace R3 et de maniere correspondante toutes les
fonctions qui interviennent dans les équations sont périodiques et si
sur la frontiere 0f2 la condition (13) (si p = 0) ou (14) (si x> 0) est
vérifiée. Mais pour la simplicité de ’exposition, dans la suite nous
traiterons seulement le cas ou le domaine 2 vérifie la condition (12).

Rappelons d’abord la conservation de la masse totale, que nous
désignons par M.

LEMME 2.2. Si v et o vérifient ’équation (2) dans Q et la condi-
tion (13) sur OQ pour ty <t < ty, alors on a

M:/Qg(t,x)da::/gg(to,x)dx Vit € [to, t1]. (15)

Démonstration. 1l résulte immédiatement de (2) et de (13). O

LEMME 2.3. On pose

2=

q(t, =) = (e(t, )T (t,2))7. (16)
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Si v, o et T vérifient les équations (2) et (3) dans Q et la condi-
tion (13) sur 02 pour tg < t < t1, alors on a

/q(t,a:)da:: / q(to, z)dx Yt € [to, t1]. (17)
Q Q

Démonstration. Comme ¢ = 1 (voir (9) et (16)), de (2) il résulte

q
n

0 (q q\
i (5) +v- (5) =0

D’autre part, de (11) (et de (9)) on déduit que

q( 0
= = -Vn ) =0.
n<&n+v n>

En adjoignant ces deux égalités, on a

0
aq—kv-(qv)—o.

En intégrant cette équation sur € et en tenant compte de (13), on
obtient (17). O

Citons une autre conséquence immédiate du lemme 2.1.
LEMME 2.4. On pose
Hy,(t)={zeQ|nlt,z) <a}, 0<a<oo. (18)

Sous les mémes hypotheses du lemme 2.3, quelque soit o € [0, 00,
on a

/ o(t,z)dxr = / o(to, z)dx Yt € [to, t1]. (19)
Hu(t) Hq(to)

Démonstration. Comme (13) implique que la trajectoire z = x(t, z¢)
qui part de zyp € € ne sort pas de €, le lemme 2.4 résulte
immédiatement du lemme 2.1. O

Le lemme 2.4 signifie que la classe D,,.) introduite dans (7)
est invariante par rapport aux équations (2)—(3), (13), en prouvant
la relation

m(a) = /Ha(t) o(t,x)dx. (20)
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3. Egalité de I’énergie

Maintenant nous allons démontrer 1'égalité dite de 1’énérgie pour
le systeme d’équations (1)—(3). Dans cette égalité on voit clairement
le r6le joué par la fonctionnelle ¥(p, T).

LEMME 3.1. Si (v, 0,T) est solution du systéeme d’équations (1)—(3)
avec la condition (13), alors on a

Cvd/ oldr = R/ v-V(oT)dz. (21)

Démonstration. Grace a (2) et (5) équation (3) peut étre écrite
dans la forme

Cv 2 (o) + (R +Cy) (o) TV - (o) T0) = 0.

On a donc, compte tenu de (13),

0 = /Q|:Cvaat(‘QT)+(R+Cv)(‘QT)W;1V'((QT)’1Y’U) dx

d
= Cv/ gTdJ:—(R—i—Cv)/ 7 v-V(oT))dz.
Or, comme on a 77_1 = WRCV’ on obtient (21). O

ProposITION  3.1. Si  (v,0,T) est solution du systéme
d’équations (1)—(3) avec la condition (13) (si p = 0) ou la
condition (14) (si p > 0), alors on a

S(3Ivalt+ien) + Baw -0, @)

ot U(p,T) est la fonctionnelle définie dans (6), tandis que

Foa(v) = /Q {u i \axjvkﬁm(v-v)?] da. (23)

jk=1
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Démonstration. On rappelle que, si v satisfait a (14) ou bien p = 0
et v satisfait a (13), alors on a

/Q(—,uA’U —AV(V -v)) - vdr = F), \(v). (24)

Donc, si on multiplie I’équation (1) par v et on l'integre sur 2, on a

/ 00 - vdx + / ov - [(v- V)vlde + F, x(v)+ (25)
Q Q

+R/v-V(gT)da: = —/U*QV‘I’.
Q Q

On a en outre

—/ v - oVodx
Q

/Q<1>v - (ov)dz

= —/@&gdaz
Q

d
= —— [ o®d
i ), 0%

1d 1
/antv-vdx = 2dt/9g|v]2dx—2/98tg|v]2dx

- ¢ de + = (ov)d
s [ oo+ 5 [ WPV (o)
_ 1d lv|2dz —/ v - [(v- V)v]de
= 24t ),° ¢ ‘
Donc, en rappelant (6), de (25) on déduit I'égalité (22). O
Il est évident qu’en vertu de (4) on a
Fua(v) > 0. (26)

Or, il est utile de rappeler que, comme on le sait bien, dans le cas
ol i > 0 et v satisfait a la condition (14), la fonctionnelle F), y(v)
définit une norme équivalente a celle de Hi(Q). C'est-a-dire, il y a
une constante positive k telle que

1
pllullar </ Fua(u) < kljulm - Vue Hy (). (27)
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4. Minimisant de la fonctionnelle de I’énergie
potentielle

Comme on le voit dans (22)—(24), si u > 0, alors la fonctionnelle
F, »(v) représente la perte de I’énergie cinétique due a la viscosité.
Donc se posent les questions s’il existe 'extréme inférieur fini ag de
\i/(g, T') dans une classe invariante par rapport a la dynamique définie
par le systeme d’équations (1)—(3) avec (13), p = 0 ou (14), u > 0,
de sorte que pour la solution (v, g, T") on ait toujours

1 B
5”\/@)”%2 + (o, T) > ag

et, dans le cas affirmatif, quelle distribution de densité et de tempé-
rature réalise le minimum de \Tl(g, T) dans la classe Dy de couples
de fonctions admissibles (o, T).

Pour examiner ces questions, pour des raisons techniques, il nous
convient de récrire la fonctionnelle ¥(p, T') dans la forme

W(g,m) :/Q [qu“r g@] dz, (28)
4(@) = @) T@)3, @)= ~E° (20)
o(z) ~

On constate immédiatement que, si (q,7n) et (o,T) sont reliées par
les relations (29), alors on a

U(g,n) = (o, 7). (30)

Considérons une distribution de densité gg(x) > 0 et une distri-
bution de température Tp(x) > 0 dans 2, qui, jointes & un champs
de vecteur vo(z) satisfaisant a (13) (si p = 0) ou (14) (si p > 0),
peuvent étre la donnée initiale pour le systeme d’équations (1)—(3).
Conformément a (7), (19), (20), on définit la fonction m(-) par la re-
lation

1
To(x)~

m@) = [ e, m) = 20 0<a<w

{no(z)<a}

oo(z) 7
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On a évidemment

m(0) =0, lim m(a) = M,
a—00
ou M est la masse totale du gaz dans Q (0 < M < o0). Or, pour
simplifier I’exposition, nous supposons une condition plus restrictive

m(e) =0 si 0<a<ay, ma)=M si a>a;, (32)

0<ap<a <o,

ce qui implique que o < Mo(z) < a1 p. p..
Etant définie la fonction m(-), posons

Auo={lam & e @ [ H8ao = i) vo> ?})
33

ou Mes; () est la classe introduite dans (8). Il est clair que,
étant donnée une fonction non-décroissante m(«) satisfaisant a la
condition (32), on peut définir I'ensemble A,, ) par la relation (33)
sans faire nécessairement référence a la donnée initiale (o9, 7p). La
référence a la donnée initiale sera utile pour obtenir des informations
sur la solution du systeme d’équations (1)—(3).

REMARQUE 4.1. Si (v, 0,T) est solution du systéme d’équations (1)—
(3) avec la condition auzx limites (13) (si p=10) ou (14) (si p > 0)
et la condition initiale

vy, =00, 0|y, =00, T|,_, =To, (34)

et si la fonction m(-) est définie par (30) a partir de oo et Ty, alors
on a

(Q(t’ ')’ 77(75, )) € -Am() vt > to, (35)

ot q(t,x) et n(t,x) sont les fonctions définies par (16) et (9) a partir
de o(t,x) et T(t, ), tandis que A, est la classe définie par (33).

Démonstration. Comme en vertu de (9) et (16) on a Zgﬁ% = o(t,z),

du lemme 2.4 résulte immédiatement (35).
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On remarque en outre que, si (¢,71) € Ap,(.), alors on a

aq
/ q(z)dx = / adm(a), (36)
Q ag
ou 'intégrale du second membre est a considérer comme intégrale de
Stieljes. En effet, si (g,1) € Ay(.), alors compte tenu de la définition
de m(«) introduite dans (31) et de la condition (32), on a

/Qq(x)d:c = /S)n(x)zggdx = /Ojlozdm(a).

Pour déterminer le minimisant de la fonctionnelle ¥(q,n) dans la
classe A, (), il nous convient d’introduire la variable ¢, qui corres-
pond aux niveaux du potentiel gravitationnel ®. On pose

Dy = mlIélg(I)(l‘), o) = sgg@(m), (37)
W) = mes({z € Q| 8(x) < ). (39)

Nous supposons que

dw(p)
dp

—00 < Pp < P < 0.

w(p) € C?*([®g, P1)), >0 VYoe[®,®], (39

Pour simplifier la notation, nous posons

_ dw(p)
dp

u(yp) (40)

On définit
h(m') =inf{a > 0|m' <m(a)} pour 0 <m' <M (41)

(voir (31), (32)); s'il est nécessaire, on prolonge h(m') & m’ = M,
en posant
W(M) = +oo,

comme la défintion (41) et la relation (32) entrainent. Il est évident
que h(-) sera la fonction inverse de m(-) 1la ot m(«) est continue et
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strictement croissante. Etant définie la fonction h(-), on considere
I’équation intégrale

() = (42)
i (ot [ ] ) e

oo 1My (¢')) Ry Ja, h(m(¢"))
([...]T désigne la partie positive de |...]) pour la fonction inconnue

my(p) (Pg < ¢ < Pq) avec la condition
mr(q)l) =M. (43)

LEMME 4.1. Il existe une fonction m,(p) et une constante C et seules
qui vérifient (42) et (43). La fonction m.(p) est continue et non-
décroissante.

Démonstration. Considérons un C > 0 fixé. Pour démontrer I'exis-
tence de solution de (42), désignons par I(m,(-))(¢) le deuxie-
me membre de (42). En vertu de la définition (41) de h(m) et
des conditions (32) et (39) (voir aussi (40)), 'expression sous le
signe d’intégrale fgo -dy¢' dans I(m,(-))(¢) est non-négative et uni-
formément bornée. Donc, quelque soit la fonction non-décroissante
my () telle que m,(®g) = 0, la fonction mg](go) = I(m,(+))(p) est
non-décroissante et uniformément lipshitzienne et s’annule au point
@ = ®g. Donc on peut choisir un ensemble convexe et borné B de
CY([®0, ®1]) tel que I(B) C B et, en vertu du théoréeme d’Ascoli-
Arzela, I(B) sera relativement compact. Donc en utilisant le prin-
cipe de point fixe de Schauder, on obtient une fonction m,(-) telle
que my(-) = I(m,(-)), qui est donc solution de (42) et est continue
et non-décroissante.

S’il existait une autre solution m(y) différente de m,(y), il exis-
terait @ et @1 tels que g < @ < @1 < P et

m(p) = me(p) pour ®o <<,
F(p) < me(p) pour p<p <@
(pour la symétrie entre le role de m,(¢) et celui de m) (), il nous
suffit de considérer le cas m () < m,(¢) pour ¢ < ¢ < @1), alors
en vertu de (42) on aurait h(m(¢)) # h(m,(p)) au moins pour ¢ <
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© < @3 < @1 avec @ < @a. Mais, comme h(-) est non-décroissante,
on aurait

h(my(¢)) < h(m:(p))  pour ¢ < ¢ < @a.

Alors, pour la propriété élémentaire de l'intégrale il existerait un
point @3 tel que ¢ < p3 < @9 et

h(mrl(w’)) ( [C N ’YR_WI /1:: h(mrl(w”)) d@”] +> <

< w @ h(m;w))d“”"r)

pour ¢ < ¢ < @3, ce qui, compte tenu des relations (39)—(40), contre-
dit I’hypothese m)(¢) < m,(p) pour ¢ < ¢ < @;1. Par conséquent,
la solution m,(y) de (42) avec un C' > 0 fixé est unique.

Désignons par m,(C, ) cette solution pour C' > 0 donné. Il est
évident que, considérée comme fonction de C, m,(C,p) est conti-
nue et strictement croissante en C' > 0, ce qui nous donne 'unique
constante C telle que

mr(ca (1)1) = Mv
ce qui acheve la démonstration du lemme. O

On remarque que, si M est suffisamment grand, alors on a
h(m,y(¢)) < oo pour tout ¢ € [Py, Pi[ et m,(p) est strictement
croissante en . D’autre part, si M n’est pas suffisamment grand,
alors il y aura une valeur ¢* € |®g, ®1[ telle que la solution m,(y)
de (42)—(43) prenne la valeur m,(¢) = M pour ¢* < ¢ < ®; et donc
h(m,(¢)) = oo pour ¢* < ¢ < ®1. Dans ce cas, si on définit 7,(p)
et G-(p) de maniere analogue & (44) (en bas), on aurait

or(p) = = =0 pour " < < @y,

C’est une conséquence normale du modele. En effet, si % est suf-

fisamment grand et si, pour simplifier, on considere le cas ou 7 est
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constante dans €2, on retrouvera la situation bien connue d’un gaz ba-
rotropique avec p = C'p7, v > 1, dont la densité d’équilibre s’annule
dans la région ou ® est assez grand.

Pour la question sur la validité du modele, le cas ou % est
assez grand et 9,(p) = 0 pour ¢* < ¢ < & mériterait d’étre exa-
miné et approfondi. Mais cet approfondissement requerrait d’autres
considérations de natures différentes. Pour cela dans le présent tra-
vail nous nous limitons au cas ou M est suffisamment grand de
sorte que h(m,(¢)) < co et C' — % fgo mdcp’ > 0 pour tout
(NS ]‘I)(), P, [

Cela étant, on pose

1
_ © =1
we) = hm (o), ale)= |02t [T a7
i nr(¢')
ot m,(p) est la solution du probleme (42)—(43) avec un M suffisa-
ment grand.

REMARQUE 4.2. Soit (7, qy) le couple défini dans (44). Alors (7, o
®, G- o @) appartient a Ay, (..

Démonstration. Comme h(-) est la fonction inverse de m(«), on a
h(m(p)) < o <= m.(p) < m(a).

Posons
Yo = sup{ ¢ € [@o, P1] [ M, (p) < m(a) }.

Comme m,(p) est croissante et continue, en vertu de (38) et de (40)
on a

—m _ Po QT(SD)U
m() = mn(pa) = [p o

-/ T(2()
(7 (3(x))<a} Tr(®(x))

ce qui démontre que (7 o ®, g, o ®) appartient a A,,.). O

REMARQUE 4.3. Le couple (7,qr) défini dans (44) satisfait a
l’égalité
RV g (2(x))” = —7)V¢($)- (45)
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Démonstration. Il est aisé de voir que

d r ()

R@(qr(w)”) = (46)

En remarquant que

Vi (B(x))" = v¢<x>;quT<w>\¢:¢<x),

on déduit de (46) I'égalité (45). O

C’est-a-dire, le couple (G, 7,) nous donne une solution de
I’équation d’équilibre (mécanique)

RV (oT) = —oV .

En outre, le couple (g, ) réalise le minimum de ¥(q,n) dans A,,.).
Plus précisément, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. Le couple (G, 7)) défini dans (44) satisfait a

V(G o ®,7.0P) = inf  W(q,n). (47)
(Q777)€Am(<)

5. Réduction de la classe de possibles minimisants

Comme nous 'avons dit plus haut, la difficulté majeure pour
démontrer la proposition 4.1 demeure dans le fait que la classe
de couples de fonctions admissibles A,y n’est pas convexe. Pour
contourner cette difficulté, nous cherchons d’abord a réduire la classe
de possibles minimisants de ¥(q,n).

LEMME 5.1. Soit (¢,1) € Ap.y. Alors il existe (q1,m) € Ay tel que

avec une fonction non-croissante o1(-) : [®g, P1] — Ry et que

U(g,n) > ¥(q1,m).
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Démonstration. 11 est évident qu’'on peut choisir g1(z) et n1(z) de
telle sorte que

mes({z € Qf(q1(x), m(x)) € B}) = mes({z € Q|(q(z),n(z)) € B})
(48)
pour tout ensemble borélien B de Ry x R et qu’il existe une fonc-
tion non-croissante o1 () vérifiant

~—

b
m(x

La relation (48) implique que pour tout o on a

(h(x)dac: Mdm:m o). 49
Aﬂ1(1)<a} m(z) /{n(x)<a} n(z) () (49)

On a donc

<

o1(®(x))

~—

(q1,m) € Ay
De (48) on déduit en outre que

Aﬂwmzémmm

D’autre part, comme p;(p) est non-croissante et que ¢j(z) et n1(x)
vérifient (48), on a évidemment

q(x) / a1 (x) / 1
(x)—=dx > | P(z dex = po1(p)u(e)de.
f gyt [ e isie= [ Cenu
Dongc, en rappelant la définition de ¥(gq,7n), on a
\I/((L 77) Z \II(qb 771)7

ce qui acheve la démonstration du lemme. ]

On pose maintenant

mw=£ﬁ$@wwz @, 7 € Mesy ([0, 81]),  (50)

A1 = {(q,7) € Mes([®o, 21])* |(@1) = M, ii(p) = h(im(p)) },
(51)
ou h(-) est la fonction définie dans (41), tandis que Mes ([P, P1])

est la classe définie de maniere analogue a (8) en remplagant {2 par
[(EO) (bl] :
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LEMME 5.2. Si (4,7) € Ay, alors on a
(Go®@,710®) € Apy

Démonstration. Soit (¢,7) € A;. Comme () est une fonction
continue, pour tout a € h([0, M]) il existe un ¢, € [Pg, P1] tel
que

= (¢a) = h(1m(pa))-

On a donc

e — 7 _ q(®(r)) .
() = mlge) /{ﬁ(@(w))ﬁa} @)™

ce qui prouve que (§o ®,70®) € Ay, .y. O

LEMME 5.3. Soit (q,n) un élément de Ay, (.y. Alors il existe (G1,71) €
A tel que
\P(Qa 77) > \11(671 © q)7 ﬁl © (I)) (52)

Démonstration. En vertu du lemme 5.1, il suffit de le démontrer
pour (g,n) € Apy.) tel qu'il existe une fonction non-croissante o(¢)
vérifiant la relation

3(®(x)) = 1)

n(z)

Comme 9(p) peut étre considérée donnée, on peut définir

() = h( I @(so’)u(so’)dso/), i) = m(Q)ae).  (53)

®q

On a évidemment
BOW) () = L2, (54)

Donc on a

En outre de (53) et de 54) résulte immédiatement que 7;(p) =
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En vertu du lemme 5.2, on a (q; o ®,71 0 ®) € A,,(). En outre,
on a

/ o(x)dx :/ o(z)dz, Va € [ag, a1].  (55)
{n(z)<a} {71 (®(z))<a}

De (55) il résulte que, quelque soit la fonction mesurable f(-), on a

/ F(n(z))o(z)d = / £ () o) de
Q Q

(pourvu que l'intégrale soit bien définie). En particulier, on a

[ n@reteyis = [ ma@) o

D’autre part, comme 71 () est non-décroissante tandis que g(p) est
non-croissante, on a

[ @ -me)e@ds 20 Ve @od. (50)
{o(x)<e}
Donc, compte tenu de (53) et (54), on a

/Q (4a)" — qu(2)")dz =
- /Q o(@) " ()" — m(2)")e(x)dz
= " r-1( 4 ) — (2N ol Ndx' |u
- ["ate) ( /{@(ww}(n( Y (@) )e(a')d ) (0)de

@0 dyp

- o 0 = ol ),

)

ot par dg"~!(¢) on entend intégration de Stieltjes par rapport a
la fonction §7~!(y), qui est non-croissante. En rappelant (56), on en
déduit que

/Q (4(z)? — qu(2))dz > 0. (57)

De (54) et de (57) résulte (52). O
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LEMME 5.4. Le couple (G, 7)) défini dans (44) appartient a Ay et
dans Ay il est l'unique solution de I’équation

d

Ri
dp

(i(e)7) = —f;(“”). (58)

Démonstration. L’appartenance de (g, 7,) & Aj est évidente.
Si (q,7) € Ay vérifie (58), on a

- _ vy—1 (% 1
ey~ == g
Ry Ja, ()
avec une constante C. Or, comme 7(¢) = h(m(p)) (voir (51)),
la fonction m(yp) définie dans (50) doit satisfaire a 1’équation
intégrale (42) et a la condition (43). Le lemme résulte du lemme
4.1. U

6. Démonstration de la proposition 4.1

On considere la fonction m(yp) définie dans (50) avec un (¢, 7) €
A;. Comme m(p) est évidemment continue et strictement croissante
sur [®g, @], on peut définir son inverse

o() =m~'() (59)

et ¢(-) est elle aussi continue et strictement croissante sur [0, M].
On définit

o B 1
G(q,7)(m) = G(@(m))u(e(m))’

ot p(m) est la fonction définie dans (59).

(60)
LEMME 6.1. L’application G(-,-) définie par (60) est une bijection
de Ay sur

M
G- {g € Mes. (0, M) | /0 h(m)g(m)dm = &, — ®, } (61)

ot Mes; ([0, M]) est la classe définie de maniére analogue a (8) en
remplagant Q0 par [0, M].
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Démonstration. Soit (¢,7) € A;. De (50) et (59) on déduit que
. (62)

depm) 1 im)
] pm)ulem)
D’autre part, comme 7(¢) = h(m(p)), on a 7(@(m)) = h(m). Donc
e [MAEm) M b
o=t [T | e
ou u
/0 GG, 7) (m)h(m)dm = By — By,

C’est-a-dire, on a .
G(A1) C@.

D’autre part, si g € G, alors nous définissons
m

/ g(m"Yh(m")dm/,
0

(63)

¢(m) =
ce qui nous permet de déterminer G(¢) et 77(¢) par les relations
1
q(p(m)) = ~ , n(@(m)) = h(m). 64
() = s () =hOm). (60
On a
®) ~ M -
q() / q(e(m)) . dp(m)
—u(p)dp = — u(@(m dm
fo o= [ Sy e G
Mais (63) et (64) donnent immédiatement
q(e(m)) . 1 de(m)
P u(p(m)) = , = g(m)h(m
e ") Gangmy a9
Donc on a o ©)
. Py
m(®y) = / —u(p)dp = M.
(1) oy 1) )z
En outre, comme 7j(5(m)) = h(m), on a 7j(¢) = h(m(p)), ce qui
entraine que (¢, 7) ainsi construit appartient a A.
La construction de ce (g,7) nous montre que G(-,-) est une bi-
jection. Le lemme est démontré. O
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LEMME 6.2. Soient (4,7) € Ay et g = G(4,7) € G. On a alors
\Ij(goq)’ﬁoq)):\lll(g)7 (65)

ol

_ M Cv
B1(0) = MOt [ ) (e P ) ), (69

@(m) étant la fonction définie dans (59).

Démonstration. En vertu de (38), (40) et (62), on déduit de (28) que

(o3} ~
v = [ 0 [quN(@)“r%w]u(sO)dso

M
= [ [evitgmaam)y ! + gm)] an.

Or, encore en vertu de (62) on a

M M ~
/ o(m)dm = MP, —/ dem
0 0 dm

M
= M‘I’l‘/o mh(m) S @) ™

Donc en vertu de (60) et (66) on a (65). O

Démonstration de la proposition 4.1. En vertu des lemmes 5.2, 5.3,
6.1 et 6.2, pour démontrer que (g, 7,) défini dans (44) satisfait a (47),
il suffit de montrer que g = G(gy, 7,) réalise le minimum de ¥;(g)
dans la classe G définie dans (61).

On remarque que G est un ensemble convexe (pour les généralités
de I"’Analyse convexe et du Calcul des variations, on renvoie par
exemple & [2]). Considérons la dérivée de Gateaux de ¥i(g) dans la
direction d’une fonction f telle que

M
/0 h(m) f (m)dm = 0. (67)
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Comme on a vu dans la démonstration du lemme 6.1, dans 'ex-
pression de ¥ (g), ¢(m) peut étre considérée comme fonction définie
dans (63). Compte tenu que Cy (v — 1) = R, on a

s - h m K u(e(m m| f(m)dm
dg (f) = /0 h( )[(g(m)u(ga(m))V (@(m))+m| f(m)d
M Rh(m
N /o (g(m)u((gb()m))v g(m)A(f)(m)dm,

compte tenu de (67) on a

Or, comme on a h(m)g(m) = df}ﬁ,’f)?

M m u m
|, Geisem g<m>ddip)b sy || 8 i

- / X ) 4t o) f ).

dm

Donc pour que %(f) =0, il faut que

A h(ml[R((g(nigiE%»v - (©8)
I otz e Dant ) + m] m)dm =

Pour que (68) soit vérifiée pour toutes les fonctions mesurables
f vérifiant (67), il faut que g(m) vérifie I’égalité

wEem) e, N
R Goegomy s G i) -
Maintenant en dérivant les deux membres de (69) par rapport a

¢ (voir (59)), on obtient

Ru(p)-L du(e)

de ((Q(Th(s@;)uw))”) (g(




88 R. BENABIDALLAH ET AL.

Or, compte tenu des relations

. —g din) _ ale),
ety ~ " Ta =)
on obtient p )
q a\p
R (@(0))ule) = =2 Zule)

C’est-a-dire, (g,n) doit vérifier (58). Par conséquent, en vertu du
lemme 5.4, § = G(q,,7,) est 'unique point stationnaire dans G de la
fonctionnelle ¥q(g).

Pour conclure, considérons

ou

qr(@r(m))u(@r(m))
avec la fonction inverse ¢,(m) de la fonction m, () définie dans le
lemme 4.1. Comme f(m) satisfait a (67), g- + f € G et on voit
facilement que, si || f||z1(o,ar) croit, alors Wi(g) = W1(g, + f) croit,
ce qui acheve la démonstration. O

7. Conséquences de 1’égalité de ’énergie pour I’état de
repos

La proposition 4.1 étant établie, on peut en tirer une conséquence
de I'égalité de I’énergie, conséquence utile pour ’étude de la stabilité
de I'état de repos.

PROPOSITION 7.1. Soit Q un domaine comme dans (12). Soient oo,
Ty € Mesy () (voir (8)). On suppose que la fonction m(-) définie
par (31) a partir de go, Ty vérifie la condition (32). Soit (qr, ) le
couple défini par (44) a partir de m(«) (a Uaide de (41)—(43) et du
lemme 4.1). On pose

_ _Gro?

Or

P od T, = (Gr o (13)771(@ o ). (70)
R

Si (v, 0,T) est solution du systéme d’équations (1)—(3) pour t > ty
avec la condition (13) (si p = 0) ou (14) (si p > 0) et avec la



POTENTIEL DE PRESSION-GRAVITATION 89

condition initiale (vo, 00, Tp) @ linstant t = to (y/oovo € L*(Q)),
alors on a

UonT) < SIVe ol )+ et ) 70 ()
< %H\/@Uo||i2+‘if(go,To) Vvt > to,
0 < /t Bt )t (72)

1 ~ ~ _
< llveswollZ: + ¥(e0, To) — ¥(er, Tp) Vti > to,

ou Fy, \(v) est la fonctionnelle définie dans (23).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition
3.1 et de la proposition 4.1. O

On remarque que dans le cas o pp = A = 0, (71) et (72) se
réduisent a

1 -
5” V Q(ta ‘)U(t’ )”%2 + \Ij(g(ta )7T(t7 )) =
1 -
= iH\/?OUOH%z + (00, To) VYt > to,

t1
/ FH’,\(U(t, ))dt =0 th > t()
to

(la condition (4) n’exclut pas le cas ou =0, A > 0).
Il est bon de rappeler que de la remarque 4.3 il résulte que le
couple (g,,T,) défini par (70) satisfait a I’équation

RV (oT) = —oV®.
D’autre part, en vertu de la proposition 4.1, on a
U(g,n) > V(G- 0@, 0®)  Y(g,m) € Anys

ou m(-) et (g, ) sont comme ci-dessus.

La proposition 7.1, jointe a ces relations, nous donne une ca-
ractérisation des distributions de température et de densité at-
mosphériques que les météorologues communément classifient stables
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ou instables, en particulier pour la distribution “la plus stable”

(or,T,). Du point de vue mathématique, il est bon de rappeler que
les inégalités (71) et (72) sont obtenues sous I'hypothese de l'exis-
tence de la solution du systeme d’équations (1)—(3) avec la condition
initiale et que l'existence d’une solution n’est pas encore démontrée.
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