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Introduzione

Il Modello Standard offre una descrizione della fisica delle particelle elementari in perfetto accor-
do con i dati sperimentali. Nonostante cid vi sono buone ragioni per ritenere che esso costituisca
solamente I’approssimazione, valida in un certo intervallo di energie, di una teoria pii fondamen-
tale. Esso lascia infatti molte questioni aperte: il problema della costante cosmologica, la cui
previsione & di molti ordini di grandezza al di sopra del limite sperimentale. Un altro problema é
quello dell’incredibile "fine tuning” necessario a mantenere piccolo il momento di dipolo elettrico
del neutrone. Il Modello Standard non spiega poi 1’origine ed il perché di tanti parametri diversi
(19, ovvero i vari accoppiamenti di gauge, di Yukawa e gli angoli di "mixing”). Il numero di
parametri introdotti a mano sembra eccessivamente elevato. Resta infine il problema di una
trattazione quantistica delle interazioni gravitazionali. Fu lo stesso Salam a proporre ’idea della
”Grande Unificazione”, suggerita dalla parziale unificazione di accoppiamento elettrico e debole
realizzato nel Modello Standard. Quest’idea porta direttamente al problema della gerarchia, cioe
della stabilizzazione delle due scale, quella elettrodebole (~ 100 GeV) e quella di unificazione
(~ 10'® GeV). L’unica soluzione nota a livello perturbativo & data dalla supersimmetria, che
fornisce teoremi di ”non-rinormalizzazione” grazie alla cancellazione tra contributi bosonici e
fermionici. In effetti anche il problema della costante cosmologica & legato all’introduzione di
un’altra scala di massa, la massa di Planck (~ 10'° GeV). La vicinanza della scala di unificazione
alla scala di Planck induce a ritenere che non si possano trascurare gli effetti gravitazionali. Nel
contesto della supergravita, ottenuta rendendo locali le trasformazioni di supersimmetria, si ha
una spiegazione naturale dell’origine dei cosiddetti ”termini di rottura soffice” della supersim-
metria, necessari per conciliare la stabilizzazione delle scale di massa con ’evidente assenza di
supersimmetria alla scala elettrodebole. Sempre grazie alla supergravita si ottiene una soluzione,
per lo meno a livello perturbativo, al problema della costante cosmologica. Con modelli di ”no

scale supergravity” si pud rendere ragione in modo naturale di una scala bassa per i termini di
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rottura soffice. Si pone comunque il problema della quantizzazione della gravita, nonché di una
comprensione degli aspetti non perturbativi delle teorie di campo, necessaria per la soluzione
del problema del confinamento dei quarks, ma anche della consistenza teorica delle interazioni
elettrodeboli, per le quali invece & ’andamento ad alta energia della costante di accoppiamento
a porre problemi ("triviality”). Le teorie di stringa sono, per quanto noto, le uniche che con-
tengano in modo naturale la gravita e siano finite nell’ultravioletto [1], ed il loro studio ricevette
un notevole impulso all’epoca della cosiddetta ”prima rivoluzione” nelle stringhe, quando negli
anni ’84, 85 e successivi furono costruite le stringhe eterotiche [2] e furono proposti schemi di
compattificazione che resero le stringhe fenomenologicamente interessanti [3] [4] [5] [6] [7] [8]. La
fenomenologia si interesso essenzialmente di schemi di compattificazione di stringhe eterotiche e

calcoli di correzioni perturbative di stringa alla teoria di campo nell’ambito di tali modelli.

Nel 1994 Seiberg e Witten pubblicarono i due famosi lavori sulla soluzione non perturbativa
della teoria di Yang e Mills supersimmetrica con gruppo di gauge SU(2) [9], risultato in seguito
esteso ad SU(N) [10]. Per avere una decrizione completa non perturbativa della teoria di campo,
bisogna ricorrere a due visuali, elettrica” e "magnetica”, duali in quanto forniscono due diverse
descrizioni della stessa teoria fisica, nel senso che nessun esperimento pué discriminare tra le
due. Il motivo essenziale per cui non & possibile costruire un lagrangiano che contenga come
stati “elementari” tutti gli stati della teoria risiede nel fatto che solo in assenza di cariche
magnetiche e possibile risolvere le equazioni di Maxwell in funzione di un potenziale magnetico
A tale che F = dA, ed avere quindi una descrizione in termini di campi locali. 11 concetto di
dualita fu esteso alle stringhe [11] e questo segno 1’inizio della cosiddetta ”seconda rivoluzione”
nelle stringhe. Relazioni di dualita collegano varie costruzioni e vari vuoti di stringa tra loro
! e si congettura che tutte le teorie di stringa rappresentino fasi diverse di un’unica teoria piu
fondamentale, o meglio di due teorie duali ("M-theory” ed ”F-theory”). Non v’¢ piu ragione di
focalizzare 1’attenzione unicamente sulle stringhe eterotiche, ed anche a livello di supersimmetria
e supergravita & stato dimostrato che grazie a fenomeni non perturbativi & possibile realizzare la
rottura spontanea parziale della supersimmetria, superando il cosiddetto "no go theorem” [14]
che portava ad escludere dall’interesse fenomenologico le teorie con supersimmetria estesa [15],

[16]. Attualmente percid il campo di indagine sembra pil aperto che mai.

!La letteratura sull’argomento & vastissima. Per una rassegna dei lavori piti importanti si vedano ad esempio
[12] e [13].
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Con questa tesi si intende fornire un contributo allo studio degli aspetti non perturbativi
delle teorie di stringa, mediante lo studio e la classificazione completa dei modelli di stringa di
Tipo-II, cioé con supersimmetria del ”world-sheet” sia tra ”left movers” che tra "right movers”,
in quattro dimensioni con N = 2 supersimmetrie nello spazio-tempo, costruiti con il metodo
dei fermioni liberi [7] operando sulla stringa N = 8 una proiezione (orbifold) Z; X Z; che
agisce riducendo simmetricamente le supersimmetrie ”left moving” e “right moving”; nel seguito
verranno chiamati percid ”orbifolds Z, x Z, simmetrici”. Com’é noto il massimo numero di
supersimmetrie spazio-temporali per la stringa di Tipo-II in quattro dimensioni ¢ N = 8 =
47 + 4R, e si ottiene quando le sei dimensioni interne sono compattificate su un toro. Lo spettro
di massa nulla corrisponde alla supergravitd N = 8. La proiezione simmetrica Z, X Z, riduce
il numero di supersimmetrie ad N = 1; + 1g, conservando solo gli stati invarianti dello spettro

N = 8 ed aggiungendo in genere nuovi stati, forniti dai cosiddetti settori "twisted”.

Nel primo capitolo vengono brevemente richiamati i punti fondamentali della costruzione

fermionica di superstringhe in quattro dimensioni, con particolare attenzione alle stringhe di

Tipo-II.

Nel secondo capitolo, dopo aver studiato 1’azione della proiezione Z; X Z, sullo spettro di
supergravita, si passa alla costruzione di modelli di stringa di Tipo-II, N = 2, studiando i modelli
che si possono ottenere mediante una scelta ”minimale” degli insiemi di condizioni al contorno
che realizzano la proiezione Z» X Z,. La classificazione dello spettro di massa nulla in termini
di multipletti di supergraviti viene ottenuta mediante la costruzione degli operatori di vertice

che rappresentano i vari stati e i generatori delle trasformazioni di supersimmetria.

Nel terzo capitolo si passa alla costruzione pil generale. Nonostante la necessaria estensione
”non minimale” della base di condizioni al contorno, i risultati ottenuti nel capitolo precedente
circa la classificazione dello spettro di massa nulla si applicano anche alla classe piu generale
di modelli. La costruzione della "funzione di partizione”, ossia il ”path integral” ad un ”loop”
di stringa, permette di studiare la dipendenza dai moduli al di fuori del cosiddetto ”punto
fermionico”. Viene discussa 1’eventuale interpretazione di tali modelli in termini di rottura
spontanea della supersimmetria realizzata a livello di stringhe [17], un meccanismo proposto
per la soluzione del problema della decompattificazione [18]. Si fornisce quindi la classificazione

completa degli orbifolds di stringhe di Tipo-Il, N = 2 ”Z, X Z, simmetrici”.

Nel quarto capitolo si fornisce un’applicazione dei risultati ottenuti nel capitolo precedente
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al calcolo della cosiddetta ”anomalia gravitazionale” e delle correzioni (soglie), dipendenti dai

moduli, all’accoppiamento del termine R? dell’azione effettiva di alcuni modelli.

Al momento di scrivere, & in corso 1’estensione di tale analisi allo studio di tutti i modelli

classificati.



Capitolo 1

Stringhe fermioniche in quattro
dimensioni.

Modelli di superstringa in quattro dimensioni possono essere ottenuti mediante compattificazione
di sei coordinate interne delle stringhe in dieci dimensioni. Cid si puo realizzare per esempio
mediante compattificazione su una varieta di sei dimensioni caratterizzata dall’avere il tensore
di Ricci nullo (Ricci flat), come ad esempio il toro in sei dimensioni 76, modelli di orbifolds
T8/G [4], varieta di Calabi Yau [3] o altro [8]. Una cosa rilevante & che le stringhe hanno si-
gnificato anche se compattificate su varieta singolari (come appunto gli orbifolds). Quando una
varieta puo essere vista come limite singolare di una varieta differenziabile, come e il caso di
orbifold e Calabi Yau ottenuta da esso per soluzione delle singolarita, si ha che le quantita fisiche
che si possono calcolare non vengono modificate dal processo di "regolarizzazione” (smoothing).
Questo significa che il contenuto fisico delle stringhe & piu regolare del particolare spazio in
cui sono immerse. Al fine di ottenere la cancellazione dell’anomalia (super)conforme, la teoria
(super)conforme interna, cioé corrispondente alle sei dimensioni compattificate, deve possedere
la corretta carica centrale. Nei diagrammi di stringa ad un loop l’integrazione sul parametro
modulare 7 del toro sul semipiano complesso superiore produce degli infiniti. Questi infiniti
vengono eliminati grazie all’invarianza modulare che permette di restringere I'integrazione su un
dominio compatto. Tutti i punti del semipiano complesso superiore vengono mappati, median-
te trasformazioni modulari, nei punti di questo dominio; il semipiano complesso risulta percio
essere costituito da un’infinita di regioni equivalenti, che cioé riproducono la stessa funzione
di partizione della stringa, trasformate 1’una nell’altra dalle trasformazioni modulari, ed & pre-

cisamente il fatto di integrare su tutte che produce il cosiddetto ”overcounting” infinito. Gli



infiniti dovuti a questo sovraconteggio di regioni equivalenti vengono eliminati dalla restrizione

dell’integrazione ad una regione compatta !.

I bosoni in due dimensioni, cioé¢ nel world-sheet, possono essere realizzati da coppie di
fermioni: si ottiene una completa equivalenza di funzioni di Green, cioé si ha lo stesso sviluppo
in prodotti di operatori (OPE). Si pud dimostrare che I’equivalenza non & solo locale, ma globale
se i bosoni sono compattificati su un cerchio di raggio opportuno 2. In questo caso si ha esatta
coincidenza della funzione di partizione. Questo in particolare significa che la supersimmetria
puo essere realizzata non solo in modo lineare tra bosoni e fermioni ma anche in modo non
lineare tra soli fermioni 3. Modelli consistenti di superstringhe in quattro dimensioni possono
essere costruiti attraverso la cosiddetta ”costruzione fermionica” [7]. In questa classe di modelli
si assume che tutti i gradi di liberta interni del world-sheet siano realizzati da fermioni liberi in
due dimensioni con la simmetria superconforme N = 1 realizzata non linearmente. Mediante
questa costruzione appare quindi chiara la natura ”artificiosa” del procedimento di compattifi-
cazione: le dimensioni interne non hanno un significato fisico diverso da quello di costituire un

modo di rappresentare una teoria superconforme con la corretta carica centrale.

1.1 Costruzione fermionica in generale.

In due dimensioni le equazioni del moto di bosoni e fermioni ci permettono sempre di descrivere
la dinamica del world-sheet in termini di gradi di liberta destrorsi e sinistrorsi (left moving e
right moving). Nella costruzione fermionica gli unici gradi di liberta bosonici sono le coordinate
non compattificate left moving e right moving 8X* e 8X*, p = 1,2, 3,4. La supersimmetria del
world-sheet , N = (1.0) nella stringa eterotica oppure N = (1, 1) nella stringa di tipo-II, richiede
la presenza delle coordinate fermioniche con indici nelle quattro dimensioni dello spazio-tempo:

3" nella stringa eterotica, 1*, 4" nella Tipo-II. La corrente di supersimmetria per i left-movers,

assume la forma seguente:

T(z) = X", + fisex'x* x5, (1.1)

'In realtd per motivi pratici risulta conveniente integrare su una regione equivalente non compatta, detta
”dominio fondamentale”, definita da |r| > 1, —3 < Rer < £.

20 pit in generale, nel caso di pilt bosoni, su un toro o orbifold nel cosiddetto ”punto fermionico”.

311 motivo fondamentale per cui in due dimensioni si puo realizzare la cosidetta fermionizzazione o ’operazione
inversa di bosonizzazione, risiede nel fatto che in due dimensioni non vi & un vero e proprio spin, quindi bosoni e
fermioni si distinguono essenzialmente per le proprieta di commutazione e anticommutazione: bilineari di fermioni
si comportano quindi come bosoni.




dove x* sono le coordinate fermioniche interne e fijk devono essere le costanti di struttura
(opportunamente normalizzate) di un gruppo di Lie semisemplice G generato da 18 elementi
[19]. Le scelte possibili per G sono percio solamente tre: SU(2)%, SU(4) x SU(2) 0 O(5) x SU(3).
Nelle strighe di Tipo-II, la supercorrente right moving & data in termini di (8X*,%,) e (X', i =
1,2...18.) in modo del tutto simile a 7'(z) nell’eq. (1.1):

T(3) = 8; X P + X B 7 (L.2)

Ci occuperemo di costruzioni in cui i gradi di liberta interni sono parametrizzati da fermioni
liberi in due dimensioni che soddisfino condizioni al contorno di periodicita o di antiperiodicita.

Nelle nostre convenzioni essi saranno indicati con:
2, o, v i=1,2...6, (1.3)

nell’aggiunta di [[¢_, xSO(3)'. In questo caso la corrente di supersimmetria & data semplice-

mente da:

6
0, X"y, + Z iyiw'. (1.4)

=1

Analogamente nelle stringhe di Tipo-II la corrente right moving é:

6
8: X g, + Y FYd . (1.5)

i=1

Nella stringa eterotica i gradi di liberta destrorsi sono 8X*, ¥4, A = 1,...,64. Discuteremo
ora le regole generali che permettono la costruzione di modelli di stringa consistenti, sia per
superstringhe Eterotiche che per stringhe di Tipo-II. Il punto di partenza nella derivazione & di
tali regole e la richiesta di esistenza globale delle correnti di supersimmetria destra e sinistra,
il che implica che ogni termine additivo nell’espressione (1.4) deve essere soggetto alle stesse
condizioni al contorno. Questo significa che se 1" appartiene ad un insieme a di fermioni aventi
tutti le stesse condizioni al contorno, allo stesso insieme deve appartenere, per ogni %, o solo z
(o equivalentemente y oppure w), oppure tutti e tre gli z, y, w. Nelle strighe di Tipo-II la stessa
cosa deve valere anche per ¢* e Z, §, w. Seguendo i lavori [7],[20], definiamo la fase §, per
linsieme a, in modo che &, = —1 nel caso che o solo %* € a o solo ¥* € a ma non entrambi,

in tutti gli altri casi §, = 1. Definiamo inoltre ’operatore di parita che conta i fermioni f in a

3



modulo due:

f(=)* altrove. (1.6)

La condizione di esistenza globale della supercorrente si pud esprimere elegantemente nel modo

(_)afz{ —f(_)a if fea

seguente:
[T(2), (-)*]_5, =0 (L.7)
per ogni insieme a. Nelle stringhe di Tipo-II esiste un’analoga condizione per la supercorrente

destrorsa. Vi é poi la richiesta di invarianza modulare della funzione di partizione della stringa

ad un loop, la cui espressione & data, nelle strighe eterotiche, da:

R D) b

spin str.

e nelle stringhe di tipo-II da:

drd7 a 20 a a;s

z=/[—-—]22 c zr | Y |25 % . 1.9

(e )?) 28 2 bl_Ibebe' (-9
spin str. f=1

I termini nelle precedenti espressioni hanno il seguente significato: dapprima abbiamo in pa-

rentesi quadrate ’integrazione sul parametro modulare del toro. Questa misura & invariante

modulare di per se, come si pud facilmente dimostrare considerando le due trasformazioni che

generano l’intero gruppo modulare:

T = T+1 (1.10)
e
T L (1.11)
—_ _—— .
T

L’integrazione avviene, come al solito, sul dominio fondamentale, cio¢ il semipiano superiore del
piano complesso quozientato con il gruppo modulare: |7| > 1, —% <ReT< % Zp &1l contributo
delle coordinate bosoniche X # a dei ghost di riparametrizzazione b, ¢ e b, &, o, equivalentemente,
delle due coordinate bosoniche trasversali nella gauge di cono luce (il determinante del laplaciano
[32]):

Zp = [Imr|~?|y(r)| 7, (1.12)

dove 7(7) = ¢'/?*TI.(1 — q*) & la funzione eta di Dedekind, ¢ = e%*". Dalle proprieta di
trasformazione di 7(7) e di Imr (si veda 1’ Appendice B), & facile vedere che anche Zp & gia di

4



per s¢ invariante per trasformazioni modulari. Zr & il contributo del fermione f (il determinante
del’operatore di Dirac chirale), che dipende dalla struttura di spin del fermione (ay, by €

Zy X Z3). Nelle usuali coordinate del toro, le condizioni al contorno sono espresse da:

_e—i'rra_f f(o'l, 0_2)

—e~imbs f(o1, 02), (1.13)

.f(a'l + la 0'2)
floy, o2+ 7)

cosicché a; = 1 o 0 indicano rispettivamente condizioni di periodicitd o antiperiodicita nelle
direzioni 1, e in modo analogo b denota condizioni di periodicita e antiperiodicita in direzione

7. Esplicitamente Zr ha le seguenti espressioni:

[ 0 - [ itHns 9;/2(7.)
= i - 1.14

ZF i 0 ] Tl' .e ] 771/2(7_)’ ( )

- - /2

0 - [ F _itHns| _ 0; (T)

|| = (—)FefrHns] = 7y (1.15)

(1] _ o ens]  67()
Zp o] = Tr [¢Fr] = i7" | (1.16)
ze| 1] = m[o)F irHn) ) (1.17)

F 1 = _(— e = D7) .

dove Hys e Hp indicano I’Hamiltoniano rispettivamente nei settori di Neveu-Schwarz e Ra-
mond, (—)F & Poperatore che da il numero fermionico 4 e §; & la ben nota funzione theta (si
veda 1’Appendice B). Nelle formule della funzione di partizione, a parte le componenti lon-
gitudinali di X*, il cui contributo & cancellato da quello dei ghosts conformi (b, ¢) e (b, &),
anche il contributo delle due componenti longitudinali di ¥* (¢*) non & visibile esplicitamente
perché, nel caso del toro, esso & cancellato esattamente dai ghosts del gravitino della teoria di

supergravita in due dimensioni, cioé del world-sheet, ovvero da (8, 7) e/o (8, 7). I coefficienti

C [ : ] =C [ :1’ t "Z" ], n = 20 oppure 64, vengono determinati dalla richiesta di invarianza
1y+2290n

“Una spiegazione dell’origine di questo operatore si trova in [21]. Quel che succede & che I’espressione
Tr [(—)“F e H ] calcola precisamente il path integral tra 0 e 7 di un fermione f che soddisfa condizioni al contorno
date da f(7) = —(—)*f(0), cosicché & = 1 significa che si integra su fermioni con condizioni al contorno perio-
diche. Di fatto, quando si passa dal cilindro, parametrizzato da (x, t), al piano complesso, parametrizzato da
z = ei‘-'+', le proprieta di periodicita risultano invertite a causa della radice quadrata nello jacobiano dei fermioni.
Questo spiega perché I'operatore (—)* compare nella posizione apparentemente errata.



modulare delle funzioni di partizione ad un loop e a genere superiore a uno. Questo permette di
determinare anche il coefficiente che moltiplica Z At indeterminato ad un loop perché tale
termine si annulla. L’ampiezza a genere superiore si fattorizza, quando i loops vengono allon-

tanati infinitamente 1’'uno dall’altro, nel prodotto delle ampiezze ad un loop. Questo implica

che:
c [ :8:(;)) ::((11)) ] =C [ :((i)) } c [ :(;)) ] ...C [ :g)) ] . (1.18)
Indicando con a, B... gliinsiemi di fermioni del world-sheet con condizioni al contorno periodiche,
si puo dimostrare che la funzione di partizione ad un loop puo essere scritta nella forma seguente
[7):
Z= Y Cplald), (1.19)

a,B €=

dove C(4)3) sono i coefficienti di cui sopra scritti in una notazione diversa: a, § indicano gli
insiemi di fermioni periodici nelle direzioni o7, o; rispettivamente, (a|3) indicano i corrispondenti
prodotti di funzioni Z e si intende che la somma & eseguita sull’insieme Z di tutti gli insiemi
ammissibili di condizioni al contorno che definiscono un certo modello. = é un gruppo abeliano

rispetto alla differenza simmetrica degli insiemi a, 8.... Essa si scrive come un prodotto ed &
definita da °:

af=aUf-anp. (1.20)
I coefficienti C,y definiscono, nel caso piii generale, una mappa da Ex E a Z; (Zn) ( vedi [20]).
Si puo dimostrare che & sufficiente considerare una base (bg = F, b1,..., bs), dove F & ’insieme
di tutti i fermioni. Questa base, mediante ”prodotti”, genera l’intero E. E percid sufficiente

restringere lo studio delle condizioni di ammissibilita agli elementi della base: data un qualsiasi

base (bo, b1,. .., b,), si richiede:
n(b;) = 2n(b; N bj) = 4n(b; N bjNbx N b)) =0 modS8, (1.21)

()T (2) = 85 T(2)(-)¥. (1.22)

Per ogni E che soddisfi queste condizioni, esistono 2™"+1)/2+1 tecorie di stringa consistenti, in

corrispondenza delle scelte possibili dei segni (+1 or —1) per i coefficienti C(r|r) e Cp,pp;) Per

5Trattandosi di un gruppo abeliano, in letteratura tale operazione viene anche indicata con il simbolo di

somma. E questa la notazione che adottiamo nelle appendici C e D, onde evitare di scrivere prodotti di insiemi
con troppi fattori.



i>j=0,1,...,n. Ogni tale scelta si estende in modo univoco ad una mappa C(,|g): EXE — Z;

che gode delle seguenti proprieta:

Clats) = €ansCislay (1.23)
Clale) = €FéaCialr); (1.24)
e
Clal8)Claty) = 8aCalgm); ' (1.25)
dove
ex = e™X)/E : (1.26)

con n(X) = ng(X) — nr(X). Veniamo ora alla funzione di partizione. Se teniamo presente le
definizioni (1.14)-(1.17), che ci danno la funzione di partizione per un singolo fermione, vediamo

che possiamo scrivere, in una notazione ovvia, il termine (a|8) come:
(alB) = (-)PR*NT=. (1.27)

Siccome, a causa di (1.25), C(qaj¢) = 83 ( per il fatto che a¢ = a), si vede immediatamente
che, eventualmente ridefinendo la normalizzazione complessiva, possiamo riscrivere la funzione

di partizione come somma di prodotti di proiezioni:

z2=Y 6&|]I -;-(1 +84C(a))(—)°)| RONT=, (1.28)
a€Z | Be=

La somma su a é presa su tutti gli insiemi del gruppo =, mentre invece il prodotto di proiezioni
dentro le parentesi quadrate pud essere ristretto agli insiemi di base, dal momento che gli altri
proiettori non sono indipendenti. Quest’espressione possiede una chiara interpretazione in ter-
mini di proiezioni GSO generalizzate: la funzione di partizione ad un loop & la somma su tutti i
possibili ”twistings” a, includendo il settore dato da tutti i fermioni con condizioni al contorno
di tipo Neveu-Schwarz, a = ¢, di prodotti di funzioni 8/7 che siano invarianti modulari, indicati
qui in notazione abbreviata da R*NF<, 1l fatto di richiedere ’invarianza modulare, invarianza
che deve essere soddisfatta all’interno di ogni settore ”twistato”, ha come risultato la proiezione
su un certo numero di stati permessi, mentre gli altri vengono esclusi. Lo spettro sara percio
costituito solamente dagli stati che sopravvivono alle proiezioni contenute nelle parentesi quadre.

Quando a N B # ¢, la proiezione sara sulla chiralita (—)ﬁ“"“ﬁ&aC’(aw) per lo spinore costruito
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suangs.

Le condizioni che devono essere soddisfatte nelle stringhe eterotiche da quelle delle stringhe
di tipo-II per garantire la presenza di un gravitino nello spazio-tempo sono diverse da quelle

delle stringhe di Tipo-II.. Per la stringa eterotica la formula che da il quadrato della massa é:

1 1
M? = -5+ 1—6nL(a) + Z (frequenze)
left movers

= -1+ 1—1611,R(a) + Y (frequenze). (1.30)
right movers

La supersimmetria viene realizzata solo tra i left movers, di conseguenza il gravitino a massa
nulla & costituito dal prodotto di uno spinore nello spazio-tempo composto da 8 fermioni left

moving ( parte left-moving del gravitino) e di un bosone del world sheet trasverso nella parte

right:

X" spin(S5)|0), (1.31)
dove S = {¥¥, x!,..., x®}. Affinché il gravitino sopravviva a tutte le proiezioni, dobbiamo
imporre che C(s|¢) = —1 per ogni insieme ¢ € E tale che {N § = ¢.

Per le stringhe di Tipo-II, d’altra parte, la formula che da il quadrato della massa e la stessa

per left e right movers, con vuoto tachionico a livello —-%:

Woe bl T (sosen)
16
left movers
— ——1-+inR(a)+ S (frequenze). (1.32)
2 16

right movers

Secondo la definizione & ’insieme degli stati periodici nella direzione "spaziale” o, cioé gli stati nel settore
di Ramond, 8 ¢ l'insieme degli stati periodici nella direzione "temporale” o2: questo fatto si riflette nel segno
(=)P; @ N B & percid Vinsieme degli stati di tipo Ramond, cioé spinori contenuti in 8, cosicché (—)*"? & (—1)
elevato all’operatore che conta il numero dei modi zero spinoriali, ovvero, per definizione, ’operatore di chiralita.
Abbiamo perci6 che, se a N B # ¢, la proiezione seleziona la chiralita:

(=)™ = (=)°"*"6aClalp)- (1.29)



In generale possiamo formare gravitini con spinori sia left che right: nel primo caso il gravitino

e dato da:
¥, /,pin(S5)|0) (1.33)

e dobbiamo imporre C(s)¢) = 1 per ogni insieme ( che contenga * ma non abbia intersezione con
§. Ovviamente C(s|cr) = —1 per ogni insieme {’ che non contenga ¥* e non abbia intersezione

con §. L’eventuale gravitino right moving ha un’espressione simile ma con L < R.

In [7] si dimostra che 1’esistenza di almeno uno stato di massa nulla e spin-3/2 assicura anche
Pesistenza di un numero uguale di fermioni e di bosoni ad ogni livello di massa ( cioé garantisce
la supersimmetria dell’intero spettro), I’annullarsi della costante cosmologica ad un loop (cioe

della funzione di partizione) e 1’assenza di tachioni.



Capitolo 2

Modelli di stringhe fermioniche di
Tipo-II con numero di
supersimmetrie N = 2.

In questo capitolo passiamo alla costruzione di modelli di superstringa di Tipo-II in quattro
dimensioni ottenuti assegnando condizioni al contorno di tipo Neveu-Schwarz e Ramond ad
alcuni insiemi di coordinate fermioniche simmetrici nei left movers e right movers. Al momento
quel che ci interessa & una costruzione minimale, cioé cerchiamo quali sono i modelli che si
possono costruire con il minimo numero di elementi di base necessario a ridurre il numero di
supersimmetrie dall’iniziale N = 8 ad N = 2. Questi modelli conterranno sempre un settore che
corrisponde allo spettro di supergravitd N = 2 quale si ottiene dal troncare con una proiezione
Z, X Z 1o spettro di supergravita con N = 8. E possibile costruire un modello di stringa con uno
spettro di massa nulla che corrisponde esattamente ad una tale supergravita N = 2. Cio avviene
quando 1’azione di ciascuno dei due Z; & libera !. Iniziamo ora con ’analisi delle riduzioni Z; e
Z3 X Z, dello spettro della supergravitd N = 8. Successivamente passiamo alla costruzione di
modelli di superstringa con N = 8, N = 4 e N = 2, discutendo lo spettro di massa nulla e le
varieta scalari costituite da quozienti di gruppi [22].

! Per la spiegazione e discussione di questo punto rimandiamo al Capitolo 3.
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2.1 Proiezione Z; x Z5 sulla supergravita N = 8.

2.1.1 Supergravita N = 8.

Lo spettro della supergravitd N = 8 pud essere ottenuto considerando 1’azione delle cariche di
supersimmetria Q’, e Qi sul campo di spin pili alto, cioé il gravitone. Per classificare gli stati
che fanno parte di una rappresentazione di massa nulla della supersimmetria, possiamo passare
ad un sistema di riferimento di tipo tempo ( si veda ad esempio [23], [24] ed i riferimenti ivi
contenuti) in cui solo meta delle cariche di supersimmetria, precisamente Q, agiscono come
operatori di creazione sugli stati di massa nulla ”on-shell”. In questo sistema di riferimento i Q‘l
rappresentano i corrispondenti operatori di distruzione, mentre 1’altra meta degli operatori, in
questo caso @3, Q’Z, non agendo sugli stati vengono rappresentati dallo zero. L’intero spettro si
ottiene percid dall’applicazione delle supercariche @} sullo stato di elicita pitt bassa. Facendo uso
di indici olomorfi ed antiolomorfi, possiamo indicare gli operatori di creazione e di distruzione
rispettivamente Q' e Q7°, 4,5* = 1,...,N. Gli operatori di creazione aumentano lo spin dello
stato su cui agiscono di 1/2, percid, partendo dallo stato di elicitd piu bassa, cioe il gravitone
con elicitd negativa, applicando gli operatori Q; troviamo lo spettro completo del multipletto
della supergravitd N = 8. Ad ogni stato avente uno spin definito corrispondono due elicita,
positiva e negativa. Se assumiamo che lo stato di elicitd positiva del gravitone sia il complesso
coniugato dello stato di elicita negativa, nella nostra notazione risulta che ad ogni livello di spin
gli stati con elicitd n/2 — 2, ottenuti applicando n volte le supercariche al gravitone di elicita -2,
risultano essere i complessi coniugati degli stati con elicitd 2 — n/2. Gli scalari risultano quindi
essere reali. Con questa costruzione risulta evidente che lo spettro possiede una simmetria U(N)

(in realt essa risulta essere SU(N)). Quel che otteniamo & [25] 2:

spin numero degli stati
2 I 1 gravitone

3/2 4, 8 gravitini

1 v ‘28 vettori

1/2 Y% 56 spinori

0 AR 70 scalari reali

(2.1)

in cui, a causa delle relazioni di anticommutazione delle cariche di supersimmetria, gli indici

i, j, k, I sono totalmente antisimmetrizzati. I 70 scalari, che abbiamo visto essere reali, soddisfano

2Questo & anche lo spettro trovato in [26].
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infatti Ia condizione di realta:
1
A* = A, dove A™ = éze“bc"pq”A”q”. (2.2)

Essi parametrizzano la varieta quoziente E7(_7)/SU(8), dove E7(_r) € definita precisamente come
la somma dell’aggiunta di SU(8) (63 stati) pii la rappresentazione totalmente antisimmetrica a

quattro indici di SU(8) ( cio# i 70 scalari che abbiamo).

2.1.2 N=4:

La proiezione Z, che riduce a N = 4 il numero di supersimmetrie agisce sugli 8 indici della

rappresentazione fondamentale di SU(8), ovvero gli 8 gravitini, nel modo seguente:
(1,1,a0,0,1,1,a,a), a€ 2, (2.3)

che lascia invariati quattro gravitini. Per vedere quali sono i vettori che sopravvivono alla
proiezione, per convenienza appaiamo a due a due gli otto indici della rappresentazione fonda-
mentale di SU(8), cioé in quattro gruppi di indici di SU(2): ¢ =1,2,b=3,4,¢=5,6,d=1,8;

a ed c sono invarianti. I vettori che sopravvivono sono:

Vlfl a2 V:x <2 V;‘LC, (2.4)
assieme a
V:l 1b2 , V:l 1d? , V:;d. (2.5)

Siccome i gravitini che sopravvivono, e corrispondentemente anche le cariche di supersimmetria,
hanno indici a e ¢, & facile riconoscere che i sei vettori della prima riga (si tenga presente che V,}+°
sono 2 X 2 = 4 vettori) appartengono al multipletto di gravita, essendo ottenuti dal gravitone
applicando due volte le cariche di supersimmetria; i sei vettori nella seconda riga appartengono

al supermultipletto vettoriale. Gli scalari che sopravvivono sono:
A%1a2e1c2 (2.6)

che & uno scalare complesso con quattro indici di supersimmetria. E facile vedere che questo &

I’unico scalare che possiamo ottenere applicando due volte le cariche di supersimmetria ai vettori
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che si trovano nel multipletto di gravita. Abbiamo poi scalari ottenuti applicando due volte le

cariche di supersimmetria ai sei vettori del multipletto vettoriale. Essi sono:

A%1:02,b1,b2 , An a2,d; ,d2 , ACrc2:b1,b2 , A s¢2,d1,d2 , (2.7)
Aa,clbl.|b2’ Aa!csdl |d2, Aal ,ﬂz,b,d, Acl sC2 1byd, (2.8)

che costituiscono 10 scalari complessi, e:
A%*ed — 16 scalari reali. (2.9)

Gli scalari che hanno due indici appartenenti allo stesso SU(2) sono complessi perché la con-
dizione di reaitad non pone alcun vincolo su di essi. In totale, gli scalari della varieta vettoriale
sono 16 reali + 10 complessi =36 scalari reali in tutto, cioé sei volte il numero dei vettori, come

ci si aspetta. Riportiamo anche i fermioni di spin-1/2 che sopravvivono alla proiezione:
Ag,bhbz (= 2), ,\g‘,dhdz (=2), Agbbe (=2), )‘gdhdz (=2)
Aabd (= 23) Aobd (= 28 spinori). (2.10)

In totale sopravvivono 24 spinori.

2.1.3 N=2:
Lo spettro ”on-shell” della supergravitda N = 2 accoppiata ad una teoria di Yang Mills & costituito
dai seguenti multipletti [27]:

(i): il multipletto di gravita, che contiene il campo di spin 2, il gravitone, due gravitini (spin
3/2) ed un vettore (spin 1);

(ii): i multipletti vettoriali, ciascuno dei quali costituito da un campo di spin 1, il bosone

di gauge, due gaugini (spin 1/2) ed uno scalare (complesso se consideriamo entrambi i gradi di
liberta costituiti dalle due opposte elicitd per i bosoni di gauge ed i gaugini). Questi scalari

parametrizzano una varietd quoziente detta ”special Kahler”;
(iii): gli ipermultipletti, ciascuno dei quali contiene un campo di spin 1/2 e due campi di
spin zero. Si puo dimostrare che questi campi, che hanno un indice di SU(2) corrispondente alle

due supersimmetrie che sopravvivono, come hanno anche i gravitini, possono essere considerati

dei quaternioni.
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La proiezione Z; x Z; che riduce ad N = 2 il numero delle supersimmetrie agisce sugli 8

indici della rappresentazione fondamentale di SU(8) nel modo seguente:

(L,1,0,0,8,8,08,a8) a,B € Zy X Zs, (2.11)

lasciando invariati solo due gravitini, quelli che portano i primi due indici. Accoppiando gli 8
indici come prima nelle coppie: a = 1,2 (gli indici che restano invarianti), b = 3,4, ¢ = 5,6,

d = 17,8 e facile vedere che gli unici vettori che sopravvivono sono:
Va2, V:I b2 Ve, V:ndz_ (2.12)

Il primo non possiede un superpartner scalare, perché agendo su di esso con le cariche di super-
simmetria otterremmo un tensore a quattro indici totalmente antisimmetrico costruito con due
soli indici diversi, il quale & evidentemente nullo, cosicché questo vettore deve essere identificato

con il vettore del multipletto del gravitone. Gli altri tre hanno partners scalari. Essi sono:

Arazbhiby 6010265152_3,

Anecez = e

Aazdidy €a1a2€d1d2D’ (2.13)
cioe:

€-€-B ~ Q.q.V:b,
€e-e-C ~ Q.Q.V:C,
ece-D ~ Q-Q-VH (2.14)

E importante notare che a causa del simbolo €2 essi sono singoletti sotto I’azione dell’SU(2) che
ruota i due gravitini. I campi B, C, D sono complessi perché la condizione di realta (2.2) non
impone alcun vincolo su di essi, come si puod facilmente vedere, cosicché essi parametrizzano la

seguente varieta quoziente di tipo ”special-Kahler”:

SU(1, 1)]3
e Sut Sar 4 I 2.15
Es (2.15)
Gli altri scalari che sopravvivono alla proiezione Z, x Z, sono:
A%d = 2 % 2 x 2x2 =16, (2.16)
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in tutto 16 scalari reali, a causa della condizione di realta (2.2). Essi portano indici di SU(2) x
SU(2) x SU(2) x SU(2), dei quali uno & ’SU(2) che ruota le cariche di supersimmetria, cosicché
essi parametrizzano il quoziente:

S0(4,4)
50(4) x S0(4)’

(2.17)

dove SO(4) x SO(4) = SU(2) x SU(2) x SU(2) x SU(2). Questa varietd quoziente contiene
28 — (6 + 6) = 16 scalari. I fermioni di spin 1/2 che sopravvivono sono:

Abibz (= 2), Azerez (=2), A2hd(=2), Ahed (2% = 8spinori). (2.18)

In totale abbiamo 14 spinori: i primi sei, che portano un indice della simmetria SU(2) dell’N = 2
sono i partners dei tre vettori, gli altri 8 appartengono agli ipermultipletti.

2.2 Superstringhe di Tipo-II in quattro dimensioni.

Vogliamo ora costruire stringhe di Tipo-II con una supersimmetria realizzata tra i left movers
ed una supersimmetria tra i right movers. Questo sara il punto di arrivo di una catena di
riduzioni del numero di supersimmetrie, a partire da N = 8 = 4 + 4gr. Da quanto abbiamo
detto prima, risulta chiaro che, dal momento che la supersimmetria deve essere realizzata sia
nel settore left moving che in quello right moving, ci servono le coordinate fermioniche spazio-
temporali trasverse sia left che right, 4*(z) e ¢*(Z), ed un insieme di 18 fermioni "interni” sia
per il settore left che per quello right. Per garantire 1’esistenza di un numero N = 4, + 4g di
supersimmetrie, abbiamo bisogno di quattro gravitini left e quattro gravitini right. La base per
E 3 deve percio contenere i due insiemi § = {¢*, 216} e § = {¢¥, #!~6}. Dal momento che
ci interessa realizzare la costruzione minimale, considereremo una base formata solamente da
questi due insiemi, oltre naturalmente al vuoto ¢ e all’insieme di tutti i fermioni, F. Il gruppo
E percid & costituito da Z = {¢, 8, §, S5, F, SF, SF, §5F}. Se si considera la formula per la
massa degli stati (1.32), & facile vedere che gli unici stati a massa nulla provengono dal settore del
"vyuoto”, cioé sono gli stati del settore di Neveu-Schwarz (N-S) e i loro partners supersimmetrici,

ottenuti dagli stati N-S agendo con S ed S su ¢. Oltre a =, abbiamo bisogno di specificare la

3Ricordiamo che in questo modo indichiamo il gruppo, la cui operazione di moltiplicazione & la differenza
simmetrica, dei vari insiemi di coordinate fermioniche cui si assegnano certe condizioni al contorno. Si veda il
Capitolo 1.
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scelta dei coefficienti modulari C. Per convenienza, riuniamo i coefficienti nella seguente tabella:

¢ S| S
ol 1| 1]-1]-1
F|1 -1]-1 ) (2.19)
Si-1]-1
S|-1]-1| 1|1

La prima riga della tabella & completamente fissata da C(,|s) = 8a (si vedano le equazioni (1.23),
(1.24), (1.25)). La seconda pud essere scelta ad arbitrio, ma nel nostro caso ogni scelta ci dara
un modello equivalente. Una volta scelta la seconda riga tutti gli altri coefficienti risultano
determinati, eccetto C(g,5), che & fissato uguale a +1 affinché i gravitini left e right sopravvivano
alle proiezioni. La nostra scelta degli insiemi della base & compatibile con ’esistenza globale
delle correnti di supersimmetria, le quali, come abbiamo gia avuto modo di spiegare, a causa

della nostra scelta di avere condizioni al contorno di tipo Z,, saranno date da:

6
T(2) = 8. X"y, + 3 'y'v’ (2.20)
=1
e da:
- -— 6 . . .
T(z) = 8: X", + ) 270" (2.21)

=1
I quattro gravitini left ed i quattro right sono dati da:

¥¥, jpspin(5)-|0) (2.22)

%" 1 j95pin(S)_[0). (2.23)

Dal momento che entrambi 9", /2spin.§' |0) ed ¥, /ZspinS |0) possiedono un simmetria spinoriale
interna SO(6), ciascuno di essi ha tante componenti quante 8 particelle di Weyl di spin 3/2 ed 8
particelle di Weyl di spin 1/2. Meta di esse sono sempre eliminate dalle proiezioni (——)5550( S|9)s
(__)5- 65C 3 3)s che nel nostro caso selezionano rispettivamente spin$., e spinS,. Otterremo per-
cid precisamente un numero di supersimmetrie pari a N = 4z, + 4g. Ne risulta che lo spettro di

massa nulla & esattamente quello della supergravitd N = 8, il quale ¢ interamente determinato
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dall’azione delle cariche di supersimmetria applicate al gravitone.

Al fine di ridurre il numero di supersimmetrie, ¢ necessario aggiungere alla base iniziale
{¢, F, S, §} altri insiemi b;. Se questi ulteriori elementi di base hanno un’intersezione non nulla

con S e/o §, automaticamente, grazie alla regola (1.21), essi avranno la seguente forma:
b;n S ={¢> ™} (5,7) = (1,2), (3,4), (5,6), (2.24)

(vedi [7]), e analogamente per §.

Lo spinore ”interno” di SO(6), la cui degenerazione ci da la molteplicita dei gravitini, viene
percio rotto e, a causa delle proiezioni su chiralita definite per i fattori in cui viene spezzato, il
numero dei gravitini left e right & ridotto di un fattore 2 per ogni tale intersezione. Se scegliamo i
nuovi insiemi di base b; simmetrici nei left e right movers, con I’aggiunta di un nuovo insieme b;,
alla base standard di NV = 8 siamo in grado di ridurre il numero di supersimmetriea N = 27+ 2p,
e con ’aggiunta di un ulteriore insieme by, otteniamo N = 1y + 1. Se lo spettro di massa nulla
della superstringa di Tipo-II minimale con otto supersimmetrie corrisponde esattamente alla
supergravita N = 8 , come avremo modo di vedere, con I’aggiunta di nuovi insiemi otterremo
dei modelli di stringa che conterranno sempre un settore "untwisted”, il settore supersimmetrico
del vuoto (4, S, §, §5), ottenuto applicando le trasformazioni di supersimmetria al settore N-S,
che corrisponde alla troncazione della supergravita che abbiamo descritto precedentemente, e in

piu dei settori ”twisted” aggiuntivi, che in alcuni casi potranno contenere nuovi stati di massa
nulla.

2.3 Costruzione di superstringhe con N = 8.

Per costruire superstringhe di tipo-II con otto stati fisici a massa nulla di spin 3/2, ci serve un
insieme F composto di 20 coordinate fermioniche left moving e 20 coordinate fermioniche right
moving:

F= {¢3,4’ g8 gyliaB gyl g3 Fleb yl,...,G,ﬁ,l,...,G} , (2.25)

in cui, come si & gia detto, %34, ¢** sono rispettivamente le coordinate fermioniche trasverse
spazio-temporali left moving e right moving, e le altre sono coordinate fermioniche ”interne”.

Come si & gia detto, per avere quattro stati di massa nulla e spin 3/2 left moving e quattro right
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moving, dobbiamo includere nella base per Z i due insiemi:

S = {¢3,4’z1,...,6} , §= {@3,4’ 51,...,6}' (2.26)

Il gruppo = sara percio:
= ={¢,5,5,55, F SF,5F,S5F}. (2:27)

I soli stati di massa nulla provengono dal settore supersimmetrico del vuoto {¢, S, 5,85}, cioe il
settore cosiddetto di Neveu Schwarz "puro” ed i corrispondenti partners supersimmetrici, come

si puo facilmente vedere dalla formula per il quadrato della massa (1.32) per left e right movers.

Si ottiene:

Stati di massa nulla di N-S (settore ¢).

Gli stati di massa nulla, costruiti agendo con oscillatori fermionici in N-S sul vuoto tachionico
|0} sia left che right, che &a livello (-3, —1), e che soddisfano le proiezioni (- =41,(-)=-1
e (—)% = —1 (si veda la tabella (2.19)) sono *:

¥H9¥|0)  gravitone, dilatone, pseudoscalare (tensore antisimmetrico),
zI9”|0) 6 bosoni di gauge (gravifotoni) nella 6 diSO(6)L ~ SU(4)L,
YHzl|0) 6 bosoni di gauge (gravifotoni) nella 6 diSO(6)r ~ SU(4)r,
z’z7)0) 36 scalari nella (6,6) diSO(6)r, x SO(6)r-

(2.28)

Questo settore contiene 2 + 36 = 38 scalari.

Stati a massa nulla nel settore S.

Questi stati sono costruiti agendo con oscillatori fermionici in N-S sul vuoto di Ramond
costruito su S, cioé il vuoto spinoriale costruito sui modi zero delle coordinate fermioniche che
appartengono all’insieme S, al quale assegnamo condizioni al contorno di Ramond. Questi stati

soddisfano le proiezioni di tipo GSO date da (—)F, (-)° e (—)°. Esplicitamente essi sono:

¥“spin(5)-|0) 4 gravitini e 4 fermioni di spin-1/2 nella 4 di SU(4)y,

2.29
z'spin(S)_|0) 24 fermioni di spin-1/2 nella (4,6) di SU(4)L x SU(4)r, (2:29)
dove spin(S)_ =spin(¢3*zl-6)_.
*Per semplicitd usiamo la notazione o*,z’,...,%",z7,... per indicare gli oscillatori fermionici

7] I TV =1
1/:_1/2, T iypree s Pli T ypae e

18



Stati di massa nulla nel settore §.

Questi stati sono ottenuti agendo con oscillatori fermionici di N-S sul vuoto di Ramond di
S, e soddisfano le stesse proiezioni di tipo GSO, cioé (—)F, (=)5 e (=)° degli stati del settore
S. Abbiamo:

¥*spin(8)-|0) 4 gravitini e 4 fermioni di spin-1/2 nella 4 di SU(4)g,

Z 2.30
z’spin(5)_|0) 24 fermioni di spin-1/2 nella (6,4) di SU(4)L X SU(4)r, (2:30)
dove spin(5).. = spin(>4z18)_.
Stati a massa nulla del settore S5.
Questi sono gli stati del vuoto a massa nulla Ramond-Ramond. Essi sono:
spin(S)_spin(5)-|0) 16 scalari complessi e 16 bosoni di gauge (2.31)

nella (4,4) di SU(4)L X SU(4)r.

Si noti il cambio di chiralita per i fattori spin(S) e spin(S) rispetto ai settori § ed §. Dalle
equazioni (2.28)-(2.31) si pud vedere che tutti gli stati a massa nulla si dispongono in modo na-
turale in rappresentazioni di SU(4)r X SU(4)rx U(1), dove U(1) sta per la complessificazione dei
16 scalari del settore S5 e la coppia (scalare, pseudoscalare) del settore ¢. Per avere un confron-
to con lo spettro della supergravitd N = 8 dato dalle equazioni (2.1), consideriamo 1’embedding
SU(4)L x SU(4)r x U(1) C SU(8) . E quindi facile vedere che i gradi di liberta aventi spin
(2,3,1,1,0) nelle equazioni (2.28)-(2.31) trasformano come le rappresentazioni (1,8,28,56,70)
di SU(8), come ci si aspetta dall’algebra della supersimmetria N = 8 [25].

2.4 Superstringhe di Tipo-II con N =4 =2y + 2.

Quel che ci interessa qui & la costruzione minimale, dal momento che il nostro scopo & arrivare
a ridurre la supersimmetria a N = 17, + 1g, cosa che verra svolta nella prossima sezione. Con-
sideriamo percio 1’introduzione di un solo nuovo insieme nella base di =, ovvero operiamo la
scelta minima che ci permetta di ridurre il numero di supersimmetrie. Il nuovo insieme b;; deve
introdurre una proiezione Z; in entrambi i settori left moving e right moving, al fine di ridurre

di un fattore due il numero dei gravitini. La scelta piu semplice & un insieme simmetrico nei
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right movers e nei left movers, con le seguenti proprieta:

bNS = {1,1;3’4, 21’2} , byNnS= {123’4,5”} , (2.32)

al fine di rompere la rappresentazione spinoriale dell’SO(6) interno che fornisce la molteplicita
dei gravitini. Avendo scelto b;; simmetrico e con queste proprieta di intersezione, le regole

(1.21) sono soddisfatte. Al fine di soddisfare anche (1.22), se ne ricava che la struttura di b;; &

necessariamente del tipo:

34, g12, 3o

bg‘;) = { 34, 512, e } Al (2.33)

con
A(O) = ¢1 A(l) = {ylawlayl,ﬂ’l} ’

2.34
A®) = {y', v, % 0t g, 0", 7%, 07} (234

Tenendo presente la formula per il quadrato della massa (1.32), si osserva che, quando b( )
contiene 16 oscillatori fermionici, cioé 8 left ed 8 right (a = 0), otteniamo stati di massa nulla
dal settore supersimmetrico twistato (bﬁ),S bg(i),gbﬁ),s (0)), quando contiene 24 oscillatori
(a = 2) otteniamo stati di massa nulla dal complemento in F del settore supersimmetrico
b1, cioe da (Fb2,, SFb?,, SFb3,, SSFb,); & facile riconoscere che (a = 0) ed (a = 2) danno
modelli equivalenti. bgl) contiene 20 oscillatori fermionici, e cosi anche il suo complemento in
F contiene 20 oscillatori, 10 left e 10 right. In questo caso gli unici stati di massa nulla sono
forniti dal settore "untwisted”, il settore supersimmetrico del vuoto, e corrispondono agli stati
che otteniamo operando una proiezione Z, dello spettro N = 8 in teoria dei campi. Cominciamo
percio con ’analisi dello spettro di massa nulla di questo modello, dal momento che il settore
supersimmetrico & lo stesso che nel caso (a = 0, 2). E facile vedere che la proiezione Z, introdotta

da b;; ha la seguente azione sugli indici della 8 di SU(8):
(1,,a,a,1,1,a,a) a€ Zy, (2.35)
e percio elimina 4 degli 8 gravitini e rompe
SU(8) — SU(4)1 x SU(4)2 x U(1); x U(1)2. (2.36)

Al livello di stringa, a causa della separazione left-right, possiamo vedere solo il sottogruppo

(SU(2) x SU(2) x U(1))L,r di SU(4)1 X SU(4)2 x U(1)1 x U(1)2. La scelta dei coefficienti
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C(buIS)a C(bu|5') e Cloyjp,) = C(bu|p) ¢ irrilevante, in quanto qualsiasi scelta porta a modelli

equivalenti. Cionondimeno, per usare le stesse convenzioni delle prossime sezioni, scegliamo:
Cionlr) =+ Cinls) = Cleny1s) = +1- (2-37)

I valori di tutti i coefficienti C(43) per questo modello sono riportati nella seguente tabella:

6| F| S| S|b
6 | 1] 1]-1]-1]| 1
F 1(1]-1]-1 1 , (2.38)
S |-1t-1| 1| 1] 1
S |-1{-1|1]1] -1
b 1) 1] 111 1
per la cui discussione rimandiamo all’Appendice A.
Gli stati di massa nulla del modello (¢, F, S, 5, b1,) sono:
Settore ¢:
PHPp*|0) gravitone, dilatone, pseudoscalare,
z1:2%|0) 2 bosoni di gauge nella 2 di SO(2),
P#zE12|0) 2 bosoni di gauge nella 2 di SO(2)g, (2.39)
z12z1:2|0) 4 scalari nella (2,2) di SO(2); x $0(2)r,
z3-6z3--6|0) 16 scalari nella (4,4) di SO(4)L x SO(4)r.
Settore S:
4”spin(S)_|0) 2 gravitini e 2 fermioni di spin-1/2
in (2,1) of SU(2)L x SU(2);, ~ SO(4)L,
z12spin(S)_|0) 4 fermioni di spin-1/2 nella (2,1;2) di (2.40)

SU(2)L x SU(2)L, x SO(2)r,
z34565pin(5),._|0) 8 fermioni di spin-1/2 nella (1,2;2,2) di
SU(2)L x SU(2)}, x SU(2)r X SU(2)k,

dove

spin(§)_y = spin(¢>*z"?)_spin(z>F),.

spin(§)._ = spin(¢®*z!?) spin(z>%)_
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Le diverse chiralita dei sottogruppi di spin(S) sono determinate dal coefficiente C(gy,,), che

impone la proiezione sulle chiralita (—) o (+) a seconda che lo stato in questione contenga o no

un oscillatore appartenente a b,;.

Settore S: come nel settore S con lo scambio di L < R.

Settore SS:

spin(S)_4spin(5)-4|0) 4 scalari complessi e 4 bosoni di gauge nella (2,1;2,1) di
SU(2)L x SU(2);, x SU(2)r x SU(2)R,

spin(5)4—spin(5)4+_|0) 4 scalari complessi e 4 bosoni di gauge nella (1,2;1,2) di
SU(2)L x SU(2);, x SU(2)r x SU(2)R,

(2.41)

dove

spin(S)_;, = spin(¥>*z"?)_spin(z3%),

SPiH(S)+_ = spin(¢3»4z172)+spin(z3,...,6)-.

Passiamo ora all’analisi del modello (a = 0), equivalente al modello (a = 2). Nel caso (a = 0),
oltre al settore supersimmetrico del vuoto, che ha lo stesso spettro di massa nulla del mod-
ello (& = 1), in questo modello ci sono nuovi stati di massa nulla provenienti dal settore

supersimmetrico "twisted” bﬁ). Esplicitamente essi sono:

Settore bg‘i):

8 scalari complessi ed 8 bosoni di gauge nella 8 di SO(8)(yg)- (2.42)

Settore § bﬁ):

spin(a:s""’a)+spin(1,53’45:1’2)+ spin(y3""'6173""’6)+ |0>

16 fermioni nella (2,8) di SU(2). x SO(8)(yy)- (2.43)
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Settore § bg(;):

spin(¢3'4zl’2)+ spin(53""’6)+spin(y3""’6ﬂ3""’6)+ Io)

16 fermioni nella (2,8) di SU(2)r x SO(8)(yg)- (2.44)

Settore $55{):

spin(z3""’6)+spin(is""'6)+spin(y3""’6y3""16)+ IO)

32 scalari nella (2,2,8) di SU(2)L x SU(2)r X 50(8)(yg). (2.45)

2.5 Superstringhe fermioniche di Tipo-II con N =2 =1 + 1.

Allo scopo di ridurre ulteriormente il numero di supersimmetrie, dobbiamo introdurre nella base
per Z, che ricordiamo essere il gruppo degli insiemi di condizioni al contorno, un nuovo insieme
b22, che soddisfi le seguenti proprieta: deve ridurre il numero di gravitini di un fattore 2, ed allo
scopo deve percioé introdurre una nuova proiezione Z;. Questo si ottiene scegliendo un insieme
bys che abbia le seguenti intersezioni con gli insiemi S ed S che generano” le trasformazioni di
supersimmetria:

byoN S = {434,234}, by § = {¢34,2%%). (2.46)
Questo insieme deve anche essere compatibile con l’esistenza globale delle due correnti di su-
persimmetria T'(z) e T(Z) ed avere la corretta intersezione con gli altri elementi della base, che
sono, a parte S ed S, F ed bg‘;). Nel caso N = 4, i fermioni interni y non erano distinguibili dai
w, nel senso che, finché si considera solo la scelta minimale di elementi di base per rompere la
supersimmetria, essi forniscono modelli equivalenti. Ora la cosa & diversa, perché I’introduzione
di un nuovo elemento nella base in taluni casi pud rompere la simmetria interna SO(8)(y3), 2
seconda che vi sia o non vi sia intersezione tra b;; e bys. E facile riconoscere che la struttura

generale di by2 deve essere la seguente:

B34, 234 gl:2 55
b = { &3,4: 53,4: a1»2:55,6 ua®, (2.47)

dove:

a! =ylorw!, a?=y?orw?

b° = y® or w®, % =y®orwb. (2.48)
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La condizione di intersezione con b; impone n({y>®,7%6} N {$5%,5%6}) = 0 (in realtd sarebbe
modulo 4, ma questa seconda possibilitd non pud mai realizzarsi perché nel nostro caso n & al
pil 2), e cosi possiamo assumere, in tutta generalita, che 5°6 siano la parte right moving e b°°
la parte left moving delle stesse coordinate fermioniche, cioé se (%) sta per I’insieme (y°,35),
allora (55) indica I’insieme (7°,%°) e cosi via. La scelta di al'? e @2 non & soggetta ad alcun
vincolo e, dal momento che, come apparira chiaro in seguito, & anche irrilevante, assumeremo,
come per b8, che @' costituiscano la parte right moving delle stesse coordinate di a'2. In
quanto segue, per semplicita useremo anche la notazione (a) per (a',a?) e (b) per (b!,5%). Dalle
condizioni di esistenza globale delle correnti di supersimmetria, otteniamo che A®) pud essere

uno qualsiasi dei seguenti insiemi:

A(o) = ¢ A(s) = {y37 w37 373’ i’3}a

A(3,4) = {y31 y47 w37 w4, '!737 3741 wsa 17)4}. (2'49)

Naturalmente ¢’ anche A(4), ma & equivalente a A®), percid non lo prenderemo in considera-
zione. Passiamo ora all’analisi dei vari modelli che si ottengono. L’insieme bz, introduce una
nuova proiezione Zj, che ha la seguente azione sugli indici della rappresentazione fondamentale

di SU(8), cioé i gravitini della superstringa N = 8:

(1,1,1,1,8,8,8,8), B€Z (2.50)

Considerata assieme alla proiezione data da b;;, otteniamo una proiezione Z, X Z; che agisce

sui gravitini nel seguente modo:

(1, 1) a,a, ﬂ; ﬂ7 aﬁa aﬂ)a asﬂ € Z2 X Z2’ (251)

ovvero la stessa proiezione della sezione (2.1.3). In genere, percid, lo spettro di massa nulla
contiene come sottoinsieme gli stati di massa nulla della supergravitd N = 8 troncata dalla
proiezione Z, X Z;, pilt eventualmente nuovi stati provenienti dai settori twistati b1, e by e
i loro partners supersimmetrici, che soddisfano entrambe le proiezioni (—)! e (—=)b22. Per
identificare le varietd parametrizate dagli scalari di massa nulla, dovremo trovare le proprieta di
trasformazione degli stati per il gruppo SU(2) che ruota le due cariche di supersimmetria della
supergravitd N = 2. Iniziamo qui con un’analisi dettagliata del settore supersimmetrico del
?vuoto”, ovvero l'insieme degli stati di massa nulla ottenuti mediante I’azione di oscillatori di

Neveu-Schwarz sul vuoto tachionico (-—%, —%), perché questo settore é comune a tutti i modelli.
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2.6 I settori di Ramond e N-S nelle stringhe fermioniche di
Tipo-II N =2 =11 + 1y in 4 dimensioni.

Per derivare lo spettro di massa nulla del settore supersimmetrico del vuoto, & sufficiente con-
siderare che esso contiene gli stati del ”supersettore” del vuoto N = 21 + 2g che sopravvivono
all’'ulteriore proiezione data da b,;. Nell’Appendice A riuniamo in una tabella i coefficienti

C(ap) la cui scelta determina le chiralita dei fattori SU(2) che si riferiscono alle varie coppie di

coordinate fermioniche. Si ottiene:

Settore NS=¢:

¥#¥|0)  :il gravitone (spin 2) e i due stati di spin 0:
dilatone e tensore antisimmetrico = pseudoscalare,
z12z1:2|0) : 4 scalari nella (2,2) di SO(2)L x SO(2)r, (2.52)
z34334|0) : 4 scalari nella (2,2) di SO(2)} x S0(2)k,
z°625%]0) : 4 scalari nella (2,2) di SO(2)! x SO(2)%,

Settore S:

YHspinS, ___|0) e c.c. = 1 gravitino, (2.53)
dove

spinSy___ = spin(¢>*).spin(z!?)_spin(z3*)_spin(z>€)_ . (2.54)

Per prendere contatto con il punto di vista della costruzione di vertice [28], complessifichiamo i
fermioni attraverso le ridefinizioni:

TP =6, (00— ) = ¢

V2 V2 ’

1x

—\/1—5-(:1:1 + iz?) = 2!, f(z —iz?) = ',

2%

\/ii(:t:3 +iz?) = 2?, \/—(2 —iz') = 2%,

L (28 + iz8) = 23, 2L (25 - iz®) = 25, (2.55)
V2 V2
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Nella rappresentazione bosonica i vertici di cui sono composti gli spinori sono dati (nella visuale

-1/2) da 5:

spin()s — 3%,

spin(z’)s — eii’%Hi, (2.56)

cosicché il vertice per spinS ha dimensione conforme . I bosoni sono creati da:
icché il verti inS ha dimensi nf 1/2). Ib i ti d

P =g - el (2.57)

In questa rappresentazione 1’operatore di vertice per il gravitino é&:
eiHoe%(Ho-Her—Hs). (2.58)

Gli altri stati del settore S sono:

z12spinS,_,+|0) @ c.c. = 2 fermioni di spin 1/2 nella 2 di SO(2)g,
z34spinS,;_.|0) ® c.c. = 2 fermioni di spin 1/2 nella 2 di SO(2), (2.59)
z%%spinS. 4, |0) @ c.c. =2 fermioni di spin 1/2 nella 2 di SO(2)%,

rappresentati dai seguenti vertici:

5125pin(8)_44]0) — e e:t%: (Ho~Hi+Hz+Hs)
234spin(8) 414 |0) — etifaeta(HotHi-HatHs), (2.60)
£565pin(§) 4 44_[0) — etifs gt 3 (Hot+Hi+Hy—Hs)

Settore §: questo settore fornisce lo stesso spettro del settore S con L « R.

Settore Ramond-Ramond S§:

L’intersezione con by; rompe spin($5) in SU(2)8. Per vedere quali sono gli stati, dobbiamo
analizzare quali sono le chiralita di ogni fattore SU(2). Per semplicita useremo una notazione

abbreviata per gli operatori di vertice:

+ e %H, (2.61)

5In quanto segue, ometteremo sempre 1’operatore di vertice del "ghost” e gli esponenziali dei momenti "on-
shell”, che possiamo riassorbire nella definizione del vuoto, cosi come ometteremo anche i cocicli, necessari per
ottenere oggetti anticommutanti nella versione bosonizzata dei fermioni. E pure sempre sottinteso che, quando
rappresentiamo gli stati in questo modo, gli operatori di vertice agiscono sul vuoto.

26



Partendo dal settore $§ di N = 4, otteniamo che:
spin(¢3*z1%)_ spin(23’425’6)+ spin(zf:s"‘il’z)_ spin(53’455’6)+
+ - + + + - + +
- + - - - 4+ - -

é rotto a:
oppure:

Gli scalari corrispondono a:

(+ - - =) (-+++),

unitamente al suo complesso coniugato, ed a:

(+ =+ 4) (= + )

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

anch’esso unitamente al suo complesso coniugato. (Nella precedente espressione, il segno + si

riferisce ai fattori di spin di SU(2) presi sempre nello stesso ordine).

I vettori si ottengono prendendo la stessa chiralita per spin(4>?) e per spin(%>*). Otteniamo:

(+ -+ +) (+ -+ +)

piu il complesso coniugato, e:

(+ == =) (+ - = -)

pit il complesso coniugato. Sempre partendo dal settore §§ della N = 4, da:

spin(y>4z1:2), spin(z34256)_ spin(z/;3’4:|':1'2)+ spin(£3’455’6)_

(22 () (1) (25

abbiamo la rottura a:

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)



oppure:

(++—+) (++—+). (2.71)

(+ ++-) (---+) (2.72)

cosicché gli scalari sono:

unitamente al suo complesso coniugato, e:

(+ + - +) (- -+ -) (2.73)

anche questo con il complesso coniugato. Come prima, i vettori si ottengono prendendo la stessa

chiralita per i gradi di liberta spazio-temporali trasversi. I vertici che rappresentano gli stati di

massa nulla del settore S5 sono percid:

eﬂ:%(Ho—Hl—HQ—H:;—I-{0+P-11+H2+I-{3)
ei%(Ho-H1+Hz+H3—1'70+F11—ﬁz—ﬁa)

i . o 2.74
scalatl \ s (HotHy+Hy— Hy—Ho—Hy ~Ha+H) (2.74)

ei%(H0+H1—H2+Hs—170—1:11+I72—f73)

¢t (Hom Hy~Ha— Hat Ho— Hy - Fy— )
¢ 3 (Ho—Hi -+ Ho+Hy+ Ho~ iy + Hy+ Hy) 2.75
vectori ei%(HO'l‘Hl +Hy—H3+Ho+H +H,—H3) ? ( . )

et 3 (Ho+Hy~Hay+Hs+Ho+H - H2+Hs)

In totale abbiamo 4 scalari complessi e 4 bosoni di gauge dal settore Ramond-Ramond. Con-

siderando anche il settore N-S abbiamo 4 vettori e 8 scalari complessi, che appartengono alla

varieta quaternionica. Per vedere cid, dobbiamo costruire un operatore J* dell’algebra di SU(2)

che sia ortogonale all’elicita e la cui azione sia quella di ruotare le due cariche di supersimmetria
g q

I’una nell’altra, cioe:
Jt.Q — Q. (2.76)

Allo scopo, innanzitutto dobbiamo identificare quali sono gli operatori che rappresentano le
cariche (=i generatori) di supersimmetria. Per convenienza riportiamo qui sotto le espressioni

dei vertici che rappresentano i due gravitini (2.55)-(2.58):

eiﬁoe%(Ho—Hl—-Hg—Hs) e eiHOe‘;'(HO—Hl"FIZ_Hs). (2-77)
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Da queste espressioni possiamo leggere direttamente le cariche di supersimmetria, se conside-
riamo che esse sono definite come gli operatori che, quando applicati allo stato di elicita +2,
rappresentato dal vertice:

¢Hogiflo (2.78)
vale a dire il gravitone, creano i gravitini, cioe gli stati di elicita +%. Otteniamo:

Q= e—5(HotHi+Ha+Hs) g = e—5(Ho+H +Hz+1?s), (2.79)

percio operatore:

J* = ei(Ho+Hi+Ha+Hs) .~ 3 (Ho+H1+Hz+Hs) (2.80)

é precisamente quello che cerchiamo: distrugge la carica olomorfa (left moving) e crea quel-
la antiolomorfa (right moving) senza perd cambiare Velicita degli stati. Il gruppo SU(2) che

cerchiamo e percio generato dalle seguenti correnti:
Jt, J-(=J™), I°=J%J, (2.81)
dove:
Jo = %(6110 + 8H, + 0H, + 8Hs) - %(51?0 + R, + 00, + 80 = T — Ji. (2.82)

Gli scalari della varietd quaternionica devono trasformare sotto I’azione dello stesso SU(2), come
i gravitini, percio essi devono essere carichi per I, il generatore di Cartan di questo SU(2), dato
da:

L= f JO. (2.83)
( E qui sottinteso che per avere 1’azione su uno stato prima si calcola lo sviluppo in prodotti di
operatori con J° e poi si esegue l'integrazione). In corrispondenza del fatto che SU(8) & rotto a

SU(2)* ci sono altri tre operatori ortogonali all’operatore di elicita, cosicché in totale abbiamo

i seguenti quattro operatori: &:

L = -]
L = -0
Iin = J3-J3
I, = J4—-J, (2.84)

Nel seguito, ometteremo i simboli 8 di derivata parziale nell’espressione delle correnti del Cartan, cosi come
anche il segno di integrazione nell’espressione per la carica, dimodoché si usera $ 3 (H:)¥ = ay come espres-
sione abbreviata per §dzi Y 0Hi(z)$(w) = § X2, Non vi ¢ possibilits di confusione a causa di questa
semplificazione, essendo sempre chiaro dal contesto se stiamo usando la corrente o la carica.
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dove

Ji = 3(Ho+ Hy + Hy + Hs3), J1 = i(Ho+ H, + Hy + H3),
Jy = 3(Ho + Hy — Hy - H3), J, = 3(Ho+ H, — H, — H3),
J3 = 3(Ho— Hy — Hy + H3), J5 = 3(Ho - H, - Hy + Hs),
Jy = 3(Ho - Hy + Hy — H3), Jy = 1(Ho - H, + H, — Hy).

(2.85)

E importante sottolineare che gli operatori I}, i = 1,...,4 non cambiano Delicita dello stato
su cui agiscono, cosicché |+) — |+) e |=) — |-). E facile vedere che tutti gli scalari nel settore
di R-R sono carichi per tutti e quattro questi operatori Cartan di SU(2). Gli scalari del settore
di N-S possono essere posti nella forma seguente:

SU(1,1)
U) -’

dilatone, pseudoscalare

(2.86)

dove I’ U(1) al denominatore & contenuto in tutti e quattro gli SU(2), il che ci dice che la coppia
dilatone-pseudoscalare appartiene alla varietd quaternionica ( diversamente da quanto avviene

nella stringa eterotica, in cui il dilatone appartiene alla varietd vettoriale);

- 50(2,2) SU(1,1)  SU(1,1)
1,221,2 ’ ’ ’
’ ’ 0 = ’ 2.87
27800 = SB@Ix 500 — T X U(1)a (2:87)
dove:
U(l)p = ex(Hith), (2.88)
e
U(1)a = es(Hi-H), (2.89)
Questi quattro scalari sono rappresentati dai seguenti operatori di vertice:
z12512)0) — eTiH1 e:l:z'I-_Il, (2.90)
cosicché possiedono le seguenti cariche di U(1)4:
1
Ul)s = 0, 0. (2.91)
-1 :

Tenendo presenti le definizioni (2.84) e (2.85), si riconosce che ’azione di U(1)4 su questi stati
¢ la stessa degli operatori I;, i = 1,...,4, dimodoché due di essi trasformano sotto lo stesso

SU(2)* per cui trasformano la coppia dilatone-pseudoscalare e gli scalari complessi del settore
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R-R, gli altri due sono invarianti. E facile vedere che vale la stessa cosa per le altre due repliche,
cioe:

234z340) e 2°52%9)0). (2.92)
I tre scalari complessi scarichi sotto 1’azione delgli operatori U(1)4 antidiagonali costruiti rispet-

tivamente con H; — H;, i = 1,2, 3, cioé:

eHiH+H)  Fi(Hy+Hz)  Fi(Ha+Ha) (2.93)

sono precisamente gli scalari che si ottengono applicando le cariche di supersimmetria a tre dei
vettori (2.75); un quarto vettore, et3(Ho—Hy~Hy—Hy+Ho-H, ~H2-H3) | yiene trasformato nello zero
7 e deve percid essere identificato con il vettore del multipletto di gravita. Otteniamo percio:

3 scalari complessi nella varietd vettoriale, che parametrizzano il quoziente:

[SU(I, D1 L SU(L,1) . 50(2,2) (2.99)
Ul)p 1| — UQ) ~ S0(2)x 50(2) )
Gli altri tre scalari complessi (2.92):

e:l:i(Hl—f_Il), ed:i(Hz—gz), e:Ei(Ha—ﬁs), (2.95)

3
che parametrizzano [%L(%—B] appartengono alla varietd quaternionica. Complessivamente gli

scalari dei settori N-S e R-R (2.74), (2.86) e (2.95), che portano carica di I;, i = 1,...,4

SU(2), =8 scalari complessi, parametrizzano la varietd quaternionica rappresentata dal seguente

‘quoziente:
50(4,4)
50(4) x SO(4)’
dove SO(4) x §0O(4) = SU(2); x SU(2); x S§U(2)3 X SU(2)s. Se ne conclude che gli scalari

dei settori N-S e R-R forniscono esattamente lo stesso spettro della riduzione Z, x Z, della

(2.96)

supergravita N = 8.

2.7 Settori "twisted”.

Analizziamo ora la struttura generale dei settori ”twisted”, cioé quei settori in cui si assegnano

condizioni al contorno di periodicita (sul cilindro o antiperiodicita sul piano complesso) ad un

"Per vedere questo dobbiamo tenere conto della presenza di cocicli, necessari per ottenere vertici spinoriali
anticommutanti dai bosoni. Per semplicitad i abbiamo omessi. Come si pud vedere da (2.79), questo vettore
si ottiene applicando @ - @ al gravitone. Nella definizione delle cariche ci sono cocicli che le rendono operatori
anticommutanti, percid applicando ancora Q - @ otteniamo zero a causa dell’antisimmetrizzazione.
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certo insieme di fermioni. Dalla formula per il quadrato della massa, (1.32), si pud vedere che
affinché vi siano settori twistati contenenti stati di massa nulla, bisogna che un insieme a € =
contenga precisamente 8 oscillatori left moving ed 8 oscillatori right moving. Nel nostro caso,
quattro oscillatori left e quattro right sono gia fissati. Essi corrispondono alle due coordinate
fermioniche spazio-temporali trasverse, left e right, ossia 934 e 93, e quattro delle coordinate
interne di cui & composto il gravitino, cioé z!'2, 1’2 in by; e =34, > in by. E facile vedere
che, mediante prodotti che generano tutti gli elementi del gruppo =, ovvero mediante differenze
simmetriche, questi oscillatori vengono trasformati in altri sottoinsiemi di S ed S, sempre perd
con lo stesso numero di oscillatori left e right. Otteniamo percid stati di massa nulla twistando
insiemi che contengono 8 oscillatori left ed 8 right del tipo y o w, (§, w). Il caso in cui si ha
solo by; e gia stato analizzato. Quando aggiungiamo bgg), tenendo presenti le definizioni (2.47),
(2.49), & facile vedere che si ottengono stati di massa nulla twistando (S, 5, 55) - bgg) oppure
(5,5,55)- Fbg"i), ma possiamo avere altri stati di massa nulla twistando (S, S, 55) - by1b22
oppure (S, 5,88) - Fby1bg;. Dal momento che le proiezioni date da b;; e da by, selezionano
sempre una sola chiralita definita per i fattori SU(2) nei quali spin(S) e spin(S) vengono rotti
(e questo & il motivo per cui otteniamo la riduzione del numero di gravitini ad uno left ed uno
right), la molteplicita degli stati all’interno di ogni settore "twistato” & data ora solo dalla sim-
metria dei rimanenti oscillatori fermionici dell’insieme che viene twistato, cioé é la molteplicita
(=dimensione della rappresentazione spinoriale) dello spinore ”interno” costruito sugli y e sui
w. Otterremo modelli differenti a seconda che questo spinore, il quale, per le ragioni appena
esposte, & sempre costituito da 8 modi zero left e 8 modi zero right, sia o non sia rotto dalle
proiezioni date da b;; e by;. Per fornire qui un’analisi generale, faremo uso qui di una notazione
impropria ma semplificatrice: dal momento che le 9 e le z sono sempre fissate, e dal momento
che gli insiemi b;; and b2, sono simmetrici nelle coordinate left e right, prenderemo in conside-
razione solo il numero dei modi left y e w dell’insieme in questione, e li chiameremo i fermioni
interni. Con l’espressione Int(a) indicheremo percio i fermioni left moving interni appartenenti
all’insieme a. Per esempio, in questi termini, i fermioni interni di bﬁ) sono costituiti dall’insieme
{y*®}. Qui sotto diamo una classificazione completa dei modelli, in base al numero di settori
twistati che contengono stati di massa nulla: tale numero puo essere 0, 1, 2, 3. Si hanno le

seguenti possibilita:

(i). Né by; né by, forniscono stati di massa nulla, e lo stesso vale per il loro complemento
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in F. ® In questo caso necessariamente il numero di fermioni interni sia in b;; che in by &
6. Se la loro intersezione contiene 3 fermioni interni, né b;1b2 né Fby1bs forniscono stati di
massa nulla. Cid avviene se Int(b;1) = {y!, w', 336} e Int(by) = {a!,a?, 3>, w3 ¢% wb}. Gl
unici stati di massa nulla di questo modello provengono dal settore supersimmetrico del vuoto

e corrispondono percid al puro spettro di supergravita.

(ii). Né by; né by, forniscono stati di massa nulla, e nemmeno il loro complemento in F.
In questo caso, come al punto (i), per entrambi gli insiemi il numero di fermioni interni & 6.
Se pero la loro intersezione ne contiene 4, otteniamo stati di massa nulla dal settore twistato
b11b22 (e superpartners). Questo & il caso se per esempio Int(b;;) = {y*, w', 3%} e Int(bs2) =
{¥'%, 43, w3,4°%}. La simmetria interna & spin4xspin4. Se intersezione & 2, otteniamo un
modello equivalente con stati di massa nulla dal supersettore twistato Fbjjby;. Otteniamo
lo stesso spettro anche nel caso in cui uno dei due b contiene 6 fermioni interni, 1’altro ne
contiene 4 e la loro intersezione ne contiene 2 (per esempio Int(by;) = {y*, w', y>®} e Int(b22) =
{y"?,4° w®}. (Di fatto questo caso risulta essere equivalente al primo come si pud vedere

ridefinendo gli insiemi di base). Questa classe di modelli possiede un solo supersettore contenente

stati di massa nulla.

(iii). Entrambi by, e b,, forniscono stati di massa nulla. In questo caso il numero di fermioni
interni é 4 per entrambi gli insiemi. Se la loro intersezione ne contiene solo uno, non possiamo
avere nuovi stati di massa nulla twistando 4,54, oppure Fb;;b22 ( questo & il caso se per esempio
Int(b1;) = {y>°} e Int(b2s) = {a!, a?,¥°, w®}). Equivalentemente, uno dei due b, diciamo b;,,
contiene 6 fermioni interni, l’altro ne contiene 4, I’'intersezione ne contiene uno solo (ad esempio
Int(b11) = {3, w!, 36} e Int(bz2) = {y*%,w5®}). In questo caso otteniamo stati di massa
nulla dal settore "twistato” Fb;;by2°. Otteniamo stati di massa nulla da 2 supersettori *twisted”,
e la simmetria interna & spin2 X spin6.

(iv). Entrambi b, e by, forniscono stati di massa nulla. In questo caso il numero di fermioni
interni e 4 per entrambi gli insiemi. Se la loro intersezione ne contiene 2 (come avviene se per
esempio Int(by;) = {y*~®} and Int(by2) = {32, y5®}), si ottengono stati di massa nulla da by,

b2 e anche da b;1b;;. La simmetria interna & spin4 Xspin4. (E anche facile vedere che questa e

8In quanto segue, considereremo solamente modelli non equivalenti: siccome la differenza simmetrica &
commutativa, il complemento in F di un qualsiasi insieme E fornisce una classe equivalente di modelli.

®Questi modelli sono di fatto un solo modello, perche differiscono unicamente per una diversa definizione della
base. Per esempio possiamo prendere come base gli insiemi 22 e Fbyy boa.
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la simmetria interna anche del supersettore b;1b22).

(v). Entrambi gli insiemi b;; e by, forniscono stati di massa nulla, e la loro intersezione
interna & nulla (per esempio Int(d;;) = {y!,w!, 3% w?, 4>} e Int(by) = {wl?,w5®}). In
questo caso non si ha rottura della simmetria interna, che rimane spin8. Anche in questo caso
otteniamo stati di massa nulla da 3 supersettori "twisted”, by1, b2 € b11by2, ma come si vedra

lo spettro di massa nulla risulta essere molto diverso da quello dei modelli del punto (iv).

Per identificare le varieta scalari, cioé vettoriale e quaternionica, dei vari modelli, dobbiamo
identificare i multipletti di supersimmetria in ogni supersettore ”twistato”. Questo si puo fare
facilmente una volta nota la rappresentazione degli stati e dei generatori di supersimmetria in
termini degli operatori di vertice. Si ottiene che questi operatori hanno la stessa rappresentazione
che abbiamo gia visto nel supersettore del vuoto, cioé in R-R, NS-R, R-NS e NS-NS. All’interno
di ogni supersettore vi & un settore dato dal prodotto tensoriale di spinori dello spazio-tempo,
che in genere si decompone in vettori e scalari (vedremo che in alcuni casi particolari compaiono
solo vettori o solo scalari), due settori che forniscono i partners spinoriali di questi vettori e
scalari, ed un settore che si ottiene applicando due volte le cariche di supersimmetria al primo
settore: esso contiene solamente scalari, alcuni dei quali superpartners dei vettori, altri super-
partners degli scalari del primo settore. Una volta identificati i loro numeri quantici attraverso
la rappresentazione di vertice, possiamo verificare che gli scalari coniugati agli scalari portano
carica per la simmetria SU(2) delle due supercariche, percid appartengono alla varieta quater-
nionica, mentre gli scalari che sono partners supersimmetrici dei vettori, e quindi appartengono

alla varieta vettoriale, non trasformano per tale SU(2).

Quel che si osserva & che gli scalari appartenenti alla varieta quaternionica, in ogni settore
di ogni modello risultano sempre essere carichi per (e quindi trasformare anche sotto ’azione di
un altro di) quattro SU(2) i cui generatori di Cartan sono riportati in (2.84) e (2.85). Essi sono
percio carichi anche per I,, oppure I3, o I,. Dal momento che gli scalari del supersettore del
vuoto sono carichi per tutti e quattro questi operatori, esiste sempre un secondo SU(2) nella
varietd quaternionica, che risulta percid possedere una simmetria SO(4) = SU(2) x SU(2). E da
notare che mentre il primo SU(2), cioé quello usuale della supersimmetria N = 2, ¢ realizzato a

livello 1, avendo i tre generatori la stessa rappresentazione in tutti i settori, il secondo viene in
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genere realizzato a livello piui alto. Infatti se in un modello, a parte il supersettore del vuoto, vi
¢ un solo supersettore ”twisted” (che fornisca stati di massa nulla), il secondo SU(2) & realizzato
a livello 1 come il primo, se ci sono due settori "twisted” a massa nulla, bisogna prendere la
somma di due generatori, e percio il prodotto diretto di due SU(2), se vi sono tre supersettori
twistati a massa nulla, dovremo prendere come generatore di Cartan del secondo SU(2) la somma
I, + I3 + I, affinché tutti gli scalari della varietd quaternionica ne risultino carichi. In questo

caso percio il secondo SU(2) & realizzato a livello 3. Una volta che si & riconosciuto percio che

S0(4,m
(4)xSO(m)?

dove m dipende dal modello, escludendo percid le altre due scelte che a priori erano possibili,

.« Sp(2m+2 SU(m,2 . . ep e eo o .
cioe mﬁ%? e sutmasUa (51 veda ad esempio [29] e riferimenti ivi contenuti).

la varietad quaternionica possiede una simmetria $O(4), la si puo identificare con z5

Passiamo ora all’analisi dei vari modelli. Dal momento che molte scelte diverse per gli insiemi
della base portano a modelli equivalenti, svolgeremo in dettaglio solamente i rappresentativi di

ogni classe di modelli equivalenti.

2.8 Strighe con spettro di massa nulla di ”pura supergravita”.

In generale, le strighe aggiungono stati alla pura riduzione dello spettro della supergravita N = 8.
Cio non avviene nel caso del seguente modello. Per convenienza riportiamo qui il contenuto dei

insiemi bl. e b3.:
due insiemi 4], e b3,:

bl _ 1/_)3,4, 3:].,2, yl, wl, y3,...,6 (2.97)
11 ,‘/)3,4, 51,2, gl, 7171, :'73,...,6 I
34 34 3 ,,3 .5 6
612;2 = 1/33 4’ f3 4’ ?, 23, 1-1-)3’ g5, "36 (2'98)
>4 24 a, g, w0, 90, w

dove @ pud essere indifferentemente (y',y?), (', w?), (w!,w?) o (w!,y?). Se assegnamo con-
dizioni al contorno di Ramond ai fermioni di questi insiemi non otteniamo stati di massa nulla,
ed & facile vedere che nessun prodotto degli insiemi di base puo fornire stati di massa nulla, per-
cio gli unici stati di massa nulla di questo modello provengono dai settori di Ramond e Neveu

Schwarz, come nella riduzione della supergravitad. Gli scalari di massa nulla parametrizzano
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percio le seguenti varita quaternionica (quaternionic manifold) e vettoriale (vector manifold):

50(4,4)

WM = B soay

(2.99)

_5U(1,1) 50(2,2)
VM. = 55 X 55y 50 (2.100)

2.9 Stati di massa nulla da settori ”twisted”.

Passiamo ora all’analisi dei modelli in cui ci sono stati di massa nulla addizionali, cioe stati che
non fanno parte dello spettro di supergravita cui si applichi la proiezione Z; X Z,. Cioé avviene
se nel gruppo E delle condizioni al contorno che definisce ciascun modello ci sono elementi
diversi da S, S ed S5 che contengano 8 coordinate fermioniche left moving e/o 8 coordinate
fermioniche right moving. In tal caso possiamo costruire un vuoto spinoriale con i modi zero
di questi fermioni, in modo del tutto analogo a quanto & stato fatto per la stringa N = 4 con
b9;. Riportiamo qui esplicitamente, per agevolare il controllo delle varie proiezioni, la tabella

dei coeflicienti modulari che le determinano. Per 'ultimo dei modelli, corrispondente al punto

(v), si fara distinzione tra le due scelte inequivalenti per il segno del coefficiente C(y,, |p,,)-

La discussione di questa tabella viene svolta nell’Appendice 1. Per tutti gli altri modelli
questo segno e irrilevante, nel senso che porta allo stesso spettro, percid, a meno che cio non sia

esplicitamente specificato, il suo valore sara quello riportato nella tabella.

| F| S| S| by | b
¢ | 1] 1|11} 1] 1
Fl1|1]1]1] 1] 1
S |-1f{-1] 1] 1| -1 -1} (2.101)
S |11 1] 1| 1] 1
by | 1 1) 1] 1| 1
b22 1 1 1 1 1

2.9.1 Stati di massa nulla da un settore ”twisted”.
Questo modello si pud ottenere con le seguenti scelte equivalenti per gli elementi di base:
a=0, ﬂ =3, b= (wS,yG),
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a=0, =3, b=(y°,ud),
a=1, =0, b= (w’ "),
a=1, =0, b= (y5ud),
a=1, =3, b= (w*uwb),
a=1, =3, b=(’1°.

Per essere concreti, svolgeremo i conti in dettaglio avendo scelto la base come nella prima riga,
cioe:
a=0, =3, b= (uwby°). (2.102)

Per convenienza, riportiamo il contenuto degli insiemi bg) e b(232):

3,4 12 3,...,6
B9 = {:l;“ ya’ P }, (2.103)
34 234 3
3@ = | e, ahyd et et P } (2.104
2 { ¢34, 34,&1,a,y o3, %%, 5 [’ )

dove a pud essere indifferentemente (y?,3?), (y*,w?), (w',w?) or (w',y?). Oltre ai settori di
NS e R-R, che sono gia stati analizzati, si ottengono stati di massa nulla anche dai supersettori
"twisted” (S, S, 55) - b(o) E facile vedere che ogni scelta consistente dei coefficienti modulari C
porta allo stesso spettro perché, come vedremo, l’intersezione di b( ) con bg ) rompe la simmetria
interna degli stati in due fattori: spin4 e spin4’, e I’unica cosa essenziale & che proietta su una

chiralita definita per spin4 e spind’, il cui valore assoluto & irrilevante.

Si ottiene:

Settore bﬂ):

L’intersezione di b(g) con b( ) rompe lo spin8 ”interno” costruito con i modi zero ”y” e "w”

e seleziona una chiralita definita per:

) N8 = {34, §%4, o2, 15, 7, 7%}, (2.105)

il cui segno é C(3,, |b,,), +1 nel nostro caso. Le altre proiezioni sono le seguenti: La proiezione

data da F seleziona la chiralita positiva complessiva per il vuoto spinoriale, mentre S proietta
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sulla chiralita positiva del fattore spinoriale costituito dai modi zero dei fermioni dell’insieme

5n bﬁ) = {¢**,21?} e § proietta sulla chiralitd positiva dello spinore costruito sui modi zero

di §n bg) = {¢34,z1?}. Per vedere quali sono gli stati permessi, dobbiamo analizzare le

chiralita dei fattori nei quali viene rotto lo spinore di partenza spin(16)=spin(?,). In quanto

segue porremo sulla stessa riga gli spinori in cui essa fattorizza, facendo uso di una notazione

abbreviata, cosicché 934, z'7 _..stanno ad indicare spin(%>*), spin(z*7) e cosi via, in colonna

saranno indicate le chiralitd permesse. Si ottiene:

p:ooat? g 2 (5,95,8%9°) (84,9594 )

() ) )

+i(Ho+H1-Ho

Gli scalari sono:

A . 3= : TR
e 1) X Spm(ysyeysye)_c(bulbzz) X spln((y4w5y4w5)"c(bu|522)

I vettori sono:

et 3 (Ho+Hi+Ho+H, 636

) x spin(ysy vy )+C(b11|622) X Spin((y4w5g4w5)+c(b11lbzz)
In totale abbiamo:

4 scalari complessi nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’
= spin(y3y6373376)_c(b11|b22) X spin((y4w5g4m5)—c(bl1lbzz)’
4 bosoni di gauge nella (2, 2) di SU(2) x SU(2)’

= SPin(ysysgsgs)+C(bn|bn) X spin((y4w5g4w5)+c(b11Ibzz)'

Settore § bg):

Questo settore contiene le seguenti coordinate fermioniche:

34 .56 53,6
Sb(o)_ 75T, Y
11 =9 734 51,2 53,..6 (°
LAY Y

Le chiralita selezionate dalle proiezioni GSO sono:
F = Chiralita complessiva (+),
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S = spin(S N 5b\P),. = spin(z34, %),
§ = spin(§n Sbﬁ))_{_ = spin(¢>4,3112),,
b&‘i) = spin(bg‘i) N Sbﬁ)) 4 = spin(g%4, 512, g%5, )., (2.111)
5% = spin(b$) n $b(S

3,4 734
P

)

)_C(bzzlbu)
. 3 .6 =3 -6

= Spm(?: 1Y HY LYY )"C(bzzlbu)'

Nelle precedenti espressioni i simboli %, z, 9¥* ecc. indicano i modi zero delle coordinate

fermioniche corrispondenti. Abbiamo:

234 g56 g3t zL2 (43,46 5%, 75) (vh, 95,7, 7°)
(+ +) (+ +) (+ +) (2.112)
Otteniamo percid i seguenti spinori:
ei%(}_{0+ﬁ1—H2

i) X spin(y3y6g3g6)+c(bu1522) X spin((:’14{11)5:'74'&15)'I'C("u|'>22) (2'113)

et3(HotHi+Hy+Hs) X spin(y3ysg356)_c(bulb22) X spin((y4w5g4,m5)_c(bnIbzz), (2.114)
cioe:
4 spinori nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’
= spin(ysysgsge)—c(bulbzz) X spm((y4w5g4m5)—c(5uIbz2)’
4 spinori nella (2,2) di SU(2 x SU(2)’

= spm(y3y6g3g6)+c(bulbn) X spin((y4w5g4w5)+c(b11lbzz)' (2'115)

Settore 55{7: Come nel settore Sb{3 con L < R, ciot H; « H;.

Settore §5b9;:

Gli stati di massa nulla di questo settore sono dati dal vuoto degenere costruito sui modi zero

delle coordinate fermioniche di §59,:

3,4 .56 ,3,...6
= z?, 20, yor
5509, = ’ ’ . 2.116

11 { 734, 756 o6 ( )
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questi stati sono scalari, perché questo insieme non contiene gradi di liberta spazio-temporali. la

proiezione data da F' seleziona la chiralitd complessiva positiva, e le altre proiezioni GSO sono:

S = spin(S N 555(0))+ = spin(z®4,2°%),,
§ = spin(§ N SSb( ))+ = spin(2>*, %),
b( ) s spm(b(o) N SSb )+ = spin(y>8, %), (2.117)
b5y = spin(s$3) N 556,
34 734 436

= spin(z” ¥, —3’6)C(b22|b11)' (2.118)

Abbiamo percio:

z3,4 =l.:5,6 53,4 1—:5,6 (y3 ye’ ya g ) (y4’ y5, g‘l, g5)

NG NG t) e

e, tenendo conto delle proiezioni, otteniamo i seguenti scalari:

+4(Hy+Hy+Hy+H: : . _
etz (H2+Hs+Ha+Hs) o spm(y3y6y3y6)+c(bn!b22) X Spm((y4w5:l74w5)+c(,,u|b22), (2.120)

eﬂ:%(H2+H3—}-I2— 3,6-3-6

") x spin(y’y°5°5°)- ~Clogy oy X SPIR((F 0T B°) G oy (2.121)

Vediamo ora quali sono gli operatori che agiscono sui vertici corrispondenti agli stati del set-
tore b( ) per produrre gli spinori dei settori Sb(o) e Sb(o) e che,' se applicati una seconda vol-
ta, producono gli scalari del settore § Sb( ) senza perd cambiare la chiralita dei gruppi interni

spin(y3y°537°) e spin(y*y°§*7°). Si ottiene che i due operatori:

Q - e—%(Ho-}-Hl +Ha+Hj3) (2'122)

Q‘ — e—%(ﬁo+ﬁ1+ﬁ2+ﬁ8)’ (2~123)

ovvero gli stessi operatori del supersettore del vuoto (2.79), hanno la corretta azione sugli stati,
cosiché essi rappresentano le due cariche di supersimmetria della N = 2 anche in questo su-
persettore ”twisted”. L’operatore nel Cartan del gruppo SU(2); di simmetria delle cariche di

supersimmetria ortogonale all’elicita & percid, come nel supersettore del vuoto:

1 1,- _ _ _
=;%+m+m+m%;m+m+m+m» (2.124)
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Da questa espressione & facile verificare che i 4 scalari complessi con simmetria interna
spin(y3y6ﬂ3§6)+c( b1y Iz ¥ spin((;:/41115‘17‘%?15)_,.c(b11 Ingg)? SUPETPartners dei vettori, possiedono carica
I, = 0, consistentemente con il fatto che appartengono alla varietd vettoriale; d’altra parte, gli

8 scalari complessi con simmetria interna

spin(;y:*ysﬂ"’gf)_c(,,11 Ioag) X spin((314'11;51,741175)_cv(b11 Ibgg? QUALETO dal settore bﬁ), quattro dal settore
S 5’6(12), sono carichi per SU(2); e percidé appartengono alla varietd quaternionica. Per vedere
di che quoziente si tratta, consideriamo 1’azione dei generatori di Cartan ortogonali all’elicita
degli altri tre SU(2) ortogonali ad SU(2);, dati da (2.85). Gli scalari complessi carichi per I;
sono carichi anche per I,. Si pud facilmente vedere che 1’azione degli operatori di creazione e
distruzione ottenuti esponenziando questi due operatori trasformano gli scalari del settore b(lq)

negli scalari del settore S5 bﬁ), percid, messi insieme, questi settori danno:
S50(4,4)

50(4) x SO(4)

dove il primo SO(4) & SU(2); x SU(2);. In tutto sono 8 scalari complessi. Gli altri 4 scalari

complessi provenienti dal settore S S'bﬁ) sono scariche per tutti e quattro gli operatori di SU(2),

59 @ 5569 —

C Q.M. (2.125)

mentre trasformano tutti per SO(2)p (& U(1)p), definito in (2.88). Essi parametrizano percio

il quoziente:

50(2,4)
50@) 5078 © VM- (2.126)

Assieme agli scalari di massa nulla dei settori R-R e NS (2.94), (2.96), gli scalari di massa nulla

di questo modello parametrizzano le seguenti varietd quaternionica e vettoriale:

50(4,8)

QM= 5@ < 50(8)

(2.127)

_5U(1,1) 50(2,6)
VM- =50y X 50(@)x 50(6)°

(2.128)

2.9.2 Stati di massa nulla da due settori ?twisted”.

Questo spettro si pud ottenere con le seguenti scelte equivalenti:
a=1, =0, b= (ys,ye),
a=1, =0, b= (v’,u’),
a=1, ﬂ = (3a 4)7 b= (ys, yG),

a=1, =(3,4), b= ("”5’"’6)’
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o da:

a=0, =3, b= (ysaye),
a=0, =0, b= (w51 y6)° (2'129)
Per essere concreti svolgeremo in dettaglio il modello dato dall’ultima scelta degli elementi di
base, cioe:
a=0, =0, b= (v’y°). (2-130)

Per praticita riportiamo il contenuto degli insiemi 5%, e b3,

o P34, 12, 3B
b, = { B3 E 12 3, ] }’ (2:131)
34 n34 5 6
By = %34’ AL (2.132)
¢ ! 2 = ? a’ w ? y

dove a pud essere indifferentemente (3!,32), (!, w?), (w!,w?) or (w!, y?). Oltre ai settori NS
e R-R, gia analizati, otterremo stati di massa nulla anche da b9, e 632. Qui sotto svolgiamo

esplicitamente il modello, con la seguente scelta per i coefficienti modulari:

| F| S| S| bn| b
6 | 1| 1|11 1] 1
F |1]{1]la]la] 1] 1
S |11 1] 1| 1| 1} (2.133)
S |-1({-1]| 1| 1] 1] -1
b1 | 1 1l 1] 1| 1
by | 1 1] 1] 1] 1

Anche qui & facile verificare che ogni scelta consistente dei coefficienti modulari porta allo stesso
spettro, perché, come nel modello precedente, I’intersezione di b( ) con bgg) rompe la simmetria
”interna” degli stati in due fattori, spin2 e spin6, e 'unica cosa rilevante & il fatto che essa

proietta su una chiralit definita di spin2 e spin6, il cui valore assoluto & irrilevante. Otteniamo:

Settore bﬁ):
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L’intersezione di b9, con b3, rompe lo spin8 interno costruito sui modi zero ”y” e "w”, e seleziona

una chiralita definita per lo spinore costruito sui modi zero di:

b1 N 8%, = {94, %4, 4%, 7°, (2.134)

il cui segno & dato da C(3,, jp,,), +1 nel nostro caso. La proiezione GSO data da F seleziona la

chiralita complessiva positiva; le chiralita selezionate dalle altre proiezioni GSO sono:

S = spin(SN b( ))_|. = spin(¢>*, z1%)4,

§ = spin(8§ N b11 )+ = spin(¢34,312),. (2.135)

Anche qui, per vedere quali sono gli stati, dobbiamo analizzare le chiralita dei fattori nei quali
il gruppo spin(16)=spin(?,) o spin(d3,) viene rotto. Usando la stessa notazione del modello

precedente, otteniamo:

¢3,4 2:1,2 ,(;3,4 51,2 (y3,4,5, g3,4,5) (yG, 3-,6)

N EE R A

e:i:-;'-(Ho +H, -H,

Gli scalari sono:
-H) X spin(y3,4,5y3,4,5)_c(buIb22); (2'137)
i vettori sono:

ez (HotFatHotHh) o opin(y455345) L0y oy (2.138)
In totale abbiamo:
4 scalari complessi nella 4 di SO(6) = SU(4) = SPin(ysA’sgsA’s)-C(buIbzz)’
4 bosoni di gauge nella 4 di SO(6) = SU(4) = SPin(ysA’sgsA’s)‘*'C(bu lb22)"

(2.139)

Settore S bﬁ):

Abbiamo:
34 56 3,...,6
y’ 3]
sﬁz{w4”ﬁﬁ}. (2.140)
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La proiezione data da S é:
spin(S N Sb( ))+ = spin(z>*, z°) ;3
la proiezione data da S é:
spin(5 N 560),. = spin($4,212).;
la proiezione di bg(i) e
spin(bg n Sb( )) spin(J;""“, g2 38 373""’6)+;

la proiezione data da bgz) e

0 . 73, 34 ,6 -6
spin(b53 N Sb{D)_cp s = SPIT, 224 8%, 7%) -Clana 10

ed infine la proiezione di F sceglie la chiralita positiva complessiva. Abbiamo:

2,3,4 zS,G 1;3,4 51,2 (y3,4,5,,§3,4,5) (yG, :176)
( + o+ ) ( + 4+ ) ( + + )

Otteniamo percid i seguenti spinori:

+i(Ho+H; +Hy+H. s« r.34,5 ~3,4,5
et 3 (Ho+Hi+Ha+ 3)x5pm(y .7 )_C(bzzlbu)

+i(Ho+H,—Hy—H . ¢ 345 =345
€ 2( o+ 2 3) XSpm(y ' ¥ )+C(b22]bu)’

cioe:

4 spinori nella 4 di SO(6) = SU(4) = spin(y>*5, >*°)_ ~Cloy, 1b22)

4 spinori nella 4 di SO(6) = SU(4) = spi.n(y3’4’5,373’4’5)+g(b11!b22).

Settore Sbgl). Come nel settore Sb( ) con L o R, ovvero H; — H;.

Settore §5b9;:
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(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)



Gli stati di massa nulla di questo settore sono scalari, perché il vuoto spinoriale e costruito
sui modi zero di coordinate fermioniche tra cui non compaiono le coordinate spazio-temporali.

Riportiamo infatti il contenuto di §5b9;:
34 25,6 3,6
- /] " y yeery
SSK. = o0 . (2.149)
11 { 734, 556 36

Come sempre la proiezione F' seleziona la chiralitd complessiva positiva, mentre la proiezione

datada § &:

spin($ N §56{9)., = spin(234,2°9),, (2.150)
la proiezione di § é:
spin(5 n §5b(%), = spin(z34,2%),, (2.151)
. . 2(0) 4»

la proiezione di bﬁl) da:
spin(6{3) N $85D), = spin(y>8,5>0),, (2.152)

la proiezione di bg;) da:
: b(o) N SS'b(O) N 3,4 23,4 ,6 6 (2 153)

st( 22 11 )C(bn[bu) = spm(z 1Z75YY )C(bzzlbu)' )

Abbiamo percio:

3,4 256 734 256 (5345, 5545)  (35,75)
(+ +) (+ +) (+ +) : (2.154)

Mettendo insieme tutte le proiezioni, otteniamo i seguenti scalari:

e:!:i(Hz +H3 —Hz —Ha) X spin(y3’4’5§3’4 15 )—C( bao |b11) (2.155)

et 4 (FatHyt Bt Fa) o gpin(y34Sg348) o (2156)

Anche qui cerchiamo gli operatori che agendo sui vertici del settore bg) per dare gli spinori dei
settori § bg) eS bg[i) e, applicati una seconda volta, gli scalari del settore S S'bg(;) senza cambiare

la chiralit3 del gruppo interno spin(y**®%3*5). Anche qui si trova che tale ruolo & svolto, come
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nel supersettore del vuoto, dai due operatori (2.79): Si trova che, come nel supersettore del

vuoto,

Q = e $(Ho+Hi+H +Hs) (2.157)

Q = e~ 3(Fo+Hi+Hy+Hs), (2.158)
L’operatore del Cartan dell’SU(2) di supersimmetria & percié anche qui:

1 1,2 = = | =
L = (Ho+ Hy + Hy + H3) ~ o (Ho + Hy + Hy + Ha). (2159)

Come per il modello precedente, da quest’espressione & facile verificare che i quattro scalari

complessi con simmetria interna spin(y3-6¢3-8) , superpartners dei vettori, hanno ca-

Clor1 1b22)
rica I, = 0, consistentemente con il fatto che appartengono alla varieta vettoriale. D’altra parte,
gli otto scalari complessi con simmetria interna spin(ys’“"agzs'""6)_c(bu lbg)? QUALETO provenienti
dal settore bﬁ), quattro dal settore § Sbﬁ), trasformano sotto 1’azione di SU(2); e percio ap-
partengono alla varieta quaternionica. Per vedere di quale quoziente si tratta, consideriamo,
come nel modello precedente, ’azione dei generatori di Cartan degli altri tre SU(2) ortogonali
all’elicita. Gli scalari complessi carichi per I; sono carichi anche per I,, percio parametrizzano

il quoziente:
S50(4,4)
50(4) x SO(4)

Essi sono in totale 8 scalari complessi. Si noti che anche qui non & possibile prendere i due

59 @ 555 — C Q.M. (2.160)
settori separatamente, perché vengono trasformati 1’'uno nell’altro, e che uno dei due SO(4) &
isomorfo al prodotto dei due SU(2). Gli altri 4 scalari complessi provenienti dal settore § gbﬁ)
sono scarichi per tutti e quattro gli operatori di cui sopra, e invece trasformano sotto 1’azione di
S0(2)p (2 U(1)p), definito in (2.88). Essi percid parametrizzano il quoziente:

50(2,4)
50(2) x S0(4)

C V.M. (2.161)

In questo modello si ottengono stati di massa nulla anche dal supersettore “twisted” bgg).
L’analisi di questo settore & del tutto analoga a quella del settore precedente, e lo spettro e una
replica del precedente. Il modello infatti & simmetrico per lo scambio di bﬁ) con bgg), e tuttii cal-
coli precedenti valgono con alcune modifiche, cio¢ lo scambio 22 « z3* e spin(y®--6§36) «

spin(a'a?w5a'a’®®). Esplicitamente otteniamo:
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Settore bg‘;):

Le proiezioni GSO in questo settore sono:

F = chiralitd complessiva (+),

S = spin(S N b§?)+ = spin(y®4, 2%*),,

5 = spin(5 N b)), = spin($34, 2%4),, (2.162)
b2 = spin(b{y N85y, o)
= spin(®4, §5, 3%, 1) cn, -

Gli stati di massa nulla sono:

e 3 (HotHy=Ho—Hz) spin(alazwsiil&z'lbs)_c(bu lbg2) (2.163)

4 scalari complessi nella 4 di SO(6)’ = SU(4)' = spin((a’d®w®a'a*@®) ¢,  ,,)»

et 3(Hot+Hz+Ho+Hz) o Spm(alazw55152w5)+c(bn|b22) (2.164)

4 bosoni di gauge nella 4 di SO(6)' = SU(4) = spin(a'a*w’@'&*®°) 1, )"

Settore § bgg):

Abbiameo:

Sbyy 2_1,2,35,6’ a'2, w, y® } (2.165)
B34, 734 g2, 5,

Le proiezioni GSO sono:

F = chiralita complessiva (+),
S = spin(S N Sbgg))+ = spin(z'?,2%%) 4,
5 = spin(§ N 5b{), = spin(F>4, 234y, (2.166)
b5y = spin(b{ N 553)4
— spin(>*, 234, a12, w5, 48, a2, w5, 7).,
59 = sial 05U o

12 34 46 g

. 6
= spm(z ' ¥,y )'C(bulb‘ﬂ)-
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Gli stati di massa nulla sono:

ei’%(go+ﬁ2+H1+H3) X spin( 1,2

=5
a'd’w’a'a’d ) Clo111522)

(2.167)

4 spinori nella 4 di SO(6) = SU(4)' = spin((ala2w5&1&2‘lﬁ_5)_c(buIbzz),

ei%(HO+FI2—H1 -

Hs) x spin(a! a?w®ala@?w’) ¢ (b1 Io22)

4 spinori nella 4 di SO(6)' = SU(4)' = spin(a'a’w’a'a®*®°)1c, ,

Settore S'bg)z): Come nel settore S bgg) conl & R

Settore S S'bgg):

Abbiamo:

Le proiezioni GSO sono:

SS'b 21’2, 2:5,6, a1,2’ ,w5’ y6
22 = - — - _5 .
21,2, 25,6, a1,2, ,w5, y6

F = chiralita complessiva (+),
S = spin(S N S569), = spin(z'?, z5%),,
S = spin(§n SSb )+ = spin(z1?,25%),,
53 = spin(s{3) N 55637).

— spin(a'?, %, 3,32, 0%, %),

b(o) = SPm(b( ) N SSb(O))C(bnlbﬁ)

. 2 =1,2 -6
= spm(:;:1 ,Z ,y , 7 )C(bulbzz)'

Gli stati di massa nulla sono:

ei%(H1+H3—ﬁ1—

Hs) x spin(a'a®w’a'a’@®).- ~Cloy;1b32)

4 scalari complessi nella 4 di SO(6) = SU(4)' = spin((a'd®w’a'a’>@®)

et i(Hi+Ha+H +Hs) o spin(a'a*w’a'a®@°) ¢, ..,

(2.168)

lbaz)"

(2.169)

(2.170)

(2.171)

=C(by11b22)?

(2.172)

4 scalari complessi nella 4 di SO(6) = SU(4)' = spin(a'a?w’a'a w5)+C(bu|b22)
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E facile vedere che ora gli 8 scalari complessi carichi per I; sono carichi anche per I, e percio

parametrizzano la varieta quoziente:

S0(4,4)
50(4) x S0(4)

C Q.M. (2.173)

Gli altri 4 scalari complessi del settore S S'bgg) sono scarichi per tutti gli operatori SU(2) di cui

sopra, ma trasformano per SO(2)p (= U(1)p), definito in (2.88). Essi parametrizzano percio il
quoziente:
50(2,4)
50(2) x 50(4)

C V.M. (2.174)

Assieme agli scalari dei settori N-S e R-R ((2.94) e (2.96)), gli scalari dei settori "twisted”

bﬁ), M Sbg(i) ) bgg), S Sb( ) parametrizzano le seguenti varietd quaternionica e vettoriale:

_ 50(4,12)
Q-M. = S0(4) x S0(12)’ (2.175)
v SULL)  50(2,10) (2.176)

U1) ~ SO(2)x SO(10)’

2.9.3 Stati di massa nulla da tre supersettori "twisted”.

Questo modello, che corrisponde al punto (vi) della sezione 9, si ottiene con gli elementi di base:

o 34 gli2 38
bgl) = {¢34 212 3, .6 [ (2.177)

© _ ¢34 234 y12 ys,s
b22 - { ,¢34 = ,4 -12 =56 (°? (2‘178)

'Y

dove, per concretezza, scegliamo a = (y!,%?), ma qualsiasi altra scelta sarebbe equivalente.
Otteniamo stati di massa nulla- dai supersettori "twisted” (S,S5,S55) - b1, (S,5,55) - ba2 e
(S,8,8 8) - b11bgo. I coefficienti C(alﬂ) per questo modello sono gli stessi degli altri modelli, e
sono riportati nell’Appendice A. Abbiamo:

Settore bﬁ) :
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In questo settore le proiezioni GSO sono:

F = chiralitd complessiva (+),
S = spin(S NbY), = spin(y34,212),,
5 = spin(5 NbY), = spin(¢>4,z12),. (2.179)

L’intersezione con b(o) impone la proiezione seguente:
29 P p segu .

spin(b) N 50) G, gy = SPI(H3E T34, 55, 750 iy (2.180)

e percid rompe la simmetria ”interna” spin(y>-~64%%) a spind xspin4
=spin(y3*43*) xspin(y>®7°€). Come nei modelli precedenti, otteniamo quattro scalari complessi

e quattro vettori.

G1i scalari sono:

i —Ho—H . _3_4 . =5-6 .
e* 3 HotH=Ho~Hh) » opin(3P 55 )~ Gy oy X SPIO((B°Y°T°T°) =Gy 1y (2.181)
i vettori sono:
i 3 a4 . _3_4 s 5,6-5-6
et 5 (Ho+Hi+Ho+H1) o spm(y3y4y3y )+ Closaiongy X spin((y°¥°5°7°) +C(by, lbga)” (2.182)

In totale abbiamo:

4 scalari complessi nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

. 7 . : 65 -6
= spm(y3y4y3:174)_c(,,u|,,22) X sp1n((y5y y5y )'C(bulbzz)’

4 bosoni di gauge nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

. — . 5 -6
= SPIn(Y°Y T ) 00,y X P Y TT) 40110 (2-183)

Settore S bﬁ):

Riportiamo qui le coordinate fermioniche appartenenti a S bg(i):
34 56 3.6
Sb(o) _J % ’ai ’3{ } ] (2.184)
11 B34, gL2, GBS
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Le chiralita selezionate dalle proiezioni GSO sono:

F = chiralita complessiva (+),
S = spin(S N Sbﬁ)).*. = spin(z>*, %),
§ = spin(§n Sbﬁ))+ = spin(¢>*, 21%),,
biy = spin(b{y N 5D)4 = spin(9>4,2"2, 5>, 504,
b2 = spin(b%y) N 5bY)-Gpiny)
— spin(z®*, §4, 45, 755, 376)—C(bn|bu)'

Otteniamo percio i seguenti spinori:

ei%(ﬁo-}-f{l—Hg

—Hs) X SPin(yay4!73374)+C(bu|f,22) X spin((ysyaﬁsgs)'*'c(bu1522)

S(Ho+H . —3_ . 6-5-6
etz (Ho+Hi1+Hz+Hs) o st(y3y4y3?/4)—C(b11|bn) X spm((ysy 7°7 )_C(bn'bn),

cioe:
4 spinori nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

= spm(y3y4gsg4)—c(blllb22) X Spin‘((ysysgsgs)—c('?u|‘>22)’

4 spinori nella (2,2) di SU(2 x SU(2)

= .spin(y3y4373g4)+c(bu Ibaz) % spin((y5y6375ﬁ6)+c(bu le22) "

Settore S'bgci) : Come nel settore Sb(ﬁ) con L « R, ossia H; « H;.

Settore 55b9;:

Da questo settore otteniamo scalari, perché:

SS'b?l _ { 23,4’ z5,6, ya,...,s }

734 %56 23,..6
7T Y

(2.185)

(2.186)

(2.187)

(2.188)

(2.189)

La proiezione di F seleziona la chiralitd complessiva positiva, le altre proiezioni GSO sono:

§S=5n55 = {23’4,2576}+,
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§= 5055 = {325}

b

+
0 0 & _
bgl) = bgl) N SSbgg) — {ya,...,s, y3""’6}+ , (2.190)
by = b5 N 556 = {234, 2%4,y°¢,5°6} : (2:191)
Clbgalbr1)
Considerando tutte le proiezioni, otteniamo i seguenti scalari:
+i(Hy+Hy+H.+H . =3 - . 5
=2 (et st i H8) o spin(yPy* 5°5*) 1000y, 1oy X SPIR((F°Y°T°T°) 40 oy, 1) (2.192)
e
+i(Hy+H;~H,—H : - . 5
e*ilfatHa=Fa=th) X splrl'(:‘/3y4:‘/3‘y4)_C(‘>11l"n) X spm((ysyeysye)‘c(bnIbzz)' (2'193)
Come ci aspettiamo, le due cariche di supersimmetria risultano essere, come in (2.79):
Q= e~ 3 (Ho+Hi1+Ha+Hs) (2.194)
e
Q = e~ 3(Fo+Hi+HatH:) (2.195)

L’operatore del Cartan del gruppo SU(2); di simmetria dell’V = 2, ortogonale all’elicita, risulta

essere percio, come nel supersettore del vuoto:
1 1, - _ _ _
L= §(H° + Hy + Hy + H3) - §(H0 + H, + H; + H3). (2-196)

In modo analogo ai modelli precedenti, i 4 scalari complessi con simmetria interna
spin(y3y4ﬂ3y4)+c( by1 lbz2) X spin((y5y6375376)+c( b Irgg)? SUPETPATtReETs dei vettori, hanno carica I) =
0, consistentemente col fatto che appartengono alla varieti vettoriale; d’altra parte, gli 8 scalari
complessi con simmetria interna
spin(y3y4373374)_c( by1lbpa) X spin((ysys:(jsyG)_c( b1y Inpg)» QUALETO dal settore bﬁ), quattro dal settore
S gbﬁ), sono carichi per SU(2), e percid appartengono alla varietd quaternionica. Per vedere di
quale quoziente si tratta, dobbiamo al solito considerare ’azione degli altri generatori di Cartan

di SU(2) di elicita zero e ortogonali a SU(2),, riportati in (2.85).
Gli 8 scalari complessi carichi per I; sono carichi anche per I, e quindi parametrizzano:

S0(4,4)

(0) 'b(o)
bir' @ 55001 = S5y x 50(a)

C Q.M. (2.197)

Anche qui dobbiamo considerare i due settori insieme, perché il primo SO(4), ciot il prodotto

di SU(2); ed SU(2)2, &i trasforma 'uno nell’altro. Gli altri 4 scalari complessi provenienti dal
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settore § S'bﬁ) sono scarichi per tutti e quattro gli SU(2) e trasformano per ’'SO(2)p (= U(1)p)

definito in (2.88). Essi parametrizzano percio il quoziente:

50(2,4)
S0 5078 V.M. (2.198)

Gli altri due supersettori "twisted”, ovvero (S5, §,55) - bgg) e ($,5,55)- bﬁ)bgg), risultano essere
repliche del supersettore che abbiamo analizzato, in cui ovviamente gli stati vengono rappresen-

tati da operatori di vertice diversi e possiedono una simmetria interna costruita su modi zero di

coordinate fermioniche diverse:

1l supersettore (S, S5,S55) - b(zg) si ottiene dal supersettore (S, 5,55) - bg(i) mediante la sosti-
tuzione z1'2 «» 23* e di conseguenza H, « H, (e analogamente per i right movers). La simmetria
interna & ora spin(y?§'?) x spin(y®¢%°%) ma lo spettro & lo stesso. I due operatori del Cartan
dei due SU(2) sotto I’azione dei quali trasformano gli scalari della varieta quaternionica sono in

questo caso I e Iy.

Il supersettore (5,5,55) - bﬂ)bgg) si ottiene dal supersettore (S, 5,55) - bg(i) mediante le
sostituzioni 212 & z5¢, H, « Hj. La simmetria interna che fornisce la molteplicita degli stati
& ora spin(y!:25"2)xspin(y3*§3*). Lo spettro & lo stesso che nei precedenti supersettori, con I

e I3 quali operatori degli SU(2) che ruotano gli scalari della varietd quaternionica.
Esplicitamente otteniamo:

Settore bg%):

Le proiezioni GSO sono:

F = chiralita complessiva (+),
§ = spin(S N bg))+ = spin(¢>*, 2>%)4,

5 = spin(5 N bY),; = spin($>4,2%%),. (2.199)
L’intersezione con bﬁ) impone la proiezione:

spin({ N 85)cs, oy = SPI(ES 34 85, 5%%)cn, s (2.200)
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e rompe percid la simmetria "interna” spin(y!-2y5:651:2§°¢) a spind xspind

S S'bg) =spin(y?§?) x spin(y>€7°®). Come per i modelli precedenti, otteniamo quattro scalari

complessi e quattro vettori. Gli scalari sono:

¢t 3 (Ho+Hz—Ho 1,2:1-2

g . . 5,656
2) x spin(y ¥y § )_c(,,up,”) x spin((y°y°7°¥ )“C(bmbzz)’
i vettori sono:

eﬂ:%(Ho-l-Hz-l—Ho-{-ﬁz) X spin( 2-1-2

. 5,6:5-6
yly vy )+C('>11l622) X Spm((y yyvy )+c(bu|522)'
Complessivamente abbiamo:

4 scalari complessi nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

= spin(ylyzglﬁz)_c(bulbzz) X Spin((ysyegsgs)"c(buIbzz)’
4 bosoni di gauge nella (2, 2) di SU(2) x SU(2)’

= SPIN(Y YT 5" ) 4G gy X SPI((° T T 4oy )

Settore § bgg):

Esplicitamente S bgg) contiene le seguenti coordinate fermioniche:

Sbg;):{ gl2, g56 yl2 456 }

734 =3,4 =12 =56
¢1’$3,47y,’y’

Le chiralita selezionate dalla proiezione GSO sono:

F = chiralita complessiva (+),

S = spin(S N S6), = spin(z!2,2°9),,
S = spin(§ N Sbgg)) + = spin(%4, 2>%),,
6%y = spin(bl) N Sb3))+

1,2 .56
b ?

= spin(9>4, 2%, 412, 45,512, 5°°)s,

0 . 0 0
bgl) = st(bgl) n Sng))“C(bzzlbu)
= spin(zl’z, ")7’3’47 ys’ea —5'6)—0(522 b11)°

Otteniamo percio i seguenti spinori:

i (HotHo—H, ~H . 2-1- . 5,6-5-6
e:I:-‘,( o+H2 1 3) X spm(yly y1y2)+c(,,mb22) X spm((y yyy )+C(bu|b22)
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(2.202)

(2.203)

(2.204)

(2.205)

(2.206)



e-‘..:;(Ho+H2+H1+H3) X spin(ylyz,gng)_C(bu on) X SPiII((ysyGﬁsﬁs)—c(bu,m), (2_207)

cioe:
4 spinori nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

. 1 . _5.-6
= st(ylyzylyz)—C(buwn) X spm((ysysysy )‘C(bulbzz)’

4 spinori nella (2,2) di SU(2 x SU(2)

= st(y1y2g1g2)+C(bu|b”) X spm((ysy6g5g6)+c(bu|1,22)' (2-208)

Settore §b§2): Come nel settore Sbgg) con L & R, ossia H; & H;.

Settore §5b9,:

L’insieme §8b3, contiene le seguenti coordinate fermioniche:

11,2, 25,6,

=10 y1'2 ys,s (2 0 9)
556, = _ " e . .20
22 { 51,2’ zs,e’ yl,z, ys,s

La proiezione data da F seleziona chiralitd positiva complessiva, le altre proiezioni sono:

S = spin(S N SS'bgg))+ = spin(z!?,2%),,

§ = spin(§ n S56\2), = spin(z12,2°%),,

by = spin(s:) N S5b%)). = spin(y"?, 4%, §%,5%)+, (2-210)
bg(i) = sPin(bﬁ) nss bgg))c(bmbu)

= spin(zl’z, 51,2’y5,6, '5’6)0(,,22“11). (2.211)

Otteniamo quindi i seguenti scalari:

eT3(Hi+Hs+Hi+Hs) o spin(y'y%7 7%) 4 Cooss ) X spin((y°y®7°7°) +Cloy, Ibg2)? (2.212)

e:i:g(HH'Hs‘Hl—H:’) X Spm(ylyzglgz)—c(bup,zz) X Spm((y5y6g5g6)_c(bulbn)_ (2'213)
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Come ci si aspetta, le due cariche di supersimmetria sono, come in (2.79):

Q= o= % (Ho+Hi+Hy+Hs) (2.214)

g= e~ S(Ho+Hi+Hy+Hs)_ (2.215)

L’operatore con elicita nulla del Cartan dell’SU(2); delle due cariche di supersimmetria & ancora

quello del supersettore del vuoto:

1

1, .- _ _ ..
I = 5(Ho + Hy + Hy + Hs) — 5(Ho + Hy + Hy + Hj). (2-216)

I 4 scalari complessi con simmetria spin(yl;qzyjl'_172)+c(bu gy X sPIn((5°3°9°9°%)+Cpay 1oy ) SO
perpartners dei vettori, hanno carica I; = 0, consistentemente col fatto che appartengono alla
varieta vettoriale; gli 8 scalari complessi con simmetria
spin(y'y25'5) ¢, oy1 Iy X SPIN((¥°9°F° 7°)=C(s,, py)» QUALETO dal settore bg), quattro dal settore
S S'bﬂ), sono carichi per SU(2); e percié appartengono alla varietad quaternionica. Essi sono
carichi anche per I, percié parametrizzano:

50(4,4)
50(4) x SO(4)

B © 5568 — C Q.M. (2.217)

Gli altri 4 scalari complessi del settore §5 bgg), scarichi per tutti e quattro gli SU(2), trasformano
invece per 'SO(2)p (= U(1)p) definito in (2.88) e percid parametrizzano il quoziente:

50(2,4)
50(2) » 507 © V.M. (2.218)

Settore S bﬁ)bgg):

Iniziamo ’analisi del supersettore (S, S, 5§ )-bﬁ)bgg) da questo settore, che contiene le seguenti

coordinate fermioniche:

. (O). {0 P34, 258 glimd
SSbnggz) = { 1;3,4,55,6,?71,...,4 (2.219)

Le proiezioni GSO sono:

F = chiralitad complessiva (+),
§ = spin($ N S5b{Db37). = spin(¥>*,2%%)s,

§ = spin(5 N S5V, = {34,255, (2.220)
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La proiezione imposta da bﬁ):

spin(bﬁ) n S‘gbg(i)bgg))c(buwn) = spin(¢3’4a 1)[_’3’41 y3’4a _3’4)0(5“ lb22) (2.221)
e la proiezione imposta da bgg):

spin(bgg) n Sgbg(]).)b(zg))c(bulb”) = spin(¢3’4, 1»2;3’41 :‘ll’zy yl,z)c(blllbz2) (2.222)

rompono la simmetria interna spin(y!~*7!=+*) a spindxspind=spin(y'?7'?)xspin(y>*7>*).

Anche qui otteniamo quattro scalari complessi e quattro vettori. Gli scalari sono:

etz (HotHs~Ho~Hs) o spin(yly250 52)_ Clovs oy X SPIn((5*Y*7°7") =y g2 (2.223)
i vettori sono:
et 3 (HotHs+Ho+Hs) o SPin(ylyzﬁlﬁz)+c(,,u by X spm((y3y453g4)+c(bulb22)_ (2'224)

Complessivamente abbiamo:
4 scalari complessi nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’
= spI(Y"7"?)-Cpuyy gy X PG T) o >
4 bosoni di gauge nella (2,2) di SU(2) x SU(2)’

= Spm(y1’251’2)+0(bu;m) X SPin((ys’4373’4)+C(bu lbg2)* (2.225)

Settore 5b{0b\%:
L’insieme § bﬁ)bgg) contiene le seguenti coordinate fermioniche:

1,2 .34 ,1,..,4
— (0) (0) _ z ¥ z y y ’ i
Sb31'b3, —{ ,&3,4: 2—:5,6,’,!71,...,4 } (2.226)

Le chiralita selezionate dalle proiezioni GSO sono:
F = chiralita complessiva (+),
S = spin(S N §b§‘})b§?)+ = spin(z1?, 2>*),,
S = spin(§ N S'b(l(i)bgg))+ = spin(¢>*,2°%),,
by = spin(biy n 5b{76%)).
= spin(z12, 434, 534, 739)., (2.227)
4 = spns 0 SHND) g

. 34 734 .12 -1,2
=spm(2 ,il’ 'Y Y )‘C(bzzlbu)'
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Otteniamo i seguenti spinori:
e 3 (Fotfi=H) o spin(y' 95 9°)4Cpuyy gy X SPI(BY T°T*)4Cioy o (2228)

e3Pt lt Bt ) o spin(y' 05 9°) - Cposy gy X SPI(SPY 77 ~Cloyy gy (2-229)

ovvero:

4 spinori nella (2,2) di SU(2) x SU(2)
= spin(ylyzglgz)—c(bulbzz) X SI)in((lys“l”‘l:“fs?74)_C(buI"z'z)’
4 spinori nella (2,2) di SU(2 x SU(2)

= spIn(Y' 4> 7°) 4 Ca,, 1orgy X SPIR((BY T°T*) G s,, o) (2.230)

Settore S bﬁ)bgg): Come nel settore § bﬁ)bgg) con L & R, cioé H; & H;.
Settore bﬁ)bgg):

L’insieme bﬁ)bg) contiene i seguenti fermioni:
1,2 534 1.4
590 _ '1_’ ' T ?{ } (2.231)
11 022 F12 g34 glet

La proiezione data da F al solito seleziona la chiralitd complessiva positiva. Le altre proiezioni

GSO sono:

§ = spin(§ N bD6D), = spin(??,23).,

§ = spin(5 N (D6 = spin(z'?, 2>,

49 = spin B8
= spin(z"%, 2%, 5%, 5%%) 01, oy (2.232)

by = spin(b%) N 665 (s gy

= spin(2>*, 2%, 4%, 7)) (2.233)

Con tali proiezioni, si ottengono i seguenti scalari:

ed:'z'(H1+H2+H1+H2) X SPin(ylyzﬁ1372)+C(bu|,,22) X SPin((y33/4?73!74)+C(buum)’ (2.234)
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ei%(H1+H2—I'—I1 2-1-2

—H . . _3
Hy) X SPm(?Il'!I vy )_0(511"’22) X spm((y3y4y 374)—0(511",22)' (2'235)

Le due cariche di supersimmetria sono, come in (2.79):

Q = o~ $(HotHi+Ha ) ' (2.236)

0= =3 (Ho+Hy+Hy+Hs) (2.237)

L’operatore di Cartan dell’SU(2) dell’N = 2 & percio:

1 1. - -
L = 5(Ho+ Hy + Hy + H) - 5(Ho+ By + Hy + Hs). (2.238)

Gli 8 scalari complessi con simmetria interna

. 1 . _a_ z1.(0);(0
spm(ylyzylyz)_c(bulbn) X SPIN((Y°Y*7°5*) =y, yy) qUatLTO dal settore § Sbgl)bgz), quattro dal
_ settore bﬂ)bgg), sono carichi per SU(2); e anche per SU(2)3, quindi appartengono alla varieta
quaternionica e parametrizzano il quoziente:

S0(4,4)
S0(4) x S0(4)

55605 @ 6069 c Q.M. (2.239)
I 4 scalari complessi con simmetria interna spin(y’ yzﬁlﬁ2)+c(bulb”)

X spin((y3y4ﬁ3374)+c(bnIb”), superpartners dei vettori, hanno carica I, = 0, i = 1,...,4, e

trasformano per ’'SO(2)p (= U(1)p), vedi (2.88). Il quoziente da essi parametrizzato & percio:

50(2,4)
S0(2) x SO(4)

C V.M. (2.240)

Assieme agli scalari dei settori NS e R-R, (2.94) e (2.96), gli scalari di massa nulla dei set-
tori "twisted” bﬁ), S S'bﬁ), bg;), S5 bg%), bg(i)bgg), S gbﬁ)bgg) parametrizzano le seguenti varieta

quaternionica e vettoriale:

_50(4,16)
Q-M-= 560 x s0(16)’ (2:241)
g SULY) | 50(2,19) (2:262)

U(1) " 50(2)x SO(14)’
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2.9.4 Altri modelli con stati di massa nulla da tre supersettori "twisted” e
simmetria interna SO(8).

Analizziamo ora i due modelli descritti nel punto (v), sezione 9. Essi si ottengono con gli insiemi
di base:

34 1,2 . 3,..6
3O _ {'é 25 } 2.243)
11 B34 L2 o6 (

0
b2

- 2.244
¢3,4, 53,4’ ,E]].,Z’ ws,e ( )

{ P34, 234 2, 58 }

)
dove, per concretezza, abbiamo scelto a = (w!, w?), ma qualsiasi altra scelta di a & equivalente.
Otteniamo stati di massa nulla dai tre supersettori "twisted”: (5,5, S5)-b\?, (S, §,55) - b
and (S, §,585)- Fbﬁ)bgg). A seconda della scelta del coefficiente Cp,, j5,,), gli stati di massa nulla
di ciascun supersettore "twisted” sono o tutti scalari (assieme ovviamente agli spinori coniugati
per supersimmetria), cioé 16 scalari complessi (Cp,,p,,) = —1), oppure 8 vettori e 8 scalari
complessi nello stesso multipletto di supersimmetria, se C(p,, jb,,) = +1. Cid avviene perché la
proiezione data da bg?l) e bgg) non rompe la simmetria interna di ciascun settore, spin8, e percio
obbliga alla scelta di una sola chiralita definita, dipendente da C(y,, s,,), Per gli spinori spazio-
temporali, selezionando cosi solo prodotti di spinori con spin paralleli o antiparalleli, escludendo
quindi o gli scalari o i vettori. Nei modelli precedenti, invece, la simmetria interna veniva
rotta in spind X spin4 oppure spin2Xspin6, percid le proiezioni permettevano sia spin paralleli sia
antiparalleli in ogni settore, con chiralitd invertite dei fattori di simmetria interni. Passiamo ora

allo svolgimento dettagliato di questi due modelli.

Nel seguito, lasciamo non specificato il segno di Cpp,, |b,,) = +1. Gli altri coefficienti sono

come nei modelli precedenti, e sono riportati nella tabella dell’Appendice A.

Settore bﬁ):

La proiezione data da F seleziona la chiralita positiva complessiva, le altre proiezioni sono:

§ = spin(§ N b))+ = spin(y*4, 21?5,

§ = spin(§N bﬁ))Jr = spin($>4, 312),,
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0 . /10 0
b3 = spin(8; bgl))c(bulbzz)
= spin($>4, 93¢ - (2.245)
A seconda del segno del coefficiente Cp,, 1,,)», si ottiene o:

Clorslbna) = +1:
et 5 (Ho+Hi+Ho+H1) o spin(y®+-S, 75).,
8 vettori nella 8 di SO(8) = spin(y>5, 7>€)4, (2.246)
oppure:
Cloy, Jpre) = —1:
et 3(Ho+H —Ho—H) x spin(y3-8, §38),

8 scalari complessi nella 8 di SO(8) = spin(y>%, #6);. (2.247)

Settore S bg(i):

Abbiamo:

3,4 5.6 ,3,..6
0 z ? z 3 y Lhbdd )
569 = { .,;,3,4’, 513’, s } : (2.248)

Come prima, la chiralitd del vuoto spinoriale, data dalla proiezione di F, é positiva, le altre
sono:
§ = spin(S N Sbg(;))‘,_ = spin(z®4,2%9),,,
§ = spin(8 U2, = g, 19,
b2 = spin(b{) n 58). = spin(°,2'%)s, (2.249)
49 > spn(t n 582

- spin(1/;3’4, 23’4)

)=Cos 1o22)
=Clby11622)"
Abbiamo percio:

g4 256 ,&3,4 g2 (y3,...,6, _!73,...,6)

CHEHTE e

Otteniamo in ogni caso 8 spinori dello spazio-tempo che, a seconda della scelta di C,, lbzz)s SONO

rappresentati da:

et (HotFi—Ha—H3) ¢ spin(y,5%0) s Cloy o) = +1; (2.251)
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e:b;(Ho+H1+H2+H3) X spin(y3,...,6’ :'73,...,6)+ C(b11|bzz) = —1. (2.252)

Settore § bﬁ):

Questo settore ci da uno spettro analogo a quello del settore Sb(o) con la sostituzione L « R,

11>
cioe H,' L d H,'.

Settore §§ bg(i):

Abbiamo:

3,4 ,,56 ,3,...6
S560 = T % Y } (2.253)
11 534 356, ys,...,s

Le proiezioni sono:

F = chiralita complessiva (+),
5= Spin(s n Sgb-(l(;))+ = spin(z3v4, 25,6)+’

§ = spin(§ 1 55b)), = spin(z**,3°),,,

59 = spin(s) n 558y, = spin(y®E, 75, (2-254)
. _

bg2) = spm(bgg) n SSbg(i))C(bulbzz)
= spin(z3’4, 53,4)0(511 lb2z)*

Otteniamo percio:
o z

OO e

In ogni caso otteniamo 8 scalari complessi nella 8 di SO(8), che, a seconda del coefficiente

234 256 =3,4 55,6 y3-6 gs,...,e)

C(,1]b52)» sono dati da:
3 HrtHot a4+ 1s) o spin(y® %, 5% %)1,  Clonalbas) = +1; (2:256)
e:i:%(Hz-{—Ha—Hz—Hs) X spi.n(ya’""s, g3,...,6)+’ C(bulbzz) = -1. (2'257)
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Le cariche di supersimmetria sono, come in (2.79) 10,
Q = e i(Ho+Hi+Hz+Hs)
Q = e 3(Ho+Hi+HatHs) (2.258)

Come nel supersettore del vuoto, 1’operatore che rappresenta il generatore di Cartan della

simmetria SU(2); delle due cariche di supersimmetria nel supersettore (5, 5, 55)- bﬁ) & percio:
1 1, = o
I = §(H0 + H, + Hy + H3) — 5(Ho + H, + H, + H3). (2.259)

Gli scalari del settore §5b{%, nel caso di Clby: |bp2) = +1, sono invarianti sotto ’azione di SU(2),
ma trasformano sotto ’azione dell’SO(2)p (= U(1)p) definito in (2.88). Appartengono percio

alla varieta vettoriale e parametrizzano il quoziente:

50(2,8)
50(2) x S0(8)

C V.M. (2.260)

Gli scalari del settore § S'bﬁ), nel caso in cui C(p,, b,;) = —1 sono carichi per entrambi I e I,
definiti in (2.84), (2.85). Essi appartengono percié alla varietd quaternionica e parametrizzano

il seguente quoziente:
50(4,8)
S0(4) x SO(8)

C Q.M. (2.261)

Come per i modelli precedenti, anche in questo caso gli spettri di massa nulla che si ottengono
dagli altri due supersettori ”twisted” sono repliche dello spettro del supersettore che abbiamo

appena studiato, con le sostituzioni:

Supersettore (S, 5, 55) - b(z‘;): z'? o z34 e di conseguenza H; < H,. La simmetria interna
& spin(w'?w* %5 ?w%F) e gli operatori che ruotano gli scalari che appartengono alla varietd
quaternionica sono in questo caso I;, come al solito, cioé I’SU(2) della N = 2, ed I,.

Supersettore (S, 5,55) - F5P8D: 212 « 256 e di conseguenza H; « Hs. La simmetria

interna & spin(y'?w4§-25>*) e gli operatori degli SU(2) della varietd quaternionica sono I
and I3.

108i noti che, se Clb11]b25) = +1, per ottenere gli scalari del settore SS b(l(i) dai vettori del settore b(lg) dobbiamo
applicare @ - Q, mentre se Clb,,b22) = —1 gli scalari del settore 55'5(3) si ottengono applicando agli scalari del

settore b(ﬁ) I'operatore Q - Q*, perché non dobbiamo cambiare né lo spin né Delicita degli stati.
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Esplicitamente abbiamo:

0
Settore bgz):

In questo settore F' proietta sulla chiralitd complessiva positiva; le altre proiezioni sono:
S = spin(S N bg;) + = spin(y>4, 23%) .,
8 = spin(5 N b)), = spin($>4,2%4),,
by = spin(bY N 6}, oy
= spin(9>%, 9° o, - (2-262)
A seconda del segno di C,, |5,,), abbiamo le due possibilita:
Cloy o) = T1
etz (Ho+Ha+Ho+Hy) X spm(w1,2w5,6w1,2w5,6)+
8 vettori nella 8 di SO(8) = spin(w!?w*5w!2w5€),, (2.263)
oppure
Clorsfbrn) = —1:
et 5 (Ho+Ha—Ho—H3) o spin(w! 2wS S5 2w56)

8 scalari complessi nella 8 di SO(8) = spin(w!?w’®, @1 2w™°),. (2.264)

Settore S bg):

Abbiamo:

1,2 25,6 4,1,2 1,5,6
) _ T, T, w, we
§byy = { ,‘/‘,3,4: 3—,3,4’,131,2: w58 } (2.265)

La chiralita complessiva, data dalla proiezione di F, ¢ +1. Le altre sono:
S = spin(SN Sbg;))_,_ = spin(z1?, 2°%),,
S = spin(§ N Sbg;))_,_ = spin($34, 234),,
b2 = spin(bg; N $5)) = spin(§4,2°4),, (2.266)
0 .
5D = spin(b{? 1 S5 _ces., sy

. 1,2 73,4
= spin(z"*, 9 )—C(bulbzz)'
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Abbiamo percio:

z1:2 256 g3 334 (@258, pl2p5s)

EHEHTHT e

Otteniamo in ogni caso 8 spinori dello spazio-tempo, rappresentati, a seconda del segno di

C(bn lbzz)’ da.:

e:i:%.(l_{0+1-{2—Hx—H3) x spin(wl’zws’e, m1,2m5,6)+ Clors o) = +1; (2.268)

et 3(HotHo+Hi+Hs) o spin(w'?w>8, 51 ?w%5), Cloifbn) = —1- (2.269)

51(0
Settore Sbgz):

Questo settore da uno spettro analogo a quello del settore Sbgg), con L & R, ciot H; < H;.

Settore S55%:
Abbiamo:
1,2 15,6 41,2 4,56
1 (0 zl2, 256 w12 5
ssuy = { e e |- (2.210

Le proiezion sono:

F = chiralita complessiva (+),
S = spin(S N §5b),; = spin(z!?,2>%),,
§ = spin(§n S.f}bg‘;))+ = spin(2!?,2%°),,
by = spin(by) N S56)+
= spin(w'?, w8, @12, %>°),, (2.271)
bg) = spin(bgcl)) ns Sbg‘;))c(bmm)

— H 1,2 1,2
-.spm(a: e )C(bulbzz)'

Abbiamo percio:

556 (wl?wS, ol 2a58)

( + ) (2.272)
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Otteniamo 8 scalari complessi nella 8 di SO(8), dati, a seconda della scelta di C(y,, s,,), da:

X5 (HitHatHi+Hs) o spin(w!?w®®, @' ?0%%) 1,  Cppy, ) = +15 (2.273)

et (HitHs—Hi—Hs) y spin (w2456, gl 2559), Clon, b)) = —1- (2.274)

Il generatore di Cartan della simmetria SU(2); delle due cariche di supersimmetria & lo stesso
che negli altri supersettori. Gli scalari del settore S§ bgg) con C(p,, |,,) = +1 sono invarianti sotto
’azione di SU(2), ma sono carichi per I’SO(2)p (= U(1)p) definito in (2.88). Appartengono

quindi alla varieta vettoriale e parametrizzano il seguente quoziente:

50(2,8)
56() x 500 V.M. (2.275)

Gli scalari del settore S S'bﬁ) nel caso di Cy,,|j,,) = —1 sono carichi per entrambi I and I,

definiti in in (2.84), (2.85). Appartengono percio alla varietd quaternionica a parametrizzano il
seguente quoziente:
S0(4,8)
50(4) x 50(8)

C Q.M. (2.276)
Settore Fbﬁ) b£02)=

Questo insieme contiene le seguenti coordinate fermioniche:
34 2,56 1,2 . 3,4
i) 1‘ 1 w 1
FEOBQ = | ¥z e L (2.277)
'lp ! ,z ? ,y ’ ,w ’
F proietta sulla chiralita complessiva positiva, le altre proiezioni sono:

S = spin(S N Fbﬁ)bgg))q. = spin(9>*, 2z%%),,

§ = spin(§ N Fbg‘i)bgg))_l_ = spin($*>*, 2°%),,

49 apins 0 FBDK)c,
= spin(¥>*, $%) ¢y, 1y

b33 = spin(33) N FH{Y65)0i, 1,0

 spin(934, P, (2218)
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- Come nei supersettori precedenti, a seconda del segno di C(3,, ,,), otteniamo o:
Clows o) = +1:
et 3 (Ho+Hs+Ho+Hs) X spin(y1'2w3’4371'2'ﬁ)3’4)+
8 vettori nella 8 di SO(8) = spin(y* 2w 2w34),, (2.279)
oppure:
Clonlb) = — 1

et 3 (Ho+Hs~Ho

-H3) spin(yl 2w34gh2mdt),

8 scalari complessi nella 8 di SO(8) = spin(y*2w*§2w*),. (2.280)

Settore § Fbﬁ)bgg):

Abbiamo:
1,2 34 ,1,2 . 3,4
SFpOp® _ J T 275 Y 7'"1 )
11 922 34, 756 gl2, gt
La chiralita complessiva, selezionata da F, &€ +1. Le altre sono:

(2.281)

§ = spin(§ N SFBYbL)); = spin(a'?, 2>%).,
§ = spin(5 N SFBV6)), = spin($%4,25),,
iy = spin(by) N SB{Y85)- o gy
= spin(¥> ), g (2.282)
b5 = spin(b5y) N SBBEN ¢y, o)
= spin(¥> %) o -
Abbiamo percio:

12 234 1{73,4 75,6 1,2,,3,4 51,2 —3,4)

90

+ (2.283)
()

Otteniamo in ogni caso 8 spinori dello spazio-tempo i quali, a seconda della scelta di Cp,, p,,);

sono rappresentati da:
et 3ot ~Hi=ih) o spin(y 0, 720> 4s  Clonalo) = +15 (2:284)

etz (HotHatHitHa) o gpin(yt2w4, §%0%%),,  Cloyypor) = —1- (2.285)
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Settore S Fbﬁ)bgg):

Questo settore fornisce uno spettro analogo a quello del settore S Fbﬁ)bgg), con la sostituzione

L& R, cioe H; « E,'.

Settore S§ Fbg(i) bgg):
Abbiamo:

1,2 34 ,1,2 ,,3,4
GFp(@p©) _ ) T LYW
SSFbll b22 - { 51,2, 53,4’ ‘!71’2, 1.‘_.13,4 } . (2286)

Le proiezioni sono:

F = chiralitd complessiva (+),
S = spin(S N S5FDbD), = spin(z!2, z34),,
§ = spin(5 N S5FPb{)), = spinz12,234),,
59 = spin(6 n S5FED6) 0 )

= spin(z1?, 51’2)0(,,11,,,22), (2.287)
bgg) = spin(bgg) ns ngg)bgg))c(,,n,bn)
3,4

= spin(:c ? 53,4)0("11!"22)'

Abbiamo percio:

21:2 234 F1.2 734 (y1’2w3’4, y1,2.u-)3,4)

COEHTEHT e

Otteniamo sempre 8 scalari complessi nella 8 di SO(8), che, a seconda del segno di C,, js,,)s

sono dati da:

e:l:%(H1+H2+H1+H2) X spin(y1'2w3’4, ‘!71’21713’4)4_, C(bnlbzz) = +1; (2.289)
efa(HrtHy—Hi~Hy) spin(y" 2w, g 2ao*) ., Clon fbe) = —1- (2.290)

Gli scalari del settore S S'bgg) nel caso che C(3,, js,,) = +1 sono invarianti per 'SU(2); delle cariche
di supersimmetria ma trasformano per 1’SO(2)p (£ U(1)p) definito in (2.88). Appartengono
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percio alla varieta vettoriale e parametrizzano il quoziente:

50(2,8)
50@) - 50%) V.M. (2.291)

Nel caso che Cp,,p,,) = —1 gli scalari del settore S S'bg(i) portano carica sia per I; che per I3,
definiti in (2.84), (2.85). Appartengono percio alla varietd quaternionica e parametrizzano il

quoziente:
SO(4,8)
S0(4) x SO(8)

C Q.M. (2.292)

Complessivamente abbiamo che, per:
Cbyalbzy) = +1 ¢

Gli scalari di massa nulla forniti dai settori supersimmetrici S gbg(i), S5 bg%) eSS Fbg(i)bgg) uniti
agli scalari di massa nulla dei settori NS e R-R, (2.94) e (2.96), parametrizzano le seguenti

varieta quaternionica e vettoriale:

_ 50(4,4)
QM. = 5 50T (2.293)
v SUWLD) 50(2,26) (2.294)

U1) ~ 50(2) x S0(26)

invece per

C(bnlbzz) =-1:

Gli scalari di massa nulla provenienti dai settori b§‘1’), S5 bﬁ), bgg), s8 bgg), Fbﬁ)bgg) eSS Fbﬁ) bgg),
assieme agli scalari di massa nulla dei settori NS e R-R, (2.94) e (2.96), parametrizzano le seguenti

varieta quaternionica e vettoriale:

_ 50(4,28)
~ 50(4) x 50(28)’

Q.M. (2.295)
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CSU@L1) . S0(2,2)
V-M-=—7ay X 30@) x 500)

(2.296)

2.10 Sommario degli spettri dei modelli minimali.

Per riassumere, riuniamo qui i risultati delle sezioni precedenti, nell’ordine in cui sono stati
analizzati. Per ogni modello riportiamo gli elementi della base b;; e bo2. Omettiamo invece gli

insiemi ¢, F, S, §, sempre presenti in ogni modello.

(i): Modello senza stati di massa nulla *twisted”:

Base: b§‘1) and bg):

B34, 12, gl wl ydeb
bil = { 1;3,4, 51,2, gl’ ml: g3,...,6 4 (2'297)
34 .34 3 23 a5 a6
b3 — Ilé y T, a4,y W, Y, W . 2.998
* { P4, 8%, 8, i, 0%, §°, ©° (2.268)
Varieta scalari:
50(4,4)
QM- = 5@ xs0@)’
SU(1,1) 50(2,2)
M. = . 2.299
V.M U@1) * 50(2)x 50(2) (2.299)
(ii): Modello con nuovi stati di massa nulla da un supersettore ”twisted”:
0) (3
Base: bgl), bgz):
34 1,2 ,3,..6
ORI BT 2.300)
11 { ¢3,4, 51,2, g3,...,6 ? (
34 134 gl a2 23 03 b, yb
b3 — 1/_) T, a%, a0y, wh, W, Y } 2.301
22 { ¢3,4’ 53,4’ (_ll, a2, gs, ,&-,3, @5, :,76 ( )
Varieta scalari:
_ 50(4,8)
Q-M. 50(4) x $0(8)’
V.M. = SU(1,1) 50(2,6) (2.302)

U(1) * S0(2)x S0(6)°
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(iii) Modello con stati di massa nulla da due supersettori *twisted”:

. 0. p0 .
Base: b7, b3,:
0
b1y
0
bz

Varieta scalari:

Q.M.

V.M.

Modello con stati di massa nulla da tre supersettori *twisted”.

(iv) Base: bﬁ), bg%) dati da:

¢3 4 3, .6
,¢3 4 1 2 3, ) ?
34 3,4 5 ,6
¢ ’ b z ? a, w 9 y
¢3,4’ 53,4, a’ ,u-JS’ gﬁ

50(4,12)
50(4) x 50(12)’

SU(L,1)  S0(2,10)
U(1) ~ 50(2)x 50(10)°

b(o) _ {,‘63,4,21,2,,!]3,...,6}
11 ¢3,4’ 51,2, g3,...,6 ’
@ - (L)
(o 7°
Varieta scalari:
50(4,16)
O-M- = $5@)x 50(16)’
_ SU(1,1) 50(2,14)
VM- = Ay X 50@) x50
(v) Base: bg), bgg) dove:
34 z12 o3,..6
0 = {annan ],
, 7
5O _ 34 234 12, 5
22 B34 334 g2 56 [°
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(2.304)

(2.305)

(2.306)

(2.307)

(2.308)

(2.309)

(2.310)



Varieta scalari:

C(bu b22) = +1:

C(bulbzz) =-L

Q.M. =

V.M.

Q.M.

V.M.

50(4,4)
SO(4) x SO(4)’

SU(1,1) 50(2,26)

T~ 50(2) x 50(26)

50(4,28)

~ S0(4) x SO(28)’

SU(1,1) 50(2,2)

U@1) ~ SO(2)x S0(2)
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Capitolo 3

Classificazione generale.

3.1 Rottura spontanea della supersimmetria nelle stringhe.

In questo capitolo estenderemo ’analisi del capitolo precedente alla classe piu generale di orbi-
folds simmetrici che si possono costruire con la proiezione Z; X Z,. Il nostro scopo é di fornire
una classificazione completa di tali orbifolds e, ove possibile, di interpretare i risultati ottenuti
alla luce dei piu recenti risultati sulla dualita tra stringa eterotica compattificata sul toro T®
e la stringa di tipo-II compattificata su (T/Z, ~ K3) x T? [30], o pil in generale fornire una
classificazione completa di tale tipo di orbifolds in vista di altri tipi di dualitd. In particolare,
per i modelli di stringa di Tipo-II N = 2 che corrispondono ad una fase di supersimmetria spon-
taneamente rotta della stringa di Tipo-II compattificata su (T%/Z;) x T?, & possibile conoscere il

duale eterotico analizzando ’azione della proiezione Z, sul reticolo dei momenti delle coordinate

compattificate [17]!.

Prima di passare all’analisi generale, & istruttivo vedere in un esempio come si puo ottenere
la stringa di tipo-II compattificata su (7%/Z;) X T2 dal modello N = 4 che abbiamo costruito

nel capitolo precedente. L’insieme di base bﬁ), dato da:

bg(]).) _ .%[-)3,4’ 21,2’ y3,...,6 , (3.1)
- ,¢3,4, 51,2, g’3,...,6

contiene precisamente le quattro coordinate “bosoniche” y3--6, 38  cioé metd esatta delle

componenti di ciascun bosone nella base complessificata in cui i bosoni X*, 7 = 1,...,6 che

! Tale analisi & oggetto di uno studio ancora in corso.
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descrivono il toro su cui e compattificatala stringa corrispondono alle seguenti coppie di fermioni:
8.X: o y'u',
Xy o T, (3.2)
ovvero:

- 1 . .
e’XL o —( + iw'
\/é(y )’

i 1 . :
X3 =1 . g
'R o —(7+iw 3.3
55 + i), (53
i=1,...,6. Separando le y dalle w si ottiene precisamente ’orbifold Z,, come si puo facilmente
vedere dalle formule di bosonizzazione testé riportate: 1’elemento di Z, che manda X in —X
trasforma il vertice bosonico nel suo complesso coniugato, cioé a livello fermionico y — 1y,
w — —w. Per ottenere il modello che ci interessa dobbiamo ora fattorizzare il toro T2, cioe
poter assegnare le varie condizioni al contorno all’insieme di fermioni {y'?, w!:2, "%, @?} in
modo indipendente dagli altri fermioni. Allo scopo é sufficiente introdurre nella base ’insieme
1,2 ,.1,2
2 _ ) y,wr
pofre) .

Nel fare questo, bisogna fare attenzione a non eliminare qualche supersimmetria. Siccome il

T? dato appunto da:

numero di supersimmetrie & dato dal numero di gravitini, per non escluderli si sceglieranno i
coefficienti Cg72) e C(g72) uguali a —1, secondo la regola esposta nel Capitolo 1.

In questo modo si introduce un nuovo settore supersimmetrico di massa nulla, dato da

(5-3)- FBPT2, dove SEFBOT? &:

P34, 712, g6

34 1,2 ,3,...6
SSFT? = { Y he } . (3.5)
Esso & gia stato analizzato in [26]. La sua analisi & del tutto analoga a quella del settore (55 )-bgc{).
Né il toro T2 né bﬁ) hanno intersezione con il nuovo insieme, quindi, scegliendo il coefficiente
C(b,,|7?) uguale a +1, sia il nuovo (super)settore sia il precedente (S S) - b1; risultano presenti
nel modello e danno due copie dello stesso spettro. In questo modo si aggiungono esattamente

8 multipletti vettoriali di N = 4, portando il rango del gruppo di gauge da 14 a 22, cosicché ora
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esso & dato da U(1)?2. Si noti che il rango in questo modo diviene esattamente uguale al rango

della stringa eterotica compattificata sul toro 7.

Nelle stringhe di tipo-II con N = 8 (e nelle eterotiche con N = 4), l’intero spettro si puo
classificare in termini delle cariche ¢; di elicita”, cioé degli operatori H;, H;, i = 0,...,3
introdotti nel capitolo precedente, nelle formule (2.56). A differenza di quanto avviene per
la stringa eterotica, nella stringa di tipo-II, come si & visto, si possono costruire bosoni (ad
esempio il settore S5) con cariche di elicita interne, cioé g;, i = 1,2, 3, semiintere. Con la nostra
convenzione sulle chiralitd dei gravitini (cioé per la particolare scelta dei proiettori determinati
dai coefficienti Csp;) e C( 5~|b‘,)), si ottiene che tutti gli stati fisici hanno carica totale ¢; dispari

(proiezione GSO), cioé:
Qo+ q1t+92+43 Jo+ & + 32+ ds = intero dispari. (3.6)

Quel che si fa di solito per ridurre la supersimmetria mediante compattificazione, & di imporre
ulteriori proiezioni che escludano dallo spettro i gravitini e gli stati corrispondenti alle supersim-
metrie che si vogliono rompere. Ad esempio, se consideriamo i quattro gravitini left e i quattro

right dell’N = 8, essi sono dati da:
et 3(Ho—Hi-Hy—Hs) o ;i
etz (Ho—Hi+Hy+Hs) o etHo, (3.7)
et 3 (Ho+Hi+Hy—Hs) o oiflo

e:b';-(Ho+H1 —Hz+Hs) eiﬁo ,

eL3(Ho—H-H;—Hs) x eHo_
et 3 (Ho—Hi+Hz+Hs) X eiHo’ (3.8)
ei%(ﬁo+ﬁ1+ﬁz-ﬁs) X et'Ho’

ei%(ﬁo+g1—ﬁ2+ﬁs) x eHo

L’introduzione di un nuovo insieme di condizioni al contorno, diciamo b;;, che intersechi le co-

ordinate spinoriali dei gravitini in {9%%,z"?} e {434, 51:?}, seleziona una chiralita definita per
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spin(¢>*z12) e spin(4)>*z!-2), nelle nostre convenzioni quella negativa, ed elimina dallo spettro
i secondi due gravitini left e right. L’idea della rottura spontanea della supersimmetria e di far si
che i gravitini delle supersimmetrie che si vogliono rompere continuino a soddisfare la proiezione
GSO, ma acquistino massa in un generico punto dello spazio dei moduli. La differenza tra questi
schemi di compattificazione, studiati in [18], e quelli usuali sta nel fatto che ora non solo il gravi-
tino ”leggero”, cioé quello che si suppone assumere una massa dell’ordine del TeV, e che quindi
funge da parametro d’ordine della rottura spontanea della supergravita a bassa energia, possiede
una massa dipendente dai moduli (essenzialmente I’inverso del raggio di compattificazione), ma
anche i gravitini che usualmente non sono presenti nello spettro (o come si suol dire, hanno
una massa dell’ordine della scala di Planck) ora invece hanno un’analoga dipendenza dai modu-
li. Questo meccanismo di compattificazione permette di risolvere il cosiddetto problema della
decompattificazione, dovuto alla dipendenza lineare dal raggio di compattificazione delle cor-
rezioni (soglie) fornite dalle stringhe alla teoria effettiva di campo. Con la rottura spontanea
della supersimmetria nelle stringhe questa dipendenza & logaritmica, e permette quindi di poter
considerare perturbativamente il contributo dato dalle stringhe come una correzione ”piccola”
alla teoria di campo anche per grande raggio di compattificazione (ovvero gravitino ”leggero”)
[18].

Vediamo come questo si pud ottenere nel nostro caso specifico. Siccome siamo interessati
alla rottura spontanea non di N = 8 ma di N = 4, partiamo da un modello di stringa in cui le
seconde due supersimmetrie left e right (con riferimento alle formule (3.7), (3.8)), siano rotte nel
modo usuale, mediante 'introduzione di un insieme di base b;; che agisca nel modo ordinario,

mentre, delle rimanenti supersimmetrie, una deve essere rotta spontaneamente.

Seguendo le indicazioni di [17], per ottenere la rottura spontanea della supersimmetria, si
introduce nell’azione bidimensionale di stringa (il modello Sigma) una perturbazione, marginale

dal punto di vista della teoria conforme, data da:
AS% = / dzdzF3, (W19 — 81 5 &7)J7°, (3.9)

dove J° & un qualsiasi operatore di dimensione conforme (0,1). In particolare, per stringhe di

Tipo-II, essendo interessati ad uno shift simmetrico delle cariche, prendiamo:

JP =919 _ 37 5%, (3.10)
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Affinché questo operatore sia ben definito sul world-sheet, Ff; deve essere quantizzato. In tal
caso, I’invarianza conforme e modulare ci dicono che tale deformazione non puo essere altro che
un "boost” del reticolo dei momenti e cariche ([31], [6]), nel ”piano” corrispondente alla base

fermionica complessa “ruotata”:

1 ]
y o Y
V2
3 rard
Y,=4 1t (3.11)

assieme a:

B gl +z’g2
1 \/ﬁ 9
3 ;4

y, =t (3.12)

Questo meccanismo puo essere realizzato equivalentemente con il ”boost” nel piano:

n=L,

=Lt (3.3)
assieme a:

7=t

Y, = il igs. (3.14)

V2

In questo modo cariche e momenti vengono shiftati. In particolare per i gravitini si ha una

traslazione del momento:

PHR  PHB) _ hy(Qr - Qr), (3.15)

dove Q7 — QR = q1 — ¢z per i gravitini left e = —(§ — §2) per quelli right nel primo caso, cioé se la
"rotazione” riguarda le coordinate complesse ¥;(Y;1) ed Y5(Y>), che risultano quindi "twistate”;
nel secondo caso, cioé quando le coordinate twistate sono Y;(¥;) ed Y3(¥3), QL — Qr =1 — ¢3
per i gravitini left e = —(§; — §3) per quelli right, mentre i momenti ”shiftati” sono in ogni caso

quelli del piano che non viene ”twistato”, ciog i = 5, 6 nel primo caso e i = 3,4 nel secondo. Gli
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h; sono i valori discreti permessi al parametro della deformazione F che si & introdotta nell’azione
di stringa. Dalle espressioni (3.7), (3.8) si pud vedere che in entrambi i casi |Q@1 — Qr| = 0 per
i primi due gravitini left e right, mentre |Q1 — Qgr| = 1 per i rimanenti, i quali vengono percio

ad acquistare massa. Essa dipende dai moduli dello spazio compattificato, essendo:
(maya)’ = PHP PP, (3.16)

dove G/ & l'inverso della metrica ed ha la seguente espressione in funzione dei moduli T ed U:

i 1 1 ReU
Vom e — . 3.17
¢ ImTImU ( ReU |UJ ) (3.17)
Abbiamo percio:
(’mz’./z)2 lQILTIQ;l |hy + hoU)2. (3.18)

Per vedere qual é il tipo di compattificazione che si ottiene, ci conviene considerare prima la
rottura spontanea della supersimmetria, attuata in questo modo con un twist dei piani 1 e 3,
mediante 1’introduzione di un insieme di condizioni al contorno b, dato da:
P34, 234, yl2, 456

b2={ P34, 734 12, 558 [’ (3.19)
si da ottenere una teoria N = 4 (= (2,2)); in un secondo tempo imporremo la compattificazione
sull’orbifold della K 3, mediante ’introduzione dell’insieme bﬁ) = b; precedentemente descritto e
del toro T?. Applicando i risultati di [17], si ottiene che il contributo alla funzione di partizione
ZN=(44)=(22) dato dalle sei coordinate bosoniche interne compattificate &:

Zgosﬁiiﬁ')"”) — _E Zoa| 2 | Zaa] 7 (3.20)

nl ml

dove Zy4[ 7 | & data da:

> o] 5 JE1e] s J o] 537 e e 21 )
ST P ()P n(r)P? )

Zia[ 7] =

N =

(3.21)

In un generico punto dello spazio dei moduli, Zg,g[ ; ] ¢ data da:

. ] J ..
Zoo| 2 | = \Jdet Gij(Imr) e xp[—mGy; T BTN 4 T) t oinBymind],  (3.22)

Imt
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dove G;; e B;; sono rispettivamente il tensore simmetrico (la metrica) e il tensore antisimmetrico
dello spazio su cui sono compattificate le coordinate bosoniche del piano che non viene ruotato.

La loro dipendenza dai moduli T ed U é data da:

ImT [ |U? -ReU
= = —— . 3.23
By =ReT, Gy=i— ( RelU 1 (3.23)
Le fasi 4 e § sono funzioni rispettivamente di 7 ed mi, ovvero:
y = 2hin' mod?2,
= 2h;m’ mod?2, (3.24)

i = 3,4 nel nostro caso. Il tipo particolare di compattificazione che si ottiene & detto ”or-
bifold ad azione libera”, in cui cioé il gruppo di simmetria, in questo caso Z2, non ha punti
fissi, agendo contemporaneamente come rotazione (”twist”) su alcune coordinate e traslazione
(”shift”) sui momenti e windings delle altre. In particolare in questo caso il reticolo Z 7 risulta
traslato (”shifted”) e quello Z44 ruotato ("twisted”). Se (h3,hs) = (0,1) (oppure (3,0)), il
che corrisponde all’assegnazione di condizioni al contorno di tipo Z, alle coordinate fermioniche
dell’insieme b;, date le proprieta di periodicitd modulo 2 delle funzioni theta, per il particolare
valore dei moduli T' ed U dato da:

T =144, U’=-1+4, (3.25)

si pud scrivere tale funzione di partizione nel modo seguente 2:

N=(44)>(22) _ 1 L in(ahy+bgrthags)
Z . = - E ——e 2 X
bo. 656
(bosonica) 4 iy 754
Xl0|4[ : ]y3,4 w34 X (3.26)

4| o' 4 o' + h
X |0I [ b ]wl:z,uﬁ:“ |0| [ o'+ g: ]y1,2,y5,s'
Applichiamo ora la proiezione b; che ci da ’orbifold della K'3. Le coordinate interne (y3""’6, g38)
che ci danno Porbifold della K'3 intersecano i piani ruotati in due coordinate (cioé due olomorfe

e due antiolomorfe), (y55, %), e cosi & anche per il piano ”shiftato”, intersecato dalle rimanenti

?Se invece di considerare la rotazione tra i piani (1,2) e (5,6), la prendiamo tra i piani (1,2) e (3,4), il piano
con i momenti "shiftati” sara il (5,6).
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due coordinate. Otteniamo 3:

N=(4,4)>(2,2) _ 1 ho+bge+h
(bosonic)a) ) - Z Z 17"(0 2tbosthan) X
a’bbt

xI6f?| 3 ]“10| [si0 ] h x (3:27)

I I IR U - IS

Si noti che la fase e"*(®h2+b92+h292) introduce una correlazione tra il piano (3,4) e 'insieme by,.
Questo, come vedremo, fa si che i (super)settori twisted (T - T2) - by, vengano eliminati dalla
proiezione GSO. Per ottenere effettivamente 1’orbifold (T*/Z;) x T? bisogna poi fattorizzare il
toro T2 del primo piano, cioé separare nella somma le coordinate di T2 = {y!?, w!'?, §*2, @12}.
E facile vedere che cosi facendo, dei quattro gravitini left (e quattro right) iniziali, due left e due
right vengono eliminati dalla proiezione GSO dovuta all’orbifold della K3, e cioé precisamente

i due con cariche di elicita:

+++-
+ 4+ -+

Sopravvivono, sia per la parte left che per la parte right, uno dei due gravitini con massa shiftata

dipendente dai moduli cioé quello left e quello right con elicita:

+ - ++ (3.28)
la cui massa é:
(m3y)” = 4ImT:ImU2 (3.29)
e i due, uno left e uno right, con elicita:
+ - —- (3.30)

che restano a massa nulla.

3Non abbiamo indicato le proiezioni i erché esse riguardano anche la parte fermionica della
4 Lahy,g1, p gu

h2,92
funzione di partizione.
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3.2 Analisi generale.

Nella sezione precedente abbiamo visto un esempio di come si possa costruire un modello di
orbifold Z; x Z, simmetrico che realizzi la rottura spontanea della supersimmetria a N = 2
a partire dalla stringa di Tipo-II compattificata su (7%/Z2) x T? ed abbiamo visto come si
presenta la funzione di partizione bosonica in un particolare punto dello spazio dei moduli: il
punto fermionico. Passiamo ora all’analisi generale degli orbifolds Z; X Z, simmetrici di stringhe
di Tipo-II a partire dalla loro costruzione con fermioni liberi, cioé al punto ferrhjonico. Una volta
nota la funzione di partizione in tale punto, sara sufficiente sostituire al particolare valore della
metrica e del tensore antisimmetrico al punto fermionico, G;;(T°, U°), B;;(T°, U°), T° ed U°
come in (3.25) (vedi anche Appendice B), la loro espressione in un generico punto dello spazio dei
moduli, G;;(T,U), B;;(T,U), come & data in (3.23) ed in Appendice B, per avere 1’espressione
della funzione di partizione in un generico punto dello spazio dei moduli. Cominciamo percio
col riportare 1’espressione generale della funzione di partizione di tali orbifolds:

drdF 1\¢
7 = [ gy %% (3) L
xz,}(-)aﬂ»”[ o[ st ]0[;:412: le[szhzx]

xZ(—)‘”Eé[ plofsin Jof s Jo[sonz | X (3.31)
a,b

. ,,—)4
XZ (bosoni internz)

dove, come nel Capitolo 1,

Zp = [lmr| ™2 [n(7)| 2. (3-32)

Il coefficiente modulare C : ] del Capitolo 1 & stato in parte scritto esplicitamente, per la

parte che riguarda la somma sulle coordinate supersimmetriche ai bosoni compattificati, me-

diante le fasi (—)*+? e (= )3+ della seconda e terza riga ¢. Per quanto riguarda invece il fattore

*In generale l'invarianza modulare permette due ulteriori fasi: (=)t e (—)ai’, che corrispondono alla seguente
scelta dei coefficienti modulari: C(s15) = -1, C(55) = —1. Tale scelta implica la proiezione sulla chiralita
positiva per la parte spinoriale spinS e spinS rispettivamente dei gravitini left e right. Nella nostra convenzione
abbiamo optato per la chiralita negativa, per uniformarci all’usuale scelta che si trova in letteratura per le stringhe
eterotiche, nelle quali tale chiralita richiede la fase (—)*°.
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corrispondente alle condizioni al contorno che danno l’orbifold Z; x Z,, abbiamo preferito in-
cluderlo nella definizione della funzione di partizione per le sei coordinate bosoniche interne,
Z (bosoni interni)- Tale funzione, che compare nell’ultima riga della formula, fornisce il contributo
delle sei coordinate compattificate, e varia da modello a modello. In generale in essa compaiono
prodotti di potenze semiintere di funzioni theta, essendo possibile assegnare condizioni al con-
torno diverse per ognuna delle 12 coordinate fermioniche reali. Cid nondimeno, & importante
riconoscere che la classe piti generale di orbifolds simmetrici Z; X Z; puo essere ottenuta a partire

da una funzione di partizione della forma:
Zosoniimternty = 21| 2 2 20|70 B )23 2] (3.33)

dove le Z; sono i caratteri dei fermioni in due dimensioni, "twisted” e "shifted”, di cui abbiamo
introdotto un esempio nella sezione precedente e che qui sotto spieghiamo esplicitamente. In
tale funzione di partizione si dovranno eventualmente separare i sei piani bosonici mediante
Pintroduzione di insiemi di condizioni al contorno distinte per le coordinate fermioniche cor-
rispondenti ai sei piani reali, ovvero ¢; = {y',w',7',%'}, i = 1,...,6. Scegliendo in modo
opportuno i coefficienti modulari & possibile escludere alcuni settori, oppure correlare alcuni
piani reali in modo da riprodurre i modelli di orbifolds con condizioni al contorno assegnate ai
piani complessi. A differenza che nel capitolo precedente, in cui per ottenere i modelli ”mini-
mali” variavamo il contenuto degli insiemi b;; e by;, qui teniamo fissi tali insiemi di base, ed
introduciameo tori complessi T;, ¢ = 1,2,3 o pil in generale reali e;, j = 1,...,6 per separare
le varie coordinate. E facile riconoscere che con quest’approccio si ottiene la classe pii generale
di orbifolds Z, x Z, simmetrici (in particolare riprodurremo anche tutti i modelli minimali).
Quest’approccio ci permette di classificare i vari modelli a seconda del tipo di ”azione libera”
che lega i vari "twists” e ”shifts”. I risultati del capitolo precedente circa la classificazione dello
spettro di massa nulla si trasferiscono automaticamente alla classe piu generale di orbifolds,
perché i nuovi insiemi di fermioni 7; od e; che introduciamo nella base non contengone le coor-

dinate {¢>*, ¢34 z1-6 316} e quindi non cambiano la struttura SU(2) x SU(2) della varieta

quaternionica.

Cominciamo con lo studio del caso pit1 semplice, cioé dai modelli in cui le sei coordinate
bosoniche compattificate sono riunite in tre gruppi di due coordinate (piani complessi). I carat-

teri "twisted” e ”shifted” dei fermioni in due dimensioni che abbiamo introdotto per i tre piani
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complessi delle dimensioni compattificate, al punto fermionico sono dati da:

AR ]T:,u,;*“' at ][:Ilfi]g[::g:]le""(“"ﬂ"”ﬁ“"f*), (3.34)

dove 4 = 1,2, 3 indica i tre piani corrispondenti alle tre coppie di coordinate bosoniche compat-
tificate e T3, Ug! indica che per ogni piano i moduli hanno il particolare valore (3.25). Le funzioni
ZA[ A g;‘ ]ToA’UoA sono diverse da zero solo se (H4,G 4) = (0,0) oppure se (Ha,G4) # (0,0)
ma (Y4,04) = (0,0) o (v4,84) = (Ha,G,). In tali casi esse sono date da:

_Tea[ ]

A Ea = 3.35
ZA[ $ai Ga ]T[;‘,Ué“ I"74| ( )
se (Ha,Ga) = (0,0), ¢
vya; H _ rnptwisted| H
ZA[ 643 Gﬁ ]TOA,U64 - Z(2’2) G: ] (3-36)

se (Ha,G4) # (0,0) e (y4,04) = (0,0) oppure (74,84) = (Ha,G ). Rimandiamo all’Appendice
B una discussione piu dettagliata di tali funzioni. Ai fini della discussione che segue, ci interessa
sapere che al punto fermionico la funzione I‘(z,z)[ o ] ¢ data da:

Ton[ 2] =25 10] ] f ertetatinatnasa), (3.37)

a,

e corrisponde al reticolo dei momenti e windings delle due coordinate bosoniche del piano A4,

eventualmente traslati a seconda delle fasi v4, §4 (vedi Appendice B). La funzione Zf""jted G: ]
¢ data da: '

a a+ H 2
thlsted[ Hy ] — l [ ]0[ b+ G: ] l e‘“(“6A+b'7A+7A64), (3.38)
2 |nl*
e vale:
tizmza)ted Hy ] _ 47"7 s (3.39)

B IR E
che non dipende dai moduli.
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Passiamo ora alla classificazione sistematica degli orbifolds che si ottengono facendo agire il

gruppo Z; X Z, simmetricamente nei left movers e right movers. Partiamo da un modello di

stringa di Tipo-II definito dalla base fermionica:

F, S, .§, by, bs, (3.40)
dove:
3.4 71,2 g3m6

bl = ¢ )

¢34 12 3, .6

3 234 yl,Z, ys,e
b, = - 3.41)
2 { D34, 534 gli2, y56 ’ (

sono gli insiemi che realizzano le due proiezioni Z,, necessarie per ridurre il numero di super-
simmetrie ad N = (1,1). Come abbiamo anticipato, la prima parte dell’analisi viene svolta
prendendo in considerazione la fattorizzazione della parte bosonica della funzione di partizione

solamente in tre piani complessi. Allo scopo aggiungiamo alla base i due insiemi T; e T, dati

da:
1,2 4,1:2
Tl = { ;1’2: ﬁ]l’z ’
34 3.4
T, = { ;374’ a4 [ (3.42)
2

che ci permettono di separare la somma sulle condizioni al contorno dei tre piani complessi.
Non ci serve introdurre l’insieme 73 del terzo piano, perché esso & gia contenuto nel gruppo degli

insiemi di condizioni al contorno, essendo dato da:
T3 = FSST\T,. (3.43)

Con questa scelta della base la parte della funzione di partizione della stringa che corrisponde

alle sei coordinate bosoniche compattificate si presenta nel modo seguente:

|0 Y+t 0 Y+ t1+ ke |2
b4 uy w2 64+ uy + g2 yl:2

_ +t14+ta+h +h
Z(bosoni) = C[ 64wt uston +on ] X n[® X (3.44)
Y+t Y+ ta+h e Yy —hy —h2 2
|0[ 6+uz ]w3140[ 54 ui+gi ]y:mo[ § ]ws,sa[ 5‘9:'92 ]yS,Gl
X R ’
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dove gli indici (v, ) si riferiscono alle condizioni al contorno, rispettivamente nella direzione 1
e 7 del toro del world-sheet, dell’insieme di coordinate fermioniche FSS, (¢1,;) si riferiscono
al toro T, (2, u2) al toro T, (h1,91) a b; e (hg,g2) a by. Dalla formula risulta evidente che le

due proiezioni Z, date da b; e b, ne implicano sempre una terza, data da b;b;. Il coefficiente

Y+ti+ta+thi+hy | 3 .
C[ Stuyturt g tg2 ] e dato da:

C| Ytuttathith | _
S+urtuztgi+g2 | T

C a: ; 3.45
(Hiaitlnj B:J) ( )

dove gli a;, B; variano tra gli elementi della base (FSS, by, by, Ti, T2) e a;, b; indicano le loro
condizioni al contorno rispettivamente nelle direzioni 1 e T del toro del worl-sheet. Siccome questi
insiemi di base sono simmetrici nei left e right movers, tale coefficiente modulare si fattorizza nel

prodotto [, ; C ( Nella formula della funzione di partizione abbiamo sottinteso la somma

ai abiye
su tutti gli indiciag elfilﬂ) fattore (1)? per la proiezione introdotta da T} e T;. Variando i coefficienti
C(i);) si ottengono in generale modelli diversi. Al fine di darne una classificazione in termini dello
spettro di massa nulla, e quindi della teoria effettiva di supergravita, si & calcolata la formula
generale che esprime il numero di multipletti vettoriali e di ipermultipletti forniti dai vari settori
twistati in funzione dei coefficienti modulari. Essa & stata ottenuta esprimendo il prodotto
delle elicita left e right moving come prodotto della chiralitd complessiva dello spinore ottenuto
con i modi zero delle coordinate fermioniche di un dato settore "twisted” per il prodotto delle
chiralita dei fattori in cui tale spinore viene rotto dalle proiezioni GSO. Per essere piu espliciti,
se chiamiamo A, ; il prodotto delle elicita left e right moving, e con f;, i = 1,...,16 i modi zero

delle sedici coordinate fermioniche, otto left e otto right, di un settore che fornisce stati twisted

di massa nulla, in genere la proiezione GSO rompe spin([]; f;) in una serie di fattori:
Spin(Hfi) — spin(¥) x HSPin(Hfia), (3.46)

e la chiralita & data da:
- hyg=hqps x [Thae (3.47)

Una volta nota h,; possiamo ricavare il numero di vettori, e quindi di multipletti vettoriali, di

ogni settore, e il numero di ipermultipletti. Riportiamo qui il risultato complessivo, rimandando

5Si tenga presente perd che (hi1,91) e (h2,92) compaiono anche nella parte fermionica della funzione di
partizione.
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all’Appendice C per i dettagli. Si ottiene:

ny +ng

1 = 6+ (1+ C(Tlsz)) X (3.48)
X(Ct, 1) T Cba|Tz) + @BC (b, |1)ClbaiT))s
ny —n 3

X(1 4 Cpy 1) + Cioy11) + Cion 111) Cita 1) C (71 172) )5

dove a e (3 sono definite in funzione dei coefficienti modulari da:

a = Cu,|r)Co,m)
ﬂ = C(ble)C(bngl)- (3.50)

Nell’ottenere tale risultato, i coefficienti C(7,5), C(7,15)) C(1,15)» C(13)5) somo stati fissati uguali
a —1 al fine di non rompere la supersimmetria. I coefficienti C(7,|r) e C(z,|F) non compaiono
mai nelle formule precedenti, e percio li fissiamo per comodita uguali +1. I coefficienti C,|s),
Cit:15)» ¢ = 1,2 determinano la chiralitd dei gravitini, e per convenzione li scegliamo uguali
a —1 come nei capitoli precedenti. Altrettanto vale per i coefficienti C(5)r) = C(gr) = +1.
C(F|F) = +1. Ci sono molte osservazioni da fare a proposito di tali formule. Innanzitutto c’¢ da
notare che nella formula per la differenza un cambio di segno del coefficiente C(3,}5,) determina lo
scambio di multipletti vettoriali e ipermultipletti, realizzando in tal modo lo scambio Tipo-ITA
< Tipo-IIB. 1l settore non twistato & gia stato analizzato nel capitolo precedente. Come si &
detto I’introduzione degli insiemi T} e T; non cambia la struttura SU(2) x SU(2) ~ §O(4) della

varieta quaternionica, percio possiamo classificare lo spettro di massa nulla in termini di:

varietd quaternionica = 50(4,4 + ni) (3.51)

50(4) x 80(ng)’

< s ) SU(1,1) 50(2,2+ ny)
= . .52
varieta vettoriale 70) X 50(2) x SO(nV) (3.5 )

Il secondo termine nella formula (3.48) & un prodotto di due fattori. I1 secondo fattore non
pud mai annullarsi, e pud assumere solamente i valori +1,+3. Il primo fattore é zero quando
C(1,i1,) = —1, uguale a 2 quando C(7,|;) = +1. Questo significa che il numero totale di stati
(multipletti scalari di massa nulla "twisted”) pud essere: 48, 32, 24, 16, 0. E uguale a 24 se e

solo se C(1,|1,) € —1.

Risulta conveniente classificare i modelli a seconda del numero di scalari di massa nulla:
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i)ny + nyg = 48.

Con una semplice analisi delle formule (3.48), (3.49) si puo vedere che quando il numero totale
di scalari & 48, la differenza tra il numero di multipletti vettoriali e il numero di multipletti scalari

puo essere solamente +48 o -48.

ii) ny + nyg = 32.

E facile vedere che I’unica soluzione delle due equazioni implica ny — ng = 0.
iit), iv) nv + ng = 24.

Come abbiamo gia detto, in questo caso necessariamente C(t,|1,) = —1, ed abbiamo le due
possibilita: ny —ng = +24 0 0.
v) ny + ng = 16. L’unica soluzione & ny — nyg = 0.

vi) ny + nyg = 0. Ovviamente in questo caso 1’unica soluzione & ny = nyg = 0.

Complessivamente otteniamo quindi i seguenti modelli:
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modello | ny | ny | Varieta Quaternionica | Varieta Vettoriale
i) 0 | 48 50(4,4) 50(2,50)
48 | 0 50(4,52) 50(2,2)
ii) 16 | 16 50(4,20) 50(2,18)
iii) 0 | 24 50(4,4) 50(2,26) , (3.53)
24 | 0 S0(4,28) 50(2,2)
iv) |12 |12 50(4,16) 50(2,14)
vy | 8| 8 S0(4,12) 50(2,10)
vi) 0] 0 50(4,4) 50(2,2)

dove abbiamo omesso il fattore SU(1,1)/U(1) della varieta vettoriale, comune a tutti i modelli,
e i denominatori di tutti i quozienti. Veniamo ora alla discussione di questa tabella. I modelli
sono ordinati secondo il numero totale di multipletti scalari di massa nulla (forniti dai settori
twistati), in ordine decrescente dall’alto verso il basso, da un massimo di 48 a zero. Ogni modello

e seguito dal suo ”mirror”, nel quale gli ipermultipletti e i multipletti vettoriali dati dai settori

twistati vengono scambiati.

i) Il primo modello si ottiene scegliendo tutti i coefficienti modulari uguali a +1 (il secondo & il
suo mirror, ottenuto cambiando segno a C(3, |p,)). Esso corrisponde ad un orbifold in cui nessuna

delle tre proiezioni Z, e ad azione libera. Lo indicheremo nel modo seguente:
Z3 x Z3(xZ3), (3.54)

dove le prime due proiezioni sono quelle introdotte esplicitamente da b, e b, la terza & indotta da
b1b2. In termini delle funzioni Z "twisted” e ”shifted” che abbiamo introdotto precedentemente,

la parte bosonica (interna) di questo modello & data da:

e 2lalz 2laln %) (3.55)
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dove le rotazioni (i ”twists”) sono date da:

(H1,G1) = (h2,92), (H2,G2) = (h1,91), (H3,G3)=(~h1— h2,—g1 — g2)- (3.56)

Tutte le traslazioni (gli ”shifts”) sono nulle:

(71, 61) = (72, 62) = (73, 63) = (0,0). (3.57)

La funzione di partizione bosonica si puo scrivere percié nella forma:

ms]+a[a])x@m[s]+a[ 2 ]) x @[ ]+2] &8 ]). @)

Facendo uso delle proprieta delle funzioni Z4, la riscriviamo come somma:

mls o ][] +nls ]z & 7] 2 )
IR BT (EA LIS R E LD
+2i[ B |z = |z o .

Il modello ii), noto come CY %1% si puo ottenere con la seguente scelta dei coefficienti modulari:

C(bﬂp) = -1,
C(bg|T2) = -1, (3.60)

(tutti gli altri sono come nel modello i)). Cid corrisponde all’introduzione della fase:

e ((v+t2)g2+(8+u2)ha+hag2) , (3.61)

cioe la stessa fase introdotta nell’esempio descritto nella prima sezione di questo capitolo: si
tratta infatti dello stesso modello. Tale fase introduce infatti una correlazione tra gli shifts dei
momenti e dei windings del secondo piano complesso ed i twists nei due piani interessati dalla
seconda proiezione Z,, data da b,. La prima proiezione Z,, data da by, crea 1’orbifold T*/Z,,
che corrisponde alla K3, ed il primo toro, T}, ci di la compattificazione (T*/Z;) x T2. La
seconda proiezione, introdotta da b,, assieme alla fase di cui sopra, realizza la rottura spontanea
della supersimmetria da N = (2,2) ad N = (1,1). In termini di funzioni di partizione shifted e

twisted, abbiamo che sempre la funzione di partizione bosonica & data da:
ARSI LA (3.62)
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dove ora i "twists” e gli ”shifts” sono dati da:
(Hl,Gl) = (h, 92), (H21G2) = (hla 9), (HS, GS) = (—hl — ha, —g1 — 92),
(711,61) = (0,0), (72, 82) = (h2,92), (73,83) = (0,0). (3.63)
Usando le proprieta delle funzioni Z 4, otteniamo:
T §Jre[ S [ma[ ¢ ]+ mu[ S]] & |28[ =2 ]
AR R Bl A P R (3.64)
Da quest’espressione risulta evidente che ci sono due ”settori” in cui i "twists” delle quattro

coordinate fermioniche sono indipendenti dagli ”shifts” dei momenti delle rimanenti coordinate.

Questo significa che il modello contiene ’orbifold 74/Z,. Lo indicheremo percié:
Z37°° X Z3(x Z3). (3.65)

Le masse dei due gravitini left e dei due gravitini right sono:

(Myo)seee = 0,

|ql — qal2

—_— (3.66)
4ImT,ImU,

(m3/2)+—++

dove |g1 — g3 = 1. I moduli T; e U, si riferiscono al secondo toro. In generale abbiamo:

) G 4 [ detG y)
T = B]_’g + z,/detG(l), U, = 1,2 +1

" Gap Ga2

L]

G A /detG 2
T: = B34 + iy/detGy), U, = GZ’i +1 ( ), (3.67)

em

Ll

,/detG 3
T3 = Bsg + i\/detG(;;), Us = g:'z +1 S

Ges
Se per esempio il toro é un prodotto di due cerchi di raggio R; ed R, la metrica & diagonale e

data da G11 = R%, G2, = R2, percid T = iR R,, U = iRy/R;.

Nel limite di compattificazione, cioé per ImT>ImU, — 0, quando il secondo gravitino left

ed il secondo right divengono infinitamente massivi, otteniamo 1’usuale compattificazione su

orbifold.
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iii) I terzo modello si ottiene dal primo cambiando il segno del coefficiente Ciny ) da+la-1.

Cosi facendo si introduce nella funzione di partizione la fase:

eim(tiuatton), (3.68)

In termini di funzioni Z twisted e shifted, la parte bosonica della funzione di partizione di questo

modello é:
|y Blaln 2y &) (3.69)
dove i twists (H, G) sono come nel primo modello, cioé (H3, G3) = (—H; — Hz, —G1 — G2) senza

altra correlazione, mentre gli shifts sono dati da:

(11,61) = (73, 83) = (t2,u2), (72, 62) = (0,0). (3.70)

In questo modo si ha una correlazione tra gli shifts (cioé tra i momentied i windings) del primo
e del terzo piano e la proiezione nel secondo, ed il risultato & un taglio del numero degli stati.

Per vedere come funziona, esprimiamo come abbiamo fatto per i modelli precedenti la funzione

di partizione bosonica come somma:

o[ o |ref 5 ]ms] 2 ]+
+T1[ 5 ) 28[ 2 | 28] % Joltta us) - (0,0)] +
+11[ 8 ] 28] % | 28] -2 |ol(tes we) - (Hay G2)) +
+2[ 2 ]ra[ ¢ 28] 2% ol ) - 000+ (3.11)
+24[ & |ra[ 8 ] 28] % Jel(tesua) - (B, GO+
+2¢] % 28] 25 rs] 5 ]6l(t2 ) - (0,001 +
+25] & | 28] 28 |os[ & Jol(teswa) - (1, G+
+24] & 28] % | 2s[ 25 2% ]6l(tes wa) - (0,0)].

Dall’espressione precedente risulta evidente che si eliminano sempre meta degli stati, perché
delle varie somme sulle condizioni al contorno, una & sempre vincolata da una funzione delta.
Nel primo termine, la somma su (2, u2) elimina meta dei momenti e dei windings dei due reticoli
traslati. Dal momento che in questo modello si ha un’”orbifoldizzazione” ad azione libera che

correla fra loro i tori lo indicheremo:
(23 x 23(xZ3))sr - (3.72)
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Il modello iv) si ottiene dal modello ii) cambiando in —1 il coefficiente modulare C(t, 1,). In

questo modo si introduce un’ulteriore fase:
eiw(t1u2+12u1), ) (3.73)

come nel modello iii). Anche in questo caso ’effetto della correlazione introdotta da questa fase
é di eliminare dallo spettro alcuni stati, anche se ’analisi di quali vengano eliminati & complicata
dalla presenza della correlazione dovuta all’azione libera di una proiezione Z,. La funzione di

partizione bosonica puo essere espressa nella forma usuale:

oy Blaln 2)sln 2 (3.74)

dove ora i "twists” e gli ”shifts” sono dati da:

(H1,G1) = (h2,92), (H2,G2) = (h1,01), (H3,G3)=(—h1— hs,—g1 — g2),
(11581) = (t2,u2), (72,82) = (h2,92)s (73,83) = (t2,u2). (3.75)

In questo caso la funzione di partizione si pud scrivere nella forma:

2 Jmf ¢ Jrs[ 2]+
+10[ 3] 2] 2 ] 2] 2 |6t w) - (0,00 +

A ] 22 ] 28] 2 28] 2 ]lCees wa) — (hay )] +

+23[ 5 |re[ b |28 2 Jol(ta wa) - (0,001 4 (3.76)
128 5 e[ % ) 2] 2 62 w) - (ry )] +

+24[ 28] 2 |Ts[ & ]6l(tar w) - 0,001+

+28] 12 128 2 |rs[ 22 61(t2s wa) = (ko g2

N

Anche in questo caso, analogamente a quanto avviene per il modello ii), vi & un’eliminazione di

stati rispetto al modello Z;"*° x Zg(x 2%2). Lo indichiamo percid con:

217 x 23(x 23)] . (3.77)
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Il modello v), noto come CY11!1  si puo ottenere con i seguenti valori dei coefficienti

modulari:

Coipy=-1, Cupm)=-1,

Ciyiry=-1, Ciym) =-1 (3.78)
Gli altri coefficienti sono come nel modello i). In questo modo si introduce la fase:

e ((rH)g1+(6+u)hi+higr) o Gin((vH2)g2+(8+u2)hathags) (3.79)
In termini di funzioni Z twisted e shifted, abbiamo ora che nella funzione di partizione bosonica:
aly &laln 2zl &) (3.80)
i "twists” e gli ”shifts” sono dati da:
(H1,G1) = (he,92), (H2,G2) = (h1,91), (H3,G3)= (—h1 — hy, —g1 — g2),
(71,81) = (h1,91), (72,82) = (h2,92), (73,83) = (0,0). (3.81)

Come abbiamo fatto per i modelli precedenti, usando le proprietad delle funzioni Z, possiamo

riscrivere la parte bosonica della funzione di partizione come una somma di quattro termini:
S S R R R L e
AR N e R A g (382)
Anche in questo modello vi & un ”settore’ corrispondente all’orbifold della K'3. Anche questo
modello percid si ottiene per rottura spontanea della supersimmetria da un modello N = (2,2)

compattificato su (T¢/Z,) x T2, ma con una correlazione tra twists e shifts diversa che nel

modello CY 1919, Indichiamo questo modello con:
ziree x zir°(x 23). (3.83)
Le masse dei gravitini sono ora:

(m§/2)(+———) = 0,

l91 - 43|2

2
(m3/2)(+—++) 4ImToImU,’
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(m2,,) |9 — g/ lg2 — gl
3/2)(+++-) 4ImToImU, ' AImT ImU;

0 IQ2—93|2
(ms/z)(+—++) - m’

dove tutti i numeratori sono uguali a 1. C’¢ perd una sottigliezza da notare.

(3.84)

(3.85)

Guardando

alle espressioni delle masse dei gravitini, si potrebbe pensare di essere in presenza di rottura

spontanea della supersimmetriada N = (4,4) a N = (1, 1), in contrasto con il fatto che partiamo

dall’orbifold della K3, il ché implica che non possiamo avere pili di quattro supersimmetrie. Quel

che di fatto succede & che il secondo ed il quarto gravitino (left e right) appartengono allo spettro

di ”Kaluza-Klein” del terzo, cioé essi sono "eccitazioni di Kaluza-Klein” del terzo gravitino con

momento e winding non nulli. Siamo percid di fatto in presenza di rottura spontanea della

supersimmetria da N = (2,2) a N = (1,1).

Il modello vi) si ottiene con i seguenti coefficienti modulari:
Clealry = =1y Ciy) = ~1,
Cuimy = —1,
(tutti gli altri sono come nel modello i)). In questo modo si introduce la fase:

e!T(t1g1thiur) X ei"f((“/+t2)92+(5+u2)hz+h292)_

La parte bosonica della funzione di partizione & percio:

m; H v2; H2 v3; Ha
Zl[ s G ]Zz[ §2; G2 ]Z3[ §3;  Gs ]’

con "twists” e ”shifts” dati da:

(H1,G1) = (ha,92), (H2,G2)=(h1,91), (H3,G3)=(—h1— h2,—g1 — 92),

(71,61) = (hl’g1)7 (72: 62) = (h2, 92)7 (737 63) = (glahl)-

In termini di funzioni twisted e shifted, essa &:

nld]elo s )en i lah |a] 2 )

A1 Bl AR VA el 1 B P il ) oY

94

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)



Cid corrisponde ad un orbifold in cui tutte e tre le proiezioni Z,, cioé anche quella indotta dalle

prime due, sono ad azione libera. Indichiamo percié quest’orbifold nel modo seguente:

eree % eree(xzzree). (3-91)

Questo modello realizza percio la rottura spontanea della supersimmetria N = 8 = (4,4) —

N = (1,1). Le masse dei gravitini sono:

(m3/2)(4—--) = 0,

(m2,,) . ln-af | la-ef
3/2/(+-++) 4ImTImU, = 4ImTsImUs’

. _ la-al | _l-ef 3.92
(m3/2)(+++-) T 4ImToImU, + 4ImTlImU1+’ (392)

(m2,,) _ _ln-ef g2 — as/*
3/2/(+-++) 4ImTsImUs © 4AImT ImU;’

(3.93)

dove tutti i numeratori sono uguali a 1.

Per riassumere, riuniamo nella seguente tabella gli spettri corrispondenti ai vari tipi di orbifolds:
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Orbifold

V. Vettoriale

V. Quaternionica

Z3 x Z3(xZ3)

SU(LY) | _SO(2,50)
U@ 50(2)x50(50)

50(4,4
50(a)x50(4)

SU@1) o 50(22
U1 S0(2)x50(2

S50(4,52
S50(4)xS50(52

(23 x Z3(X Z3))sT

Z3 x Z§7*°(x 23)

(28 x 2]™*°(x28))s

ZZTCC X Z2ree(ng)

SU@1,1) X S0(2,26 S0(4,4
UuQ1) S50(2)xS0(26) SO(4)xSO(4)
SU(1,1 X 50(2,2 S0(4,4
U1 SO(2)xSO(2 SO(28)xS0O(28
SU(1,1 X S0(2,18 S0(4,20
U1 S0(2)xS0O(18) S0(4)xSO(20)
sSU@1.1 X S0(2,14 S0O(4,16
[ §} 0(2)xS0(14 S0(4)xS0O(16
SU(1,1 % S0(2,10 S0(4,12
uQ1 S0(2)xS0(10) SO(4)xS0(12)

eree X eree(xzzfree)

SU(1,1) X S0(2,2)
U(1) * S0(2)xS0(2)

S0(4,4
S0(a)xSO(3)

€; = {yia wi, gia i’i} )

(F,S,8,b1,bs), come prima, piti (e;, e2, 3, &4, €5), dove:
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i=1,.

..y 5.

(3.94)

Nella tabella abbiamo usato la parentesi quadrata [...]s7 per indicare che ’orbifold in questione

si ottiene mediante 1’azione libera tra i moduli toroidali U(1) del gruppo di gauge.

Passiamo ora alla classificazione completa degli orbifolds Z2 x Z, simmetrici attraverso la
costruzione con fermioni liberi. Dobbiamo percid¢ introdurre nella base piani bosonici reali,
uno per ogni coordinata bosonica compattificata. In realtd non abbiamo bisogno di introdurre
'insieme di coordinate del sesto piano, perché, analogamente a quanto avviene per il terzo piano
complesso, esso viene automaticamente generato nel gruppo una volta che si siano introdotti

gli insiemi corrispondenti ai primi cinque piani. La base che consideriamo é data percio da

(3.95)



1l sesto piano & dato da eg = FSSejesezeqses. Anche in questo caso, i coefficienti Cle;ls) ©
Cle;}5) sono fissati uguali a —1 per avere la supersimmetria. I coefficienti C(c; ) non compaiono
nelle formule che consideriamo, percid 1i fissiamo uguali a +1. Come abbiamo fatto per i piani
complessi, calcoliamo le formule che ci danno la somma e la differenza del numero di multi-
pletti vettoriali e di ipermultipletti in funzione dei coefficienti modulari. Il contributo di ogni
settore supersimmetrico é riportato nell’Appendice D. In questo caso non si ottiene una formula
compatta, tale da poter essere analizzata senza ’ausilio di un computer, per cui ci limitiamo a
riportare qui il risultato che si ottiene facendo variare i coefficienti modulari. In questo modo
si ottengono tutti gli orbifolds Z, x Z, simmetrici ché & possibile costruire con le stringhe di
Tipo-II. Sottolineiamo il fatto che, benché costruiti con il metodo dei fermioni liberi, tali modelli
esauriscono completamente tutte le possibilitd di costruzione anche con bosoni, dal momento
che, grazie alle proprietd di fermionizzazione, gli orbifolds di tipo Z, costruiti con i fermioni
liberi coincidono con gli orbifolds costruiti con bosoni in un particolare punto dello spazio dei

moduli. La seguente tabella fornisce percio la classificazione completa:
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modello | ny | ny | Varieta Quaternionica | Varieta Vettoriale
1) 0 | 48 50(4,4) 50(2,50)
48 | 0 50(4,52) 50(2,2)
2) 28 | 4 S50(4,32) 50(2,6)
4 | 28 50(4,8) 50(2,30)
3) 16 | 16 50(4,20) 50(2,18)
4) 0 |24 50(4,4) 50(2,26)
24 | 0 50(4,28) 50(2,2)
5) 6 | 18 50(4,10) 50(2,20)
18 | 6 50(4,22) 50(2,8)
6) | 12 | 12 50(4,16) 50(2,14)
7) 4 | 16 S0(4,8) 50(2,18)
16 | 4 50(4,20) 50(2,6)
8) 2 |14 50(4,6) 50(2,16)
14 | 2 50(4,18) 50(2,4)
9) 8 | 8 50(4,12) 50(2,10)
10) | 0 |12 50(4,4) 50(2,14)
12 | 0 50(4,16) 50(2,2)
11) 6 | 6 50(4,10) 50(2,8)
12) 319 50(4,7) 50(2,11)
9 | 3 50(4,13) 50(2,5)
13) 4 | 4 50(4,8) 50(2,6)
14) | 2| 2 50(4,6) 50(2,4)
15) |00 50(4,4) 50(2,2)
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Per semplicita, abbiamo omesso il fattore %ﬁ—)ﬁ della varieta vettoriale e i denominatori di tutti

i quozienti.
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Capitolo 4

Correzioni ad un loop di stringa.

E noto che la supergravitad non da luogo ad una teoria quantistica rinormalizzabile. Questo
significa che non tutte le divergenze provenienti dai vari "loop” che coinvolgono campi del ”set-
tore gravitazionale” possono essere riassorbite in una ridefinizione dei parametri "nudi” del

lagrangiano di supergravita. L’azione di Einstein:
5= [V, (41)

valida fin tanto che si pensa di poter trascurare effetti soppressi da potenze della massa di Planck,
mp, Ticeve percio correzioni provenienti dalla teoria di stringa, per la quale la scala di Planck
e la scala naturale. L’azione ”minimale” deve essere percid modificata in modo da includere,
oltre al termine del tensore antisimmetrico (H,,H**?), che trova una spiegazione naturale nel

contesto della compattificazione, il dilatone ®, il cui accoppiamento, dato da:
S= / d*z Ge"z‘l’/"‘P%(R +..), (4.2)

€ soppresso nel limite ”classico”, mp — oo, cioé il limite in cui vale 1’approssimazione di teoria
di campo. In generale bisogna includere nell’azione effettiva anche il termine R% = R, ,, R***°,
che dal punto di vista della teoria di campo & soppresso dalla quarta potenza della massa di
Planck, ma che a livello di stringhe riceve contributi, perturbativi o non perturbativi, a seconda
del modello che si vuol considerare. In quanto segue si considerano le correzioni a tale termine
nel contesto degli orbifold elencati in (3.94), nel caso in cui il ”background” gravitazionale
sia costante, cioé R;é; = Re%egy. A tale scopo bisogna considerare la funzione di partizione
della stringa, cioe, lo ricordiamo, il ”path integral” sul toro, in presenza di una perturbazione

gravitazionale, la quale funge, come si usa fare in teoria dei campi, da ”sorgente” che genera,
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mediante derivate, I'inserzione nel path integral delle varie potenze dell’operatore, in questo caso
P gr

la curvatura R, di cui si vuol calcolare il valor medio.

Le correzioni al termine R? ad un loop di stringa, pur essendo finite nella regione dell’ultravioletto,
presentano una divergenza infrarossa, dovuta alla presenza di stati di massa nulla nello spettro.
Consideriamo infatti la funzione di partizione, definita da:

/ d'r Trglogho (4.3)
F

z (Tmr)?

= /;_ —(ﬁd;:—)zTr[exp[-—%rImﬂLo + Lo) + 2wiRer(Lo — Lo)]]-

L’integrazione & eseguita sul dominio fondamentale F definito nel Capitolo 1, ovvero: |7| > 1,
-—% < Retr < -;- L’integrale & finito in assenza di tachioni, come é il caso della superstringa,
per la quale esso & addirittura nullo, a causa dell’esatta cancellazione tra contributi bosonici
e fermionici. Consideriamo ora tale funzione di partizione quando nell’azione in due dimen-
sioni introduciamo una ”sorgente” J che generi I’inserzione di un certo operatore. In generale
’Hamiltoniano ricevera una correzione proporzionale alla sorgente: H = Lo + Lo — H + J§H.
La derivata funzionale rispetto a J porta all’inserzione di potenze di Imr che vanno a cancellare
il fattore (Im7)~2 della misura d’integrazione ed il contributo (Im7)~! dato dall’integrazione
sul momento dei bosoni non compattificati (ovvero il volume del *world-sheet”) [32]. Nel caso
della deformazione gravitazionale che ci interessa, la sorgente J & data da R e la derivata pri-
ma fornisce una correzione finita al termine proporzionale ad R nell’azione effettiva [33]. Nel
caso invece della derivata seconda, cioé di correzioni al termine R?, a causa della presenza di
modi zero, cioé stati di massa nulla, per i quali Ly = Lo = 0, I’integrale & logaritmicamente
divergente nel limite Im7 — oo. Per calcolare le soglie esso pud essere regolarizzato modifican-
do la geometria della varietd parametrizzata dalle coordinate bosoniche spazio-temporali [33].
La cosa fondamentale da notare & che tale regolarizzazione puo essere fatta senza rompere la
supersimmetria. Noi seguiremo il procedimento usato in [33]. Sostituendo al modello Sigma
lineare per tali coordinate bosoniche un modello di Wess Zumino Witten [34] in cui ai quattro
bosoni corrispondono le tre correnti dell’algebra di Kac-Moody di SU(2) di livello & pari ! pit
una corrente U(1), si introduce un’energia minima positiva per il vuoto ("mass gap”), ovvero

un ”cut off” infrarosso u? = 71—, dovuto al fatto che ora lo spazio & curvo con curvatura pro-
= aErp P

!Si richiede k pari al fine di avere una descrizione equivalente a 50(3)% , in linea con il fatto che si vogliono
descrivere coordinate bosoniche.
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porzionale a 1/v/k + 2. Tale modello, denominato W%, & stato studiato in [35). La funzione di
partizione ”regolarizzata” Z" si ottiene da quella non regolarizzata, data dalle espressioni (1.8)

e (1.9) del Capitolo 1, e pil specificamente nel nostro caso da (3.32) del Capitolo 3, operando

la sostituzione:

L(SU(2)x)
2
e dividendo per il volume:
V(SU@)R) = _81“(1@ +2)3. (4.5)

(T(SU(2)k) @ il reticolo bosonico nello spazio curvo W(%) e la normalizzazione & scelta in modo
tale che nel limite di volume infinito si riottenga la funzione di partizione del modello Sigma li-
neare). In tal modo si elimina la divergenza infrarossa ed & percio possibile eseguire I’integrazione
sul parametro modulare = senza ambiguiti. Si pud quindi isolare il termine che dipende logarit-
micamente dal ”cut off”. Le parti finite vengono fissate richiedendo che nel limite infrarosso la
divergenza fornita dalle stringhe coincida con quella calcolata in teoria dei campi [?]. Una volta
isolato il pezzo divergente, nella parte rimanente potremo prendere il limite 4 — 0, ritornando
quindi alla descrizione dei bosoni mediante un modello Sigma lineare. La correzione fornita dalle
stringhe alla costante di accoppiamento del termine R? puo essere scritta percid nella forma:

1672 1672

FE) = s + bgraylog M3/ p* + A, (4.6)
stringa
dove per definizione ggringa = exp(®) e Mg = —\/1:-; La costante bgrq, ¢ detta anomalia

gravitazionale, e la cosiddetta soglia A & data da:

A= i A(T;, Us), (4.7)

i=1
dove T;, U;, i = 1,2, 3 sono i moduli complessi delle sei dimensioni compattificate.

Nel contesto del modello W*, la deformazione dell’azione bidimensionale che corrisponde
all’introduzione di un sottofondo (background) gravitazionale R;c’, = R e3y & data da [33),
[37]:

5S(R) = / dzdzR[I® + 94 P + 539, (4.8)
I3 ed IP sono le correnti del Cartan di S U(2)x, olomorfa ed antiolomorfa 2 iyt e P91

sono le correnti fermioniche richieste dalla supersimmetria nel ”world-sheet”. Nelle stringhe

?Ricordiamo che in due dimensioni & possibile separare le parti left moving e right moving.
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eterotiche ovviamente non c’e il pezzo supersimmetrico della corrente bosonica right moving. In
ogni caso la deformazione & data da un operatore di ben definita dimensione conforme (1,1) e
quindi integrabile su tutto il world-sheet. L’invarianza conforme e modulare permettono quindi
di dedurre qual sia la deformazione, non solo per valori infinitesimi del parametro R, ma a
livello globale: si tratta di un ”boost” del reticolo dei momenti e delle cariche fermioniche. Se
indichiamo con I, I le cariche, cioé i valori dei momenti del reticolo bosonico nello spazio curvo,
associate alle correnti I3 ed I® del modello W4, e con Q e @ le cariche fermioniche associate alle
correnti 13¢* e ¢3¢*, l'integrando nell’espressione della funzione di partizione (4.4), in presenza

di ”mass gap” e background gravitazionale R & dato quindi da [33], [38]:

Tr[exp[—27rIm'r(Lo + .Eo + 2ALO) + 21('iRe‘T(LQ - Eo)]], (4.9)
dove:
1., I? = 1., I?
= - —+... = — —+... 4.1
Lo=5Q@°+ 7 +-.s Lo=3Q°+ 4. (4.10)

ed i puntini indicando ’omissione di termini che non dipendono da I, I, Q e Q;

ALy =R(Q+I)(Q+ 1)+ (4.11)
LYIFE PR -1 ((Q +1° (@ +I)2)
2 kE+2 kE+2 )°

Definiamo Z" (g, R, 7) in modo che:
1 d’r

zv =— | —=2Z% . 4.12
(1, R) 872 Jr (Im7')22 (B, R,7) ( )
Consideriamo ora lo sviluppo:
[= o}
Z%(u,R,7)=> R"ZY (n,R=0,7). (4.13)
n=0

1l termine cui siamo interessati, Z3' (s, 7), & dato semplicemente da:

zy (p,7) = Im7*(Q*)(Q?), (4.14)

perché gli altri contributi sono nulli, in quanto o proporzionali a R, o non invarianti per SU(2),
come i termini proporzionali a QI, QI oppure perché preservano la supersimmetria, in pre-

senza della quale, come si & visto nel Capitolo 1, la funzione di partizione si annulla (termini
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proporzionali a I2 o I?). Le parentesi (---) stanno ad indicare il valor medio dell’operatore in
questione, cioé la sua inserzione nella funzione di partizione non deformata (R = 0), data da
(3.32) con la sostituzione (4.4). Per calcolare tali valori medi, si procede nel modo seguente: si
sostituiscono le funzioni (), §() che corrispondono alle coordinate fermioniche 334, 3% con

le funzioni deformate (v, 7), 8(%,7), dove:

+w . .
o[ 1 )wr)= 3 eimlara/Pitinara/n)orsra), (4.15)

n=-—oo

In questo modo le inserzioni di Q2 e Q2 sono equivalenti a derivate seconde delle funzioni 8(v,7),

6(v,7). Pii precisamente si ha la corrispondenza:

2 19 4
Q 471'26'02’ ('16)
e _, _ 19 4.17
@ 472 g2’ (4.17)

Ora, per calcolare la derivata della quantita:

% z{;(_)aﬁﬂ@[ S ](vh—), (4.18)

dove abbiamo per convenienza definito:

of 5 Jwin) = o[ 5 |ime[ 51 o[ 5t Joime] szhzi Jolr),  (4.9)

basta osservare che:

%g(—)‘”%[ 5 | wir) - ég(-)ﬂwe[ HCOEE ](vl'r)IJ_Iﬂ[ 145 ] (0l). (4.20)
Si usano quindi I’identitd di Riemann:

3 San(=)28+00] 5 |(ulr)o] 510 |oime] 51 (oo 52k 2t J(om) =
=6[ 1 J(o/2im)e] 32 J(o/2im)6] L% J(os2im)e] S5t |(v/2ir),
(4.21)

e le seguenti proprieta delle funzioni 8: 6,(0,7) = 0, 6;(0,7) = 2xn3(7) e 67(0,7) = 0, dove

il simbolo 1 indica derivazione rispetto a v, per concludere che solo i cosiddetti settori N = 2,
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cioé i termini in cui i "twists” (h, g) riguardano solamente due piani complessi, nel qual caso
Poperatore % agisce su 6?(v,7), danno un contributo non nullo. Grazie all’identita di triplo
prodotto di Jacobi, si ottiene il seguente risultato:
d*r . -
2 W= [ SoI6U@N - Y Y Tea(@ 0, (422)
]:Im h,geN=2 :

dove l'ultimo termine varia da modello a modello. Per estrarre la divergenza logaritmica,

riscriviamo tale integrale nella forma:

dr

2P = [ = TEU@w)- ¥ Y (Tea @09 -1)+
hgeN=2 i
Y ¥ f =L T(SU(2)e)- (4.23)
,gEN.-2 i

Il primo pezzo non presenta divergenza infrarossa, perché:

lim r(z’z)(T, U) = 1; (4.24)

ImT—00

si pud quindi prendere il limite g — 0, sostituire I'(SU(2))x con 1 ed usare il risultato [39]:

/;:::: (I‘(zz)(T U)- 1)

8mwel™"

= -1 T)*|n(U)| ImTImV) — log ———. 4.25
og(|n(T)*I=(T)| ) —log WeT, (4.25)
Il secondo pezzo & quello divergente e si ha, per £ — oo:
&r 2el-
T T (SU(2)k) = log M/ p* + log T _ + 0(n). (4.26)

La somma sui vari termini Y5, ,cn=2 >; fornisce quindi il coefficiente bgrq, della funzione beta

della rinormalizzazione dell’accoppiamento del termine R2 3.

4.1 Anomalia gravitazionale e soglie nei vari modelli.

Procediamo ora alla determinazione di tale coefficiente (anomalia gravitazionale) e della soglia

A(T,U) per ogni modello.

3Sottolineiamo il fatto che le correzioni di stringa differenziano ’accoppiamento del termine R? dalla costante
di Newton, data dall’accoppiamento del termine R.
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28 x ZY(xZ):

Per ognuno dei tre piani complessi, 2 = 1,2, 3, abbiamo il seguente contributo:

/ flr(SU(z)k) Y Tea[l]@w,

hg(n;,6;)=(0.0)

(4.27)

in cui si somma sui “twists” (k, g) # (0,0) che non toccano il piano con indice i. Per ogni piano

i sono quindi permessi tre valori di (A, g), cosicché per ognuno si ha il contributo:

3T 5 |(T: Us)-
Abbiamo percio:
Am 3| 3 |(T:0) =31

cosicché il coefficiente bg,q, dell’anomalia gravitazionale, sommato sui tre piani, é:

Y 3=0.

%

La soglia & data da:
2el~7
A= Z{ (I‘(n)[g](T;,U;)—1)+310g72_7}.

Usando il risultato di Dixon, Klapunovsky e Louis, eq. (4.25), otteniamo:

8rel =7 2el~7

A= —3Z:log(|17(Ti)|4h7(U)|4lmT1mU) 9log —— Wex +9log——= T

cioe:

A = -3 log(|n(T:)[*{n(U;)|*TmT;ImU;) - 9 log(4x?).

28 x Zim(x 23):

In questo modello il secondo piano fornisce un contributo diverso:

2 p(sv(2) k)zr@ o3 ] @ 0),
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(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)



dove la somma viene presa sui valori di (h,g) per i quali il secondo piano non viene ruotato,
ma ora esso ¢ traslato (”shiftato”) in maniera dipendende dal ”twist” degli altri piani. Con
Paccento sul simbolo di somma intendiamo indicare che si esclude il valore (k, g) = (0,0). Usando

le proprietd dei reticoli traslati riportate nell’Appendice B, otteniamo il seguente contributo

all’anomalia gravitazionale:

!
b= tm hzl‘(z,z)[ ] ](Tz, U;) = 1. (4.35)
1g

I contributo alla soglia & dato da:

8 = [EIr(sv) 2 (| @202 1) - (Taa| ¢ @0 - 1)] +
+(2 -1)log i—i;—.;. (4.36)

Dopo ’integrazione, otteniamo:

Ay = ~2log(|n(T2/2)|*n(Vs/2)|“Im(T2/2)Im(U2/2))
+log(In(T2)|*|n(Us)|“ImT5mU,)
—log(4n?). (4.37)
Grazie all’identita:
n(t/2) _ [6a(7)
i Ve (4.38)
otteniamo:
Ay = —log(|04(T2)|*|04(Us)|*ImT,ImU,) + log 16 — log(47?). (4.39)

Il contributo degli altri piani & lo stesso che nel modello precedente, cosicché ’anomalia gravi-

tazionale é:

Ybhi=1. (4.40)
La soglia & data da:

A = -3log(|n(T:)|*|n(U1)|*ImT Il ) +
— log(|04(T2)|*04(U2)| “ImT,ImU;) +
—3log(|n(Ts)|*|n(Us)| “ImT5ImU3) +
—T7log(47?) + log 16. (4.41)
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Zg X Z2 ree(xzzree):

In questo modello ci sono due piani, cioé i primi due, in cui vi & una traslazione dei momenti.

Ciascuno di essi da percio il seguente contributo all’anomalia gravitazionale:

b1,2 = 1’
cosicché in totale abbiamo:
b=5
La soglia e:
A = —log(|04(T1)|4|04(U1)|4ImT1]mU1) +

— log(|04(T2)|*|04(U2)|*ImT>ImUz) +
—3log(|n(Ts)|*|n(Us)|*ImT5ImUs) +
—5log(47?) + 2log16.

Zg'ree X szree(xzzfree):

In questo modello tutti e tre i piani sono traslati, percio:

bi=1, i=1,2,3

3
A =~ log(|64(T:)|*|64(U;)|*InT;ImU;) +

=1

—3log(4x?) + 3log 16,

OVVero:

3
A = =) log(|04(T:)|*|64(U:)| ImTImU;) +

i=1

2

T
—3log(Z ).
og(4)
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(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)



(25 x Z3(x 23)) 41

In questo modello la correlazione tra i piani complessi elimina una parte dello spettro e, per
quanto riguarda le correzioni di stringa, abbiamo:

Primo piano:

F(SU(2)k) §I‘(2 2)[ ](TlaUl) + 35 ZI: r(z,z)[ : ](Tla 0|, (4.48)

,yl(h1,91 y=(0,0)

la cui parte non divergente, a meno di termini di ordine O(u), é:

b = 3 o e Jemon 1)+

3. 27
+< log i/2_7+ (4.49)

+2 {f: [2 (I‘(2 2)[ ](T1/2 U,/2) - 1) (r(z,z)[ 0 ](T1, U) - 1)] +

cioé:

8wel™"

V27

Ar = —log({n(Ty)|*in(Us)|“EnTyImU; ) ~ log +

— log(|n(T1/2)|*|n(U1/2)|*Im(T} /2)Im(U1 /2)) — logs\;__7 +

el—7
+21lo (4.50)
g 2T
Sommando i termini, otteniamo:
Ay = —2log(In(Ty)PIn(Us)16a(T1)]|64(U1) Ty Tmly ) +
+log4 — 2log4x>. (4.51)

Il contributo all’anomalia gravitazionale &:

=2 (4.52)



Secondo piano:

per cui:

d’r

2 EI‘(SU(2)]‘;)I‘(2’2)

[ g ](T2’ U2)7

Ay = —2log(|n(Ty)]|n(Us)*EnT>Imly) +

—2log4n?.

Il contributo all’anomalia gravitazionale é:

Terzo piano:

d’r

E‘;P(SU(z)k) F(2,2)

percio:

Aj;

Otteniamo quindi:

Az

bo=1+1=2.

[ 2 )T, Us)+

h.gl(r3,93)=(0,0)

!

>

P(z,z)[ ; ](Ts,Us) ,

= —2log(|n(Ts5/2)|*|n(Us/2)|*Im(T3/2)Im(Us/2)) +

8mwel=7

—2log ——— - 2log

V27

2el-7

/27

—2log(|n(Ts)|?|n(Us)|%|64(Ts)|?|04(Us3) | ImT5ImUs) +

+1log 16 — 2log4x?.

Il contributo all’anomalia gravitazionale é:

b3=1+1=2.

Sommando i contributi dei tre piani, si ottiene:

A

A+ A+ Az =

—21og(|n(T1)1*|9(U1)%|04(T1)||04(U:) [t T3ImU; ) +

—2log(|n(T2)|*|n(U2)| ITmToImU>) +

—21log(|n(T5)I?|n(Us)1?104(Ts)|?|64(Us) | *ImTsImUs3) +

—6log4m? + 6log2.
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)



L’anomalia gravitazionale é:

b=2+242=6.

|25 x 2{**(x29)]

I contributi dei tre piani sono i seguenti:

Primo piano:

[Errsv@n [tan 2 @+ Y Tesl ) |@om

hogl(hy ,91)=(0,0)
cioe:
2el-7
A = / I'(z 2) ](T1/2 U1/2) - 1) + 2108;—\/2—7-
L’integrazione sul parametro modulare = da:

Ay = —2log(|n(Ty)*|n(U1)I?|64(T1)I*|64(U1) P ImT ImUr ) +
—2log4n? + 2log4.

Il contributo all’anomalia gravitazionale &:

b = 2.

Secondo piano:

2/——I‘(5U(2)k) i I‘(z,z)[ : ](TZ, UZ))

R\gl(kg,92)=(0,0)

cosicché:

Ay = 2/ [2 Tey| 5 |(T2/2,02/2) - 1) - (Tay[ 5 (@ 0) - 1)] +

217

+2log —— 2
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(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)



Integrando su T otteniamo:

Ay = —4log(|n(T2)*|n(Uz){*|04(T2)|?|04(T2) "I T>ImU>) +
+2log(In(Tz)l“In(Uz)l“ImTzImUz)

8mwel~ 2e1~7
+4log4 — 2log ——— ol +2log —TA

cioe:

Ay = —21og(|64(T>)|*|64(U2)|*ImT>Iml,) — 2log4x? + 4log 4.

1l contributo all’anomalia gravitazionale é:

bh=1+1=2.

Terzo piano:

&’r

h.gl(ng,95)=(0,0)

cosicché il contributo di questo piano & analogo a quello del primo. Otteniamo percio:

Az = —2log(|n(Ts)*|n(Us)|?|04(T5)I?|04(Us)|*ImT5ImUs) +
—2log4n? + 2log4.

11 contributo all’anomalia gravitazionale é:

by = 2.

Sommando i contributi dei tre piani otteniamo:

A = A+Ar+A3=
~2log(|n(T1) ?n(U1)|?164(T1)|?|64(U1) |"InaT; Il ) +
—~21og(|04(T2)|*|84(U2)| “ImT;ImU;) +
~2log(|n(T5)|*10(U3)|?|64(T5)|*|64(Us) L T3ImU3) +

—6log4n? + 8log4.

112

—L(SU(2W) T | o |(T5,U5) + S Tea[t @),

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)



L’anomalia gravitazionale é:

b=2+2+2=6. (4.75)

Come si puo vedere, per ogni modello, ’anomalia gravitazionale & data dalla formula seguente:
1
b= 5[24+Nv+NH], (4.76)

dove Ny ed Ny siriferiscono ai contributi dei soli settori *twisted”. Usando il risultato (3.48) del

Capitolo 3, possiamo esprimere 1’anomalia gravitazionale in funzione dei coefficienti modulari.

Si ottiene:

1
b= 3 [48 +(1+ C(Tl ITz))(l + C(T1 ITa))(l + C(Tlea))(C(bl|T1) + C(blez) + C(bslTs))] . (4.17)

Naturalmente, agli effetti pratici ci serve esplicitare tale formula in funzione dei coefficienti
indipendenti. Se scegliamo che essi siano quelli che riguardano gli insiemi con indici 1 e 2, come

abbiamo fatto nei capitoli precedenti, otteniamo:

1
b=3 [48 +4(1 + Czy 1)) X (Cpairy) + Caimy) + @BClou 1) Ciza)) » (4.78)

dove:

a = CunCm)s
B = CuinCiimy)- (4.79)
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Appendice A

Per costruire modelli di stringhe fermioniche, si scelgono i coefficienti modulari indipendenti
C(«|8) in modo consistente con il numero di supersimmetrie e le chiralita che si vogliono assegnare
agli spinori. Gli altri coefficienti si ricavano da questi usando le regole (1.23), (1.24), (1.25). Per

convenienza riportiamo qui le relazioni che legano i vari coefficienti:

Cials) = €ansClsiay (A.1)

Clale) = €reaClalmys (A.2)
e

C(alB)Claly) = 8aC(alsq); (A.3)

dove §, & uguale a —1 se solo ¥* o solo 1* appartiene ad a ma non entrambi, altrimenti §, = +1;
ex = em(X)/8 (A.4)

con n(X) = nr(X) — nr(X). Le chiraliti del vuoto sono fissate da:
Cgla) = bas (A.5)

cosicché C(4s) & fissato ed & —1 e lo stesso vale per C(y5), tutti gli altri sono uguali a +1. Poi
si passa alla scelta delle chiralita del settore di Ramond:

C(F|F) = +1 (A.ﬁ)

e la chiralita dello spinore (spazio-temporale). Questa scelta distingue tra tipo-II A e tipo-II B,
in cui si ha chiralita opposta per spinore left e right moving:
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La condizione di esistenza del gravitino fissa C( g 5) uguale a +1:
P /,5pins|0) => Cg5) = +1. (A.8)

Fissiamo C(p,,|F) = C(p,,|F) = +1. Siamo liberi di scegliere ad arbitrio Cy,,|s) e C(3,,|5), come
anche C,,5) e C(3,,)5)- Scegliamo:

Rimane C(3,, 3,,) che, a meno che non venga specificato, fisseremo uguale a +1. Tutti gli altri

coeflicienti sono fissati dalle regole (A.1), (A.2), (A.3). Riportiamoi segni dei coefficienti C nella
seguente tabella:

L F| 5] 5] b b
¢ | 1| 1|1|-1] 1| 1
Fl1j1]l1]-1] 1| 1
S |11 1| 1| 1] -1}, (A.10)
S |11y 1] 1] -1] 1
b1y 11| 1
bzz 1 1 1

che va letta nel modo seguente: il coefficiente Cj;);) & uguale all’elemento di posto (3, j) nella

matrice. Con queste convenzioni, i gravitini sono:
Y*spinS_|0) and <”spinS_|0). (A.11)

Il settore R-R ha chiralitd complessiva +1 e I'intersezione con § (S) proietta sulla chiralita
negativa per entrambi spin(S) e spin(S). Nei settori twisted by; e byg, la proiezione data da § &
sulla chiralita (—) per § N by1(32), cioe {9, 21234}, e lo stesso vale per S. Nei settori twisted
S 5611(22), S proietta sulla chiralita (+) per § N byy(22), cioe {23413, 256}, Lo stesso avviene

per Dintersezione con S.
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Appendice B

Riuniamo qui alcune formule utili rignardanti le funzioni 7(7) e §(7) e alcune loro proprieta. La

funzione 7, ovvero il carattere di Virasoro del modello bosonico ¢ = 1, & definita da:

+o0
n(r) = ¢# [[(1 - ), (B.1)

n=1
dove:
qg= e27ri'r- (B.2)
La funzione 4 & definita da:

2

2b & +00 o . . '
0[ : ](T) = ""("-)ezlll-’iqu—21_4 H (1 + qn+(Tl)' em%)(]_ + q"—%ue—‘nb)

n=1
+o0 2
= Y exp[z'w(n-{—g) ‘r+27ri(n+-§>;], (B.3)

dove @ = 0 o 1 si riferiscono rispettivamente a condizioni al contorno antiperiodiche o periodiche
nella direzione ”1” del toro, mentre b = 0 o 1 indica condizioni al contorno antiperiodiche o

periodiche nella direzione 7. Di solito in letteratura esse vengono indicate con 6;, ¢ = 1,...,4,

dove:



Le identita da esse soddisfatte che piu ci interessano sono:

65 — 63 + 63 =0,

(B.4)

(B.5)

(B.6)

da cui si pud derivare ’annullarsi dell’azione di superstringa in presenza di supersimmetria nello

spazio-tempo; ’identita del triplo prodotto di Jacobi:

92 0304 = 2173.

(B.7)

Da queste formule si possono derivare le proprieta di trasformazione modulare della funzione di

partizione. Com’s ben noto, il gruppo delle trasformazioni modulari é generato dalle seguenti

due trasformazioni:

T: 7 - 741,
S: 17 - ——.
Sotto I’azione di T, si ha:
p(r + 1) = ™' 2y(7);
a _ _ima2 /4 a
B[b]('r+1)—e o[HbH](T).

Sotto I’azione di S si ha:
n(~1/7) = (~ir)"/*n(7),
e mediante una risommazione di Poisson su n nella formula (B.3) si ottiene:
a[ ‘;.](-1/1) = (z'r)llze‘"b/zo[ Z ]('r).

Un’altra identita utile ¢ la seguente:

+o0
0[ Z ]6[ ‘; ] = (2Im7-)—1/2 Z e—‘ir'—m%'-z—eiw(am+lm+mn),
m,n=-—00
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(B.12)

(B.13)



valida per ogni valore di a,b = 0, 1, che si ricava anch’essa dall’espressione (B.3) eseguendo una
risommazione di Poisson su uno degli indici n.

L’identita di triplo prodotto di Jacobi implica la seguente identita:

b3 16053 1l 4in|
Il Ll

(B.14)

valida per (H,G) # (0,0) e per i valori della coppia (a,b) per i quali il primo membro & diverso
da zero. Nella precedente espressione abbiamo usato la notazione |n|? per indicare 77 e |6[  ]|2

per 6[ 5 16§ 1.

Nel terzo capitolo si sono introdotte le funzioni di partizione Z A[ i ‘;’3 ], A=1,23, che
esprimono nel modo pil generale la funzione di partizione di due coordinate bosoniche al punto

fermionico. Esse sono date da:

Z4352]=B%%§l, (B.15)
se (Ha,Ga) # (0,0), e:
Zal 3 S =25yt & | (B.16)

se (Ha,G4) #(0,0) e (74,684) = (0,0) oppure (v4,84) = (Ha,G4), altrimenti sono nulle.

La funzione ].‘(2,2)[ I ] al punto fermionico & definita da:

Ten[ %] = Z S 10 5] ¢ emebatbuatrasa), (B.17)
a b

In un generico punto dello spazio dei moduli, il reticolo ', ;) & dato da:

+2i7rB;jminj , (B.18)

Tl 3 )r0)= 3, Yo e |-
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dove, se (7, 8) # (0,0), si ha:

v = 2hn' mod?2,

§ = 2h;m’ mod?2,

ovvero il reticolo dei momenti ¢ traslato (”shiftato”). In particolare per orbifolds Z5, h; = % per
qualche i, sicché per tali momenti e windings la somma viene effettuata solo su indici dispari. G;;
e B;; sono rispettivamente la metrica ed il tensore antisimmetrico dello spazio bidimensionale

compattificato, e sono dati in termini dei moduli complessi T ed U dalle seguenti espressioni:

2
Bis=ReT, Gi= ImT ( U2  -ReU )

— (B.19)
ImU \ —ReU 1

ovvero:

T = By +i4/detG;j, (B.20)

Gi2  .4/detG;
U = +1 .
G2 G2

(B.21)

Sostituendo la (B.13) nella (B.17), per (74,84) = (0,0) otteniamo, per confronto con la (B.18),

che il punto fermionico del reticolo non traslato corrisponde al seguente valore dei moduli:
T=-1+44¢ U=-1+.1. (B.22)

Un’espressione equivalente del reticolo bidimensionale (per (v, §) = (0, 0)) si ottiene risommando

parzialmente con Poisson. Si ottiene:

LT, U)= ) P rgPtr, (B.23)

m,n

dove:
PL 1
= ——— B.24
( PR) 2i/ImTImU (B-24)

Am(8)-m (i) n(3) o (2))

sono i momenti associati rispettivamente alla parte left- e right-moving delle coordinate bosoniche

del piano in questione.
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La funzione Zg:‘;i)md) ’G’rﬁ ] e data da:

%Z | 9[ > ]9[ Sica ] I2ei1r(a6+b‘7+“l5)_ (B.25)
ab

ZE;’;?[ gﬁ ] FIE

Ricordiamo che essa & non nulla solo se (Ha,G4) # (0,0) e (v,8) = (0,0) oppure (v,68) =
(H4,G4). Per entrambi questi valori di (7, §) essa vale:

(twisted)[ B, 1 _ 477 7
Zio [ s ] (B.26)

come si ricava immediatamente dalla (B.14), e quindi non dipende dai moduli.

Nel Capitolo 4, per calcolare le correzioni ad un loop di stringa, ci serve la definizione delle

funzioni 6 generalizzate:

+o0
0[ t; ](‘U,T) Z ei-)rr(n+a/2)2+2i1r(n+a/2)(v+b/2)_ (B.27)
Si ha:
00,7 = 2mn’(r), (B.28)
¢ = o, (B.29)

dove il simbolo 7 indica derivazione rispetto a v. L’identitd di Riemann é:
1 Sas(-)¥8+80] 5 |(uim)e[ 515 (06| 51k J(oime] sziazi J(oir) =
=6[ 1 w/2im)e] 125 J(wr2im)e] Lk |(w/2ime] ittt |(v/2im).
(B.30)

Nel calcolo delle soglie abbiamo usato la seguente identita:

> Tepf ! |(@U)=2Tey[ 5 |(@/2,0/2)-Tey] & |@,0). (B.31)
(h,g)#(0,0)

Ci interessano poi ’andamento per k — co dell’integrale sul reticolo bosonico nello spazio W*:

T 1 (SU@)) = log MZ2/4? + log s + O(4)
- Imr k g Mg/ H gﬂ_ o7 ¢

(B.32)
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e lintegrale "regolarizzato” sul reticolo bosonico di un piano complesso compattificato su un

toro:

4 4 8wel™
= ~log(|n(T)|*|n(U)|* ImTImU) - log

Nel calcolo delle soglie abbiamo fatto uso ripetutamente dell’identita:

7(7/2) 04(7)

7(7) 7(r)

Ricordiamo infine le definizioni:
Gstringa = exp(i'),

dove ¢ indica il dilatone, e:
Mg

1
Ve
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Appendice C

Riportiamo il contributo alla differenza tra il numero di multipletti vettoriali ed il numero di
ipermultipletti dato dai vari settori "twisted”. Tale espressione si ottiene analizzando, per ogni
settore twisted, ’effetto delle proiezioni GSO date dagli insiemi della base fermionica. In tale
modo si puo esprimere il prodotto degli spin (o meglio delle elicita ) dei vertici left- e right-moving
corrispondenti alle coordinate %%, ¢%* che trasformano per ’SU(2) delle rotazioni spaziali
come prodotto di coefficienti modulari. Nella nostra convenzione, a spin paralleli corrispondono
i vettori e a spin antiparalleli gli scalari . Una volta noto il numero di vettori di un settore
twisted a, & noto ovviamente anche il numero di scalari ad essi coniugati per supersimmetria
nel settore supersimmetrico {a, Sa, Sa, §§a}, e per sottrazione dal numero totale di scalari, ci

¢ possibile ricavare anche il numero di ipermultipletti.

Per motivi di comodita, quel che riportiamo nelle seguenti espressioni & la quantita Cyg, 5,) X
LN—"—#. La somma ﬂ":ﬂl si ottiene considerando solamente il fattore dopo la parentesi

quadrata, cioé dopo il proiettore che determina se un dato settore contribuisca o meno allo

spettro di massa nulla.

1
51+ Cou1)]Cn17) Cor 1) Cltn 172)s
b + To:

1
21+ Couim) O 1) IC 0,17 Ot 113) C il T2

'La scelta di quale segno dell’elicita "fisica” sia da assegnare ad un certo autovalore dell’operatore del Cartan
di SU(2) & arbitraria. Per ovvi motivi di convenienza abbiamo scelto di far coincidere elicita e carica di SU(2).
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by + T3

bl + T2 +T3:

b2 + T12

by + T3:

by + T + T5:

bs + Ty:

b3 + To:

b3+ Th + Ts:

1
5[1 + Coy113) C(1: 1) 1C (521 F) C (b T1) C 2 T2)

1
5[1 + Ci,11)1C 6o | ) C T2 )

1
31+ Cltai)Cioal ) C i)

1
31+ Coo 1) (11111000 1) C ) C 112

1
3 [1 4+ Cay11)C(1,172)IC 01 1F) C 1 |T1) C b1 1 T2)

1
5[1 + Clby 1) [C 1y |F) C 1 |T2)

1
5[1 + Cog13)1C 5, 11) C (121 C (b 171) C s 175)

1
3[1 4 Cos 1) (11 115)IC b2 ) C o)

1
311+ Cios 1) C(23 115) [C 01 1F) C 1 1T:)5

1
5[1 + by 113) C11175) C (217) IC 81 18) C (01 173) C 01 173)

Nelle formule precedenti abbiamo usato gli insiemi b3, T3, che pero, nei calcoli espliciti, non

vanno considerati come indipendenti. La loro definizione in termini degli insiemi di base é:

b3=

T

S+ 5 +by+by,
F+S5+54T+Tn.

Di conseguenza, facendo uso delle regole della costruzione fermionica, riportate nell’Appendice

A, otteniamo:

Coslbr) = Clorlba) Cior |F)»
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Cioslba) = Cio I2) Ol )

CiosiTs) = Cou 1) C s 1) Ot [12) (6l ) C T2 ) C o T2
Ceryis) = Cmim)s

Cizyits) = Oy 13)-

Sommando i contributi dei vari settori, si ottengono le seguenti espressioni per la somma e la

differenza del numero di multipletti vettoriali e ipermultipletti:

Ny + Ny
4

6 + (1 + C(1 1)) X : (C.1)
X(Coyi1y) + CloalTz) + @BC (b1 [13) Clb2172)):

Ny ~N 3

V_'H n H _ 50(1,1|b2)(a + ﬂ) X (0'2)

X(1+ Coyimy) + ClbaITs) + Clor11) Cloa 1) O 112))s
dove a e B sono definite in termini dei coefficienti modulari da:

a = Cp,|r)Cioiim)
Clo21F) CooIT)- (C.3)

™
I
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Appendice D

Riportiamo in quest’appendice le formule che esprimono la differenza tra il numero di multi-
pletti vettoriali e ipermultipletti forniti dai settori supersimmetrici "twisted” di orbifolds sim-
metrici Z; X Z; nel caso pil generale, ottenuto variando i coefficienti modulari della base
{F,S,8,b1,b3,€;,i = 1,...,5}. Per ogni settore supersimmetrico twistato riportiamo il con-

tributo dato alla quantita 4 - (Ny — Ng):

b
[1 4 Ce, fby)][1 + Ciesor)] -
[1+ Cley[6:)Clerfes)][1 + Cle,p,)Ce2]€3)] - @Cey i) Clesb)s
[1 + Clerfr) Cleslen) )1 + Cle ) Clesles)] - @Clesfes) Cleslba)s
[1+ Cler[61)Clenles)[1 + Cibrfez) Cbales)] * @ Clesles) Clesles)s
[1+ Clorjer)Clerlea) (L + City jea)Clesles)] * YBC(esles) Ciales) Clalen)s
by +e3 +eq:

1+ C(bl 131)0(61 |ea)C(61 |€4)][1 + C(bl lez)C(ezlea)C(ezle4)] * aC(bz Iea)C(b'zle-:)’
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b1 + e3 + e5:

[1 + C(bl |51 ) C(el !33) C(el les)] X
X[1 + Cs,1e2)Cleales)Cleales)] - @YCesles)Clesles)Clnles)s

b1 + e3 + eq:

[1+ Ciorler)Clen lea)Clerlen) Cler les)) X
X[1 4 Cipyles) Clerler) Clezles) Clesles)] - BYC ba1es) Clerles) Cleales) Clesles)s

b1+e4+€5:

1+ C(bl 181)0(81 |e4)C(e1 les)] X
X[1 4 C(by1e2)Clesles) Cleales)] * @YCbales) Clesles)Clesles)s

b] +€4 +€6:

(1 + City1e1)Clerle2) Cles les) Cler les)) X
X[1 4 Cpy1e2)Cles le2) Cles les) Cleales)) * BYCtales) Cles les) Clesles) Clesles)s

bl +65 +es:

1+ C(bl |61)C(61 fe2) C(el IEa)C(q les )] X
X[1 4 C(s,1e;)Clerle2) Clezles) Clezles)] - BC(b21es) Cltales)s

b1+e4+e5+e6:

[1 4 Cb11e1)Clerfe2)Cles fes) L + Cibyle2)Cleslez) Clerles)] - BC(Bales)s

by +e3+ e4 + €5

[1 + Cby1e1)Clerlez) Clerles) L + Cibrle2)Cler lez)Clezles)) * BYC(er les)Clezles)s

b1+ e3+ e5 + eg:

(L + Cit,1e1)Clerle2) Clerea) [[1 + Ciby le2) Clerlez) Cleales)] * BC(brlen)s

b+ e3+eq +ees:

[1+ Cloyler) Clerles) Clerle) Clerfes) | X
X[1 + C(byes) Clesles) Cleales) Clezles)] - @YCbsles) Ciosles)s
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by t+e3+eq+es+ e

[1+ Coyler)Clerlea)lL + Cioyles) Clen lea)] - B

by
[14 Ceyles)][L + Cipyles)] - Bs
bat ey
[1 4+ Cayles)Clerles)l[L + Cioales)Cler les)] - BC by ler) Cle le2)
by + e
[+ Clbates) Cleales))[1 + Citles) Cleztes)] - BC(orle2) Clen lez)s
1+ Cbyles)Clesles)[L + Cltales) Clesles)] - BYCer fes)Cleales)s
by + eg:
[1+ Clbyles)Clerles)Cleales) Clesles) Clesles)l[1 + Cibales)Clesles) Clezles)”
‘Clesles) Clesles)]  @YC(b1jer)Clbrler) Clenles) Cleales) Clesles) Cleales)s
by + €1 + eg:
[1 + Cby1e5)Clerles)Clezles)][L + Cibzles) Clerles) Cleztes)] - BCo11er)Cibrlen)s
by + e + es:
[1 + Cleyles) Cle les) Cles lea)] X
X[1 + Cbgies) Cles les) Cleslen)] - BYCbre1 ) Clerler) Cleslen)s
by 1+ e + e5:
[1+ Cleates) Cleates) Cles es) ] X
X[1 + Cby}eq)Cles Jes) Creslea)] * BYC brler) Clerlez) Clerles)s
be 4 e + eg:

[1 + City1e3)Clerles) Clesles) Cleslea)] X
X[L 4 Cloyles)Clerfes)Clesles) Cresles)] * @Y Cibrler)Clerles)Clesles)Cleales)s
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by +e; + eq:
[1+ Clbyles)Clezles) Clesles)Cles les)) X
X[1 + Cby1es)Clezles)Clesles)Clesles)]  TC(byle2) Clezles) Clesles) Clesles)s
bz + es + €g:
[1+ Cbsle3)Cler les) Cleales) Cleales) | X
X[1+ Cbyleq)Cles les) Clezles) Clesles)] * @C(brle1) Cbrlen)s

by+e; + ex + es:

1+ C(bz Ies)C(e1 Ies)C(ez Iea)C(es |€3)]x
x[1+ C(bz |e,)C(e1 |64)C(52 |e4)C(°’5 |e4)] : '370(51 |31)C(bl le2)

by +e; + es + eg:

[1 4 Clos)es)Clesles) Clesles)l[L + Cionles) Clesles)Clesles)] - @TClesles)Clesles)s

b2+el+e5+€6:

[1 + Closles)Clesles) Clesles) |1 + Cibyles) Clezled) Clesles)] - @Cloylez)

by + e2 + e5 + eq:

(1 + Clojes)Cler les) Cleales) L + Ciosles) Clerlea) Clesles)) - @Cloyler)s

byt e+ ex+e5+ e

[1+ Closles) Cleales)lL + Cioyles) Clesles)] - @

(1 + 7)1+ aBCp,1e,)C 1 1e2)Ctrles) Ctzlen)) * BC(brler) Clbrles)s

bz + ey
[1+7C e, les)[1 + @BC b, 1e,)C b1 le2) Cloz les)”
*Clbales) Clerle2)Clerles) Cles les)] * BC(b11e2) Clerle2)s
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bg + es:

b3 + es:

b3 + e4:

b3+ e; + ep:

b3+ e; + e3:

bs + e; + e4:

bs + es + e3:

b3+ eo + e4:

[1 4+ YC(egjes))[L + @BYC 1,16, )C b1 1e2)C b les) Clbzles) Cles le2)*
“Cles}es)Cleales) Clezles)] - BC(byler)Cles lez)s

[1+7C(estes)IL + aBYClpy je1)Cibr le) Cbales) Citaled) Clesler)”
*Cleslez)Clesles) Clesles)] - @C(bales) Clesles)s

[1+ YC(egies)][1 + aBYC(by1e,)C b1 1e2)Cb21es) Cblen) Clesler)”
“Clealez)Clesles) Clesles)] - @C(byles)Cleales)s

[1 +7Ce1les) Cleates) 11 + @BYC (b, 1e1) C it le2) Cirles)”
*Cbales) Clerles) Cler es) Clen les) Cleles) Clesles) Cleales)] - Bs

[1+ 7C(e,1e5)Clesles)l[L + @BYC (b, )er)C by lez) Cibales) Cibales) Cier le2)Clen lea)”
"Clesles)Clezles)Clesles) Clesles)]  BC(b1 le2) Citales) Clerlea) Clesles)s

[1+7C e, 1e5) Clesles)lI1 + aBYC ;1) C by 1e2)Clbales)Cbalea) Clen lea) Clerles)”
“Clerles)Clezles)Clesled) Cleales)] - BC b le) Coales) Cles lea) Cleales )

[1+7¥Clesles) Clesles) L + @BYC b, je1) Cib le2) Cibales)Clbales) Clen lea) Cleslea)”
“Cleales)Cler les)Clesles) Clesles)] * BC by le2)Cibales) Cles fez) Cler les)s

[1+7Ces1es)Clesles)[1 + aBYC (s, 1e)C by 1e2)Clbrles)C b les) Cler lez) Cleales)”
“Clezles)Clerlea)Clesles) Clesles)] * BC (b, le2) Cibzles) Cles lez) Cler les)
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bz +e3+ e4:

[L + YClesles)Clesles)) [T + @BYC b, 1e:)Clb11e2) Cibales)”
“Cbs)es) Cesler) Clesle2)Clesles) Cleater) Clealea) Clesles)] - @
b3+ e1 + ez + es:

[1+7C(e1e5)Cleales)Clesles) 1 + aBYC(p jey)Clor le2) Clbales) Clbzfes)”
“Clesles)Clesles) Clezles) Clesles)Clesles) Clesles)) - BC(bz1es)s
b3 + e +e3+ ey

[1+ 7C(e1jes)Clesles) Clesles)I1 + @BYCby o) Cibrlez) Cibales) Clbsles)”
“Clerle2)Cles les)Clesler) Clesles) Clealea) Clesles)] - @Cbyfer)s
bs+e +ex+ey

[1 +7Cle1les)Clezles) Clesles) L + @BYC (b jer ) Cltrlez) Clbrles) Clbles)”
“Cle1es)Clerles)Clezles) Clezles)Clesles) Clesles)] - BC(bales)

bs+ex+e3+ ey

[1+ YCes1e5)Clesles) Clesles)l[L + @BYC(by je1) C b1 le2) Clbales) Clbles)”
*Clesle2)Cleales) Clesler) Clesles) Cleler) Clesles)) - @C(byez)s
b3 +e +ex+es+ ey

[1 + YCle,1es5)Clezles) Clesles) Clesles) )L + @BTC by 1e1) C b1 Je2) Clbzles)*
“Clbales) Clerles) Clezles) Clesles) Clestes)] - @Cb1je1) Ciplea)s
Nelle espressioni precedenti, tutti i coefficienti modulari sono simmetrici per lo scambio degli
argomenti, cioe C(q|g) = C(g|a), ed abbiamo ridefinito:
a = C R Colen)Clales)s
B = CelrCierler)Cltslea)s (D.1)
T = Cloiles)Citsles)

Abbiamo omesso di indicare esplicitamente il fattore C(y, |5,), che moltiplica ognuna delle espres-
sioni precedenti, ed il cui segno determina lo scambio di ipermultipletti e multipletti vettoriali,

realizzando cosi la ”mirror symmetry”.
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