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SU DUE NOZIONI DI SINGOLARITA
TRA MISURE (*

di ALESSIO VoOLOLO (a Trieste) (**)

SoMMARIO. - Si dimostra che le due nozioni di S-singolarita e di E-singolarita
coincidono per la classe delle' misure semifinite.

SuMMARY. - We prove that S-singularity and E-singularity are coextensive no-
tions for the semifinite measures.

Recentemente sono state introdotte alcune nuove mnozioni di
singolarita tra misure. La prlma che noi considereremo, & dovuta
a Johnson [3].

DEFINIZIONE 1. Una misura u si dice S-singolare rispetto ad
una misura », se per ogni insieme A €A (!) esiste un B c 4, Be A,
tale che »(B)=0 e u(B)= u(4). Se u & S-singolare rispetto a »,
scriveremo u S .

In un recente articolo Bruneau [1] ha introdotto il concetto
che noi chiameremo di E-singolarita (2).

(*) Pervenuto in Redazione il 22 agosto 1973.

Lavoro eseguito col contributo del C.N.R., nell’ambito del Gruppo Nazio-
nale per I’Analisi Funzionale e le sue Applicazioni.

(**) Indirizzo dell’Autore : Istituto di Matematica dell’Universita - Piazzale
Europa 1 - 34100 Trieste.

(1) Indichiamo con & la a~algebra degli insiemi che sono misurabili sia ri-
spetto a g che a y.

(?) La definizione & stata data per le misure definite sui boreliani della retta
reale, ma & ovvia la sua estensione a spazi misurabili qualunque. Per la nozionz
di quasi-singolarita e le sue relazioni con la singolarita e la SJsmgolarlta, si
veda [5].
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DEFINIZIONE 2. Una misura u si dice E-singolare rispetto a »
(«6trangére au sens large » in [1]), se per ogni A€ol e per ogni
e>0 esiste un B c A, B€ oA, tale che »(B)<<e e u(B)=pu(4)
Se u & E-singolare rispetto a », scriveremo u E».

Ovviamente, se & uS», allora & anche uHE». 11 nostro propo-
gito & di dimostrare che vale anche I’implicazione inversa in ipotesi
molto blande per la u.

DEFINIZIONE 3. Una misura u s8i dice semifinita, se risulta
p(4)=sup ipu(B); Besl, BC A, u(B)< + oof.

TrOREMA 1. Se u & semifinita ¢ se u Ev, allora pS».
Sia A € . Supponiamo dapprima che sia u (4) < 4 oo.
Allora esiste in corrispondenza a ciascun intero # un insie-

1
me misurabile B, tale che »(Bj,) SW e u(B,) =u(d). Po

niamo C, = 6,, B, e osserviamo che risulta » (C,) <7 (B,) << % .
B poi anche u(C,) = u(4), poiché u(C,)<< u(4) ed inoltre essendo
A—C,=U(4 - By), si ha y(A)—u(on)=mA—o,.)sf"m(A—B,,)=o.
Poniamo ora B = Q C,. Per una nota proprieta delle misure, es-

sendo On41C Oy @ u(C,) << 4 oo risulta

p(B) = lim pu(0,) = p (4)

n -+ oo

ed inoltre
1
y(B)<<»(Cn) < "y Vnéﬂ),

e percid » (B) = 0.

Consideriamo ora il caso u(4) = + co. Per la semifinitezza della
u, A contiene insiemi di misura finita arbitrariamente grande. In
particolare, esiste A, € of, tale che 1 << u(4,) < -4 oco. Poiche
p(A — A,) =+ oo, esiste 4, 4 —A4,, tale che 1 << u(4,) < + oo.
11 ragionamento si pud ripetere ancora e costruire cosl una succes-
gione di insiemi A, € o{, tali che

l=ud) <+ o0 e Ad,NAn=C se n=m.

Posto A'=g A, , risulta u(4*)=-4 oo, A*cA. Poiché & u(A,) < + o,
si pud costruire con un ragionamento analogo a quello utilizzato
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nel capoverso precedente, un insieme B,C A,, B,edA, tale che
v(By) =0 e u(B,) = u(4,). Posto ora B = g B, , risulta » (B)=10

e u(B)=pu(A) e con cio la éesi.

|
Facciamo ora vedere con un. esempio che, in generale, u B »
non implica u S . ‘

EsEMPrO. Sia » la misura di Lebesgue su [0, 1], p(B) =
=limk.»(E), per ogni £c[0,1] e misurabile secondo Lebesgue.

k— oo
Risulta p E'», infatti se 4 & tale che u(4)=0, si pone B — A.
Se u(4) = + oo, allora v(A)§ 0. Esiste allora, per una nota pro-
prieta della misura di Lebesgue, in corrispondenza ad ogni e > 0,
un insieme misurabile B contenuto in 4 e tale che 0 <»(B)<¢,
Per come & stata definita la u, risulta u (B) = + oo = u (4).

OSSERVAZIONE. Nell’esempio precedente & anche M <<». Quindi
una misura pud essere K-singolare e contemporaneamente assoluta-
mente continua rispetto ad un’altra misura, senza essere identica-
mente nulla. Cio prova, indiréttamente, che nell’esempio precedente
non & u S » T infatti noto che se la p non & identicamente nulla,
le due relazioni ©8» e u<<»' non sono compatibili. La situazione
ora messa in luce & caratteristica mnel ‘caso che sia u H», ma non
u8». I teoremi 2 e 4 preciseranno meglio questa affermazione.

TEOREMA 2. Se é uHv, ma non uSv, allora esiste un insieme
CesA avente misura u inji;ﬁita tale che, posto u,(A)=pu(AN C)
e v, (4d)=v(AN 0), per ogni A€ A, risulta

Ho << g,

o B v, .
Essendo u E v, ma non lu"Sv, esiste un insieme D€, tale
che per ogni BcD per cui u(B)= u(D), risulta »(B)>o. T

p (D)= 4 co, per quanto visto nella dimostrazione del teorema 1
(primo capoverso). Notiamo che

a=sup}u(F); Fe oA, Fc D, u(F)< + oof < + oo (3).

() Altrimenti potremmo costruite un insieme B tale che yB)=0e uB) =
=-+ oo, seguendo la stessa tecnica' usata nel teorema 1 (secondo capoverso).
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Sia }F,! una successione di insiemi di of, contenuti in D ed
aventi misura u finita, tali che lim u (F,)=a.

n — 00

Possiamo sempre supporre che F, ;D F,. Posto allora F”"=9Fn,

si ha che u(F*) = lim u(F,)=a. Consideriamo ora l’insieme

7 — co

0= D — F*: risulta u(C)= -+ oo, inoltre O non contiene alcun
insieme di of avente misura finita e positiva (*). La misura u, assume
dunque solo due valori: zero ed infinito.

Facciamo ora vedere che l’'insieme C soddisfa alle richieste del
teorema. Sia »,(4) = 0. Se fosse u,(4) > 0, allora u (4 N 0) = + oo,
contro I’ipotesi fatta sull’insieme D. B quindi Ho<<¥g.

Sia A € A. Be u;(4) =0, basta porre B= J. Se u,(4)=4 oo,
allora (AN Q)= + oo ed esiste quindi, in corrispondenza ad ogni
£¢>0 un insieme Bc ANC, tale che u(B)= 4 oo & »(B)<<e.
Ma p,(B)= pu(B) e »,(B) =»(B), da cui discende che u, E,.

DrFINIZIONE 4. Una misura u di dice degenere, se assume
goltanto due valori: zero ed infinito (5).

N. Y. Luther [4] ha dimostrato che ogni misura u 8i pud
decomporre in maniera unica nella somma di due misure u, e u,
tali che u, & semifinita, u, & degenere, inoltre u, Su, e py S p,.

TEOREMA 3. Se uBv ¢ se u, e u, sono le due misure della
decomposizione di Luther, allora

(i) m Sy
(i) 1o B v (8).

La misura u, viene definita nel seguente modo: si considera
la collezione di insiemi & =M€ o, u(M) < 4 oo} e si pone

My == Sup ;MM§ Medi

() Se ne contenesse uno, che indichiamo con F’, allora l'insieme F* | F’
contraddirebbe la definizione di a, infatti )7/ (F* y F) = u (F*) 4+ U (F)=a 4
+ u(F’) > a, pur essendo F* YU FP D, u(F* U F') < + 0.

() Una misura degenere & « esattamente il contrario » di una semifinita. La
locuzione & tratta da [2], p. 127.

(¢) Si noti che il teorema 3 estende il teorema 1 (utilizzandone i risultati)
poiché se la y & semifinita, la gy, & identicamente nulla e g, = y.
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Osserviamo che u, S», per ogni Me€dS. Infatti sia A € A. Essendo
Hy(4)=p (40 M) < + oo, dl pud ripetere il ragionamento fatto
nel teorema 1 (primo capoveﬁso) costruendo un insieme B c AN M,
tale che u(ANM)= u(B) e »(B)=10. B anche u, (B)=pu,(4),
da cui si deduce che u, S».

Per il teorema 3.1 di [3], risulta allora anche u, S» e con cid
la (i). f

La misura u, viene definita nella maniera seguente : considerata
la collezione di insiemi 97 =N € o, u, (N) = 0}, si pone:

My = sup juy; NENL.

Sia A € . Se p,(4)=0, si ponga B=(3. Se invece u,(4)=-+oco,
allora esiste una successione di insiemi { Ny, tali che Nyy; DNy,
N €N, VRER elim My, (4) = 4 co. Posto N* = 9 N, risulta

k—oco |

p (N*) = 0. Essendo pu (N*)3= + oo, esiste, per ogni &> 0, un
B c N* tale che u(B)= + o0, »(B)<<e. Ma p,(B)=0, percid
Ho (B) = -+ oo, da cui si deduce la (ii).

Utilizziamo il risultato del teorema precedente, per precisare
meglio ’osservazione che precede il teorema 2.
|
TEOREMA 4. La misurau, del teorema 3 si pud decomporre
nella somma di due misure u; e uy', tali che

(@) paSw,
(®) w B,
(by) py' << ».
Si pouga P={P: PeoA, »(P)=0}{ ¢

ﬂé(E)=suf);ﬂg(EnP); PeP,

Risulta u, 8» ([3], teorema 2.1). Posto allora ‘K =}R: Re€ A,
py (R) =0} e Y
p3'(B) = sup }uy (BN R); RERY,

risulta p, = puy + w2’ e uy' <é‘v ([3], teorema 2.1). Resta da dimo-
strare che u;' Bv. Se uy' (4)==0, si ponga B = . Se uz' (4)=- oo,
allora esiste R€R, tale che u,(4N R)= +4 co. Poiché u, E»,
esiste in corrispondenza ad ogni ¢ > 0 un insieme B€ o, BCANR,
tale che p,(B) = 4 oo, »(B)<<e Essendo u;(B)=0, & u; (B)=
= + oo, da cui si deduce Ila' (b,).
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I due teoremi precedenti mostrano che se & u E, allora la g
si pud decomporre nella somma di due misure (di cui la seconda &
degenere) :

: Py = pytpzy py =,
tali che
wy S, ;2Ev e ,u-2<<v.
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