ALBERI CONNESSI PER ARCHI.
PUNTI PERIODICI DI UNA FUNZIONE CONTINUA
DI UN ALBERO CONNESSO PER ARCHI IN SE (*)

di G. D1 LeNA (a Bari) e B. MEssano (a Napoli) (**)

SOMMARIO. - In questo lavoro si caratterizzano gli alberi connessi per
archi ed i sottoalberi di un albero connesso per archi. Conside-
rato poi un albero X connesso per archi ed una funzione conti-
nua f di X in X, si indicano condizioni equivalenti all’esistenza
di un punto periodico di f.

SUMMARY. - In this paper characterizations of the arcwise connected
trees and of a subtree of an arcwise connected tree are given.
Moreover, considering an arcwise connected tree X and a con-
tinuous function f of X into X, conditions equivalent to the
existence of a periodic point of f are indicated.

Introduzione.

Un teorema di [4], cfr. Teorema 3, permette di caratterizzare
in modo semplice e significativo, nell'ambito degli spazi topologici,
gli alberi connessi per archi.

Da tale caratterizzazione, indicata nel Teorema 2.1 di questa
nota, consegue, cfr. Teorema 2.2, che, detto X un albero connesso
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per archi, i sottoalberi di X sono i suoi sottoinsiemi chiusi e con-
nessi, il che permette di determinare il pitt piccolo sottoalbero di X
contenente un dato sottoinsieme chiuso e non vuoto di X.

Nel numero tre si da la nozione di punto terminale di un sot-
toinsieme chiuso C di X e si caratterizzano i punti terminali di C.

La questione che ha dato origine a questo lavoro ¢ quella del-
I'esistenza di punti periodici di una funzione continua f di X in sé.
In proposito, cfr. Teorema 5.1, viene rilevato che ognuna delle pro-
posizioni seguenti ¢ equivalente all’esistenza di un punto periodico
della funzione f:

a1) Esistono x,y€ X, con x# vy, ed esistono m e n tali che:

(f*(y) xyf*(x)).
az) Esiste we X, con w = f(w), ed esistono r e s (interi positivi)
tali che:
(ff(w) wir(w)).

[Per il significato delle scritture (abc) e (abcd) cfr. n. 3].

Nel caso in cui X € un intervallo compatto di R l'esistenza di
un punto periodico della funzione f ¢ anche equivalente ad ognuna
delle proposizioni seguenti (cfr. Teorema 6.1):

as) Esiste un punto periodico di f di periodo due.
as) Esiste we X, con w = f(w), tale che:
(FF(w) wf(w)).

as) Esistono x,y € X, con x = ¥y, tali che:

(f(y) xyf(x)).

Gli Autori ringraziano il prof. A. Zitarosa per gli utili colloqui
avuti con lui.

Le linee generali della ricerca e i nn. 4, 5 e 6 vanno attribuiti
ad entrambi gli Autori; i nn. 2 e 3 sono dovuti principalmente al
secondo Autore.

2. - Sia S uno spazio topologico connesso e di Hausdorff.

Si dice che un punto p di S separa i punti a e b di S quando
esistono due aperti M e N disgiunti e tali che aeM, beN e
S—{p}=MUN.

Come facilmente si verifica, un punto p di S separa almeno due
punti di S se e solo se S— {p} non & connesso e cio¢, come suol
dirsi, p € un cut point di S.
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Si dice che lo spazio connesso e di Hausdorff S & un albero se
¢ compatto e per ogni coppia di punti distinti di S esiste un terzo
punto di S che li separa.

I due teoremi seguenti, il secondo dei quali pud dedursi dal
primo, forniscono rispettivamente una caratterizzazione degli alberi
connessi per archi e una caratterizzazione dei sottoalberi di un al-
bero connesso per archi. [Se a e b sono punti distinti di uno spa-
zio topologico T, un sottoinsieme Y di T dicesi arco di T di estre-
mi a e b se esiste un omeomorfismo g di [0,1] su Y tale che

g{0,1}) ={a,b}].

TEOREMA 2.1 - Uno spazio topologico T é un albero connesso per
archi se e solo se soddisfa le seguenti condizioni:

(a) T é compatto e di Hausdorff.

(b) Per ogni coppia di punti distinti x e y di T esiste uno e un solo
arco avente per estremi x e ¥y.

(c) Ogni sottoinsieme connesso di T é connesso per archi.
Dim. Ci limitiamo ad osservare che:

ricalcando la seconda parte della dimostrazione del Teorema 3,
pag. 109, di [4] (che si riferisce ad una nozione di arc che genera-
lizza la nostra di arco) si prova che se T & di Hausdorff, la (b) e
la (c¢) implicano l'esistenza di un punto di T che separa due punti
distinti di T;

nell'ipotesi che T sia un albero connesso per archi l'esistenza,
per ogni coppia (x,y) di punti distinti di 7, di un arco di estremi
x € y e di un unico arc di end points x e y (cfr. Teorema 3 di [4])
implica che ogni arc € un arco, e da cid conseguono la (b) e la (c)
in virtu dello stesso Teorema 3 di [4].

TEOREMA 2.2 - I sottoalberi di un albero T connesso per archi
sono i sottoinsiemi chiusi e connessi di T.

Dai Teoremi 2.1 e 2.2 consegue che: i sottoalberi di un albero
connesso per archi sono connessi per archi.

D’ora in poi, salvo avviso contrario, denotiamo con X un albero,
non degenere, connesso per archi e, qualunque siano i punti x e y

7
di X, denotiamo con x y l'arco di estremi x e y, se x =y, oppure
{x}, se x=19.

La caratterizzazione dei sottoalberi di X fornita dal Teorema 2.2
¢ utile per dimostrare che:

TEOREMA 2.3 - Se C ¢é un sottoinsieme chiuso e non vuoto di X
il pit piccolo sottoalbero di X contenente C & linsieme:
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Y= U a b.
a,beC

Dim. Siccome, qualunque siano i punti x,y e z di X si ha
—_ ~— —

A y <€z x Uz y per ogni punto ¢ € C risulta:
Y=Uc b.
beC
Allora Y & connesso; ne consegue facilmente, per il Teorema 2.2,
che il pilt piccolo sottoalbero di X contenente C ¢ la chiusura di Y.

L’asserto sara pertanto dimostrato non appena avremo fatto ve-
dere che Y & chiuso.

Supponiamo per assurdo che esista un punto p € Y — Y. Per il
Teorema 158, pag. 96, di [8], esiste un intorno U di p disgiunto da
C e avente frontiera finita. L'insieme degli archi aventi gli estremi
in FrU e godenti della proprieta di essere inclusi in qualche arco
con gli estremi in C € non vuoto, in quanto fissato un punto x di Y
interno a U esistono ovviamente un arco A con gli estremi in C e
un arco B con gli estremi in FrU tali che xe BCS A.

Poiché I'unione K degli archi con gli estremi in FrU godenti
della suddetta proprieta € un chiuso incluso in Y esiste un intorno
aperto I di p incluso in U e disgiunto da K ; risultando:

B=INY=INK=O
si ha l'assurdo. L’asserto € cosi dimostrato.
Osserviamo infine che:

TEOREMA 2.4 - Per ogni terna (a,p,b) di punti di X le seguenti
proprieta sono equivalenti:

1. p separaaeb.

2. a e b appartengono a componenti distinte di X — {p}.

—

3. a#p#b e pea b.
3. - Utile in questo lavoro ¢ la seguente notazione:

denotati con a, b e ¢ tre punti di X, scriveremo (abc) se b
appartiene all’arco di estremi a e ¢ oppure se a=b =c.

Sono facilmente verificabili le seguenti proprieta della relazione
ternaria sopra definita:

I. (abc)e (cba).

II. [(abc) ea=clea=b=c.
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III. [(abc) e (ach)]eob=c.

IV. [(abc), (bcd) e b=cl=[(abd) e (acd)].

V. [(abc) e (bxc)le[(axc) e (abx)].
Diremo che:

un punto B di un sottoalbero Y di X é un punto terminale di Y
se Y —{B} é connesso (cioé se B non & un cut point di Y);

un punto @ di un sottoinsieme chiuso C di X é un punto terminale
di C se é un punto terminale del piit piccolo sottoalbero di X che
contiene C.

OSSERVAZIONE - Dal Teorema 118, di [8], pag. 81, consegue ba-
nalmente che: ogni sottoinsieme chiuso di X, costituito da almeno
due punti, & dotato di almeno due punti terminali.

Diamo ora una caratterizzazione dei punti terminali di un dato
sottoinsieme chiuso di X.

TeEOREMA 3.1 - Se C & un sottoinsieme chiuso di X e p & un pun-
to di C, le seguenti proprieta sono equivalenti:

ai1) p e un punto terminale di C.
az) non esistono due punti x e y di C —{p} tali che (xpy).

Dim. Osserviamo dapprima che, a norma del Teorema 2.3, i
punti terminali di C sono tutti e soli i punti terminali di:

Y= U a b.
a,beC
aj))= az). Per la a1), p € un punto terminale di Y. Supponiamo
per assurdo che esistano due punti x e y di C — {p} tali che (xpy);

—
in tali ipotesi, essendo x y l'unico arco di ¥ di estremi x e y, si
ha che Y— {p} non & connesso. Ma ci¢ & assurdo in quanto p & un
punto terminale di Y.

az)= a1). Supponiamo per assurdo che p non sia un punto ter-
minale di C; allora p non & un punto terminale di ¥ dunque ¥ —{p}
non € connesso.

Conseguentemente p separa almeno due punti, denotiamoli con
aeb,diY. Da cui, per il Teorema 24, risulta: a=p=b e pea b.

—

3 - 3 . H — .
Detti x e y due punti di C tali che a b<Sx y, si ha: pex y
ex#p##y,cioe: x,yeC—{ple (xpy).
Ma cido € in contrasto con la aj). L’'asserto & cosi dimostrato.

Utile per il seguito & la seguente definizione:
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qualunque sia la n — pla (x1,...,%.), n>3, di punti di X, scrive-
remo (x1...x,) se x1 = x;, per ogni i € {2,...,n}, oppure, se xi# xn,

denotato con g un omeomorfismo di [0,1] su x1 x., quando risulta:
gl x) £ g () £ ... £ g~ (xn) Ooppure g7l (x1) > g l(x2) > ... 2 g-1(x,).

Concludiamo questo numero con la proposizione seguente, di
facile verifica:

ProOPOSIZIONE 3.2 - Qualunque sia la n — pla (x1,...,%x), n> 3,
di punti di X, le seguenti condizioni sono equivalenti:

A) (x1...x4).
B) (xom...%cw), per ogni ue{3,...,n} e per ogni applicazione o
strettamente crescente di {1,...,u} in {1,...,n}.

4. - In questo numero dimostriamo due proposizioni che ci saranno
utili nel numero cinque.

TEOREMA 4.1 - Siano: S uno spazio topologico, f1, f» e {3 tre fun-
zioni continue di S in X. L'insieme:

H={teS: (fi(t) f(t) fs(t)) }

e chiuso.

Dim. Supponiamo per assurdo che esista un punto to apparte-
nente a FrH tale che f:(to)¢ fi(to) f3(t0).

Siano Ii, I; e I; tre intorni connessi (che esistono per il Teore-
ma 159 di [8], pag. 96), risp., di fi(to), f2(te) e fs(to) tali che:
(1) LN (I1Ufi(to) fa(te) UL) = O,

a norma della continuita delle funzioni f1, f> e f3 esiste un intorno I
del punto ?0 tale che:

i) I, (1) S I, fs(I) S Is.

D’altro canto, essendo t¢€ FrH, esiste un punto t€ INH tale
che:

filt)e Iy, fa(t) e I, fi(t)e Is,
conseguentemente, per la (1), si ha che: f2(t) ¢ fi(t) f3(t); ma cio &
assurdo in quanto t € H.
L’asserto € cosi dimostrato.

TeEOREMA 4.2 - Qualunque siano le funzioni continue fi e f» di X
in sé e qualunque sia il punto a di X, Uinsieme:
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H={teX: (fi(t) a f2(t)), con fi(t) = a = f2(t) }
e aperto.

Dim. Sia x un punto di H, denotate con C; e Cz, risp., le com-
ponenti di fi(x) e fo(x) in X — {a}, a norma della continuita delle
funzioni fi e f, esiste un intorno /I di x tale che:

2) fill) 2 C1, f2(I) < C,.
D’altro canto, risultando:
(x1ax2), per ogni x;1 € C; e per ogni x; € C7,
per la (2) si ha:
(fi(t) a f2(t)), per ogni teI.
L’asserto ¢ cosi dimostrato.
5. - Prima di passare alla dimostrazione del prossimo teorema, ri-
chiamiamo la seguente definizione:

Un punto x di X si dice punto periodico di f di periodo k > 1
quando:

fi(x)=x e fi(x) = x, per ogni ie{l,...,k—1}.

TeEOREMA 5.1 - Se f é una funzione continua di X in sé le seguenti
proposizioni sono equivalenti:

1) Esistono x,ye X, con x>y, ed esistono m e n tali che:

(fr(y) xyfm(x)).

2) Esiste we X, con w=f(w), ed esistono r e s, entrambi non
nulli, tali che:

(fs(w) wir(w)).
3) Esiste un punto periodico di f.

Dim. 1) = 2). Distinguiamo due casi:
i) Esiste wex fm(x):fr(w)=x.

ii) fr(t) = x, per ogni te;c—f\m(x).
Nel caso i), dalla 1) e dalla Proposizione 3.2 si ha che:
(fr(w) wfmin(w)).

Inoltre, f(w) == w; infatti se fosse w = f(w) risulterebbe x = f"(x),
conseguentemente si avrebbe x = y, contro le ipotesi.



ALBERI CONNESSI PER ARCHI. PUNTI PERIODICI ecc. 39

Nel caso ii) risulta: x ¢ f*(x f™(x)); inoltre &€ ovvio che:

friy) e fr(x f(x)) e fr(x)efr(x f(x)).

Denotiamo con C e C’ le componenti di X — {x} alle quali ap-
partengono, risp., f*(y) e f™(x), ovviamente C e C’ sono distinte.

D’altro canto, essendo f*(x f™(x)) un connesso al quale appartiene
f*(y), si ha che fr(x fm(x))< C; quindi f"(x)e C.

Conseguentemente, f*(x) e f"(x) appartengono a componenti di-
stinte di X — {x}, cioé risulta:

(f*(x) xfm(x)) e f(x)= x.

L’asserto € cosi dimostrato.
2) = 3). Distinguiamo due casi:

f*(w)=w oppure f(w)=w;
ff(w)=ws=fr(w).

Nel primo caso l'implicazione ¢ evidente.
Passando al secondo caso supponiamo, tanto per fissare le idee,
che s sia maggiore di r e consideriamo l'insieme: {w,f(w),...,f*(w) }.

Per le ipotesi fatte nella 2) i termini della successione (f*(W))aen
non appartengono tutti a una stessa componente di X — {w}; detta
C la componente di X — {w} alla quale appartiene f(w), denotiamo
con j il pit piccolo intero positivo tale che: fi(w) ¢ C. Ovviamente
risulta:

(fi(w) wfi(w)), per ogni ie{l,...,j —1}.

Se fi(w)=w lasserto ¢ dimostrato; supponiamo, quindi,
fi(w) = w e consideriamo l'insieme:

Hi={teX —C: per ogni ie{l,...,j—1}, (fi(t) twfi(t))}.
Per il Teorema 4.1 H; & chiuso.
Ora facciamo vedere che:

1) w = fi(t), per ogni t € Hy e per ogni ie{1,...,7 —1}.

Siccome fi(w) e C, per ogni i €{1,...,j — 1}, si ha che w=fi(w),
per ogni i €{1,...,j — 1}; supponiamo per assurdo che esistano un
teH —{w} eun ke{l,...,j— 1} tali che: fx(t)=w.

Dall’'appartenenza di t a X —C e di fi(w) a C, per ogni
ie{l,...,j— 1} si ha che:

(2) (twfi(w)), per ogni ie{l,...,j—1}.
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Conseguentemente, dalla (2) e dall’appartenenza di ¢t a H; si ha:
3 (fi(t) twfi(w)), per ogni ie{l,...,j —1}.

Infine, essendo f*(t)=w e quindi fi(t)=fi-*(w), dalla (3) e
dalla Proposizione 3.2, consegue:

(fi-*(w) wfi(w)), per ogni ie{l,...,j—1},

e questo ¢ assurdo in quanto fi(w)e C, per ogni ie{1l,...,j — 1},
e w¢C.

La (1) € cosi dimostrata.

Adesso facciamo vedere che H; ¢ infinito. Siano: per ogni
ie{l,...,j— 1}, I; un intorno connesso di fi(w) incluso in C, I; e
I due intorni connessi, risp., di fi(w) e di w tali che:

ILnl=9 e fi(I)SI;, per ogni ie{1,...,j}.

Ovviamente risulta: INfi(w)w € H;. Quindi H; & infinito.

Concludiamo facendo vedere che un punto terminale a di H;
distinto da w, (la cui esistenza & conseguenza dell’Osservazione del
n. 3), ¢ un punto periodico di f di periodo j.

Supponiamo per assurdo che a s fi(a). Essendo « € H; si ha:
(fi(2) ewfi(a)), per ogniie{l,...,j—1},

da cui, per la Proposizione 3.2 (awfi(a)), per ogni ie{1,...,j —1};
inoltre, a = w # fi(a), per ogni ie€{l,...,j— 1}, in quanto
o€ Hi —{w} e vale 1a (1).

Allora, per il Teorema 4.2, per ogni ie€{1,...,j — 1} esiste un
intorno J; di e tale che:

(twfi(t)), per ogni t € J;.
Inoltre, essendo fi(a) = a, esiste un punto p di X tale che:
(fi(e) pa), con fi(a) = p = o,

e ancora, per il Teorema 4.2, si ha che esiste un intorno J; di a
tale che:

(fi(t) pt), per ogni t € J;.

—

Per quanto detto sopra, considerato l'arco p a, si ha:
4) (fi(t) ptawfi(t)), per ogni ie{l,...,j—1} e per ogni
tep aN(NJy.
i=1

Quindi dalla (4) e per la Proposizione 3.2 risulta te€ H; e
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(taw); ma we H; quindi il punto «, a norma del Teorema 3.1,
non € un punto terminale di H;, contro le ipotesi.

Allora risulta: a = fi(a); inoltre, essendo fi(a)s= o, per ogni
ie{l,...,j— 1}, si ha che a ¢ un punto periodico di f di periodo j.
3)=1). Se z € un punto periodico di f di periodo k, detti x e y
due elementi dell'insieme:

{z,f(2),....f*Y2)},

esistono m e n tali che f"(x)=y e f*(y)=x; dunque si ha:
(f*(y) xyfm(x)).
Il Teorema ¢ cosi completamente dimostrato.
OsserVAZIONI - Conseguenze immediate del Teorema 5.1 sono:

p1) Se f e priva di punti periodici allora, qualunque sia x € X, con
x # f(x), la successione (f"(x))nen € contenuta in un’unica com-
ponente di X — {x}.

p2) Tenendo presente la dimostrazione dell’implicazione 2) = 3), si
puo dire che: se é verificata la 2) esiste un punto periodico di
f di periodo minore o uguale al massimo trar e s.

p3) Dalla dimostrazione dell'implicazione 1) = 2) si deduce che: se
e verificata la 1) esiste un punto vy € X tale che (f'(v)yf(v)),
con s>r>0 e s£Lm4n.

6. - Consideriamo ora il caso in cui X & una parte di R che, in
quanto sottospazio della retta reale, sia un albero connesso per
archi (e cioe il caso in cui X ¢ un intervallo compatto di R). Sussi-
ste allora il Teorema seguente che completa il Teorema 5.1 nel caso
considerato:

TEOREMA 6.1 - Se f & una funzione continua di X in sé le seguenti
proposizioni sono equivalenti.

a1) Esistono x,y € X ed esistono m e n tali che:
frly) £x<y£fm(x).

a;) Esiste we X, con w# f(w), ed esistono r e s, entrambi non
nulli, tali che:

frw)£w £ fr(w).
a3) Esiste un punto periodico di f.
as) Esiste un punto periodico di f di periodo due.

as) Esiste w e X tale che:

fA(w) £ w < f(w).
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as) Esistono x,y € X tali che:
fy)£x<y<f(x).

Dim. Poiché, a norma del Teorema 5.1, le proposizioni a;), a;)
e a3) sono equivalenti, e, a norma del Teocrema I di [7] o del Teo-
rema 2.1 di [2], lo sono anche le proposizioni as) e a¢), basta dimo-
strare che:

a3) = a4) = as) = az) .

a3) = as). Cfr. Teorema (2.2) di [2], equivalenza tra le proprieta
4) e 6).

as) = as). Detto x un punto periodico di f di periodo due risulta:
¢)) f?(x) = x < f(x) oppure f2(x)=x > f(x).

Se vale la prima delle (1) la as) ¢ verificata ponendo w = x;
se, invece, vale la seconda delle (1) la as) & verificata ponendo

w = f(x).
as) = ay). Evidente.
L’asserto e cosi dimostrato.

OSSERVAZIONE - Se X ¢ un qualunque albero connesso per archi
(sia pure sottospazio di uno spazio euclideo), e f € una funzione
continua di X in sé, non & detto che le proposizioni a;) e as), di cui
al Teorema 6.1, siano equivalenti.

Ci0 puo essere provato con l'esempio che conclude questo nu-
mero.

Peraltro com’¢ noto (cfr. [2]), I'equivalenza tra le proposizioni
a;) e ag) vale, pit in generale, per una funzione continua f di un
insieme totalmente ordinato S in S, con S completo e denso in sé.

Per un dato spazio topologico S e per una data funzione con-
tinua f di S in sé, la questione della implicazione as) = a;) pud es-
sere vista nell'ambito della questione dell’esistenza di punti perio-
dici di un dato periodo p come conseguenza dell esistenza di punti
periodici di un dato periodo g, in questo ordine di idee, cfr. [1],

[31, [5], [e], [71.
EseMPIO - Qualunque sia l'intero positivo p > 2, indichiamo con

O,A, A,..., 4, p+ 1 punti distinti di R* e poniamo:

J R —
Y= U0 4,

i=1

dove, per ogni ie{l,...,p}, con O A; indichiamo il segmento di
R*% di estremi O e A;. Ovviamente Y & un albero.
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Ora, consideriamo una funzione continua f di Y in sé tale che:

f(0)=0, f(O A:)=0 Aiys, per ogni ie{l,...,p—1},

f(O A,)=0 A1, fr(x)==x, VxeV.

Naturalmente, qualunque sia un puntc x di Y distinto da O, si

ha che x ¢ un punto periodico di f di periodo p; conseguentemente
esistono solo punti periodici di f di periodo p.

[1]
[2]

[3]

[41

[51
[61

[71
(81
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