Capitolo 9

PROBABILITA COERENTI

Questo capitolo inizia lo studio delle valutazioni coerenti secondo 'imposta-
zione di de Finetti. La nozione di probabilité coerente, intesa come quota di
scommessa in un modello di gioco idealizzato, & stata anticipata in modo
informale gi& nel § 2.3. L'argomento viene qui ripreso prendendo spunto
anche dal mondo delle scommesse reale per mettere in evidenza — come
utili elementi di confronto — alcuni modi in cui si manifesta in tal caso la
non equita del gioco (§ 9.1). Il modelio idealizzato viene approfondito nel
§ 9.2, con attenzione particolare per la nozione di norma di coerenza
(9.2.2 Definizione 2) che viene discussa sia per l'aspetto teorico — riconoscen-
do nella forma debole l'assioma adatto (9.2.2 Commento, Complemento
9.3.4) per definire la probabilita (Definizione 9.2.4) — sia per l'aspeito
applicativo — introducendo la norma di coerenza vincolata (Complemento
9.2.3) che consente di limitare a piacere lentita dei guadagni (e perdite) e
di rendere cosi ragionevole Musa del modelle delle scommesse come
strumento di misura del grado di fiducia — Nel § 9.3 vengono studiate
proprietd di struttura delle probabilita coerenti — convessitd (Teorema 9.3.1)
e chiusura per passaggi al limite (Tearema 9.3.2) —. Si prova inoltre che le
proprieta viste per le masse (Teorema 4.2.2) sono condizioni necessarie per
la coerenza (Teorema 9.3,3), in generale non sufficienti (9.3.3 Commento}.
Lo possone diventare su insiédil parficolari. I primo importante esempio
& quello delle algebre, le cui probabilita sono caratterizzate dalle condizioni
di normalizzazione, non negativitd ¢ additivite (Teorema 9.4.2). Nel § 9.5
viene provate il Teorema del prolungamento (n®9.5.13, fondamentale
perché assicura l'esistenza di probabilitz coerenti per ogni insieme di
eventi (§ 9.5.1 Proposizione) € la possibilita di prolungarle in modo coerente
suogni soprainsieme. Su di esso si basano inoltre due tecniche per la verifica
della coerenza (Complemento 9.5.2) e la prova deli'equith dei guadagni
delle scommesse relative a valutazioni coerenti (Complemento 9.5.4).

9.1 Le offerte degli allibratori

Il mondo delle scommesse & sicuramente un chiaro esempio in cui
appare con assoluta evidenza la natura soggettiva della valutazione sul
verificarsi di certi eventi che interessano larga parte dell'opinione pubblica e
possono percid diventare oggetto di scommessa. L'allibratore esprime questo
suo atteggiamento in modo quantitativo attraverso le offerte che egli fa per gli
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eventi per cui & disponibile ad accettare le puntate degli scommettitori. Quando
un allibratore offre una quota ¢ per I'evento E, egli si impegna a
corrispondere g volte la puntata a chi scommette sul verificarsi di £. Pid
precisamente, chi punta s su F riceverd gs se E si verifica, nulla se non si
verifica. Ricevera ciog I'importo aleatorio g s/E/. Si deve intendere che g &
maggiore di 1, perché solo allora, contro la possibilita di perdere la puntata s
(quando va male), chi gioca ha la speranza di guadagnare gs-s=(g-1)s>0
(quando va bene). Non & infatti verosimile pensare di trovare scommettitori
disposti a puntare s con la prospettiva di perdere o tutt'al piti di pareggiare. E
comunque evidente che 1'allibratore offrira quote poco maggiori di 1 per eventi
che egli giudica molto artendibili e — per contro — quote anche molto maggiori
di 1 per eventi giudicati poco attendibili. E da ritenere poi, in linea di massima,
che le sue offerte crescano al decrescere del suo giudizio di attendibilitd. Ma
non tassativamente, perché sue previsioni sul comportamento della collettivita
degli scommettitori potrebbero indurlo talvelta a non rispettare questa
condizione, al fine di evitare situazioni di gioco troppo sbilanciate — e percid
rischiose —.

E naturale a questo punto chiedersi quale sia la probabilita di E che
rende equo questo scambio. Interpretando la probabilita come quota di scom-
messa (Nota 16 a pié di pagina), st vede che deve essere P(E) =1/q, perché
questa & la puntata che da diritto di ricevere ¢-(1/g) = | quando E si verifica.
Segue P(E)=1-P(E)=(g-1)/q (4.2.2d), ¢ quindi I'offerta equa per E &
1/P(E)=¢q/(g-1). Se nel gindizio dell'allibratore P(E) & la probabilita di £, le
quote da lui offerte non posseno pero-essere 1/ P(E) e 1 (P(E), perché gli alli-
bratori sono gestori del gioco e voglione trarhe:un guadagno, € fanno percio le
loro offerte ponendosi in condizieni di vantaggio. Conseguentemente offrono
meno di quanto deve fare chi & dispasto a giocare in condizioni eque. Questo
significa che se un allibratore valuta P(E) la probabilita di E, al posto di offrire
equamente 1/P(E) egli offrird g < 1/P(E) — e percid la sua probabilitd P(E) €
minore di 1/g —e si comporterd analogamente anche nei confronti di P(E).

Se il nostro allibratore si limitasse a offrire la quota di £ — ¢ non
quella di £ -, noi non saremmo in grado di quantificare I'entitd della
differenza t/q- P{E), ovvero quella del vantaggio che si prende l'allibratore
— per la veritd non saremmo neppure in grado di stabilire se la differenza &
positiva —. Quando gli allibratori offrono di giocare su un evento, essi offrono
perd di giocare anche sull'evento contrario. Pitl in generale, anzi, la loro
offerta riguarda una totalitd di alternative — i costituenti di una partizione —
collegate con un avvenimento. Cosi facendo essi scoprono il loro gioco, n¢l
senso che danno a noi la possibilita di verificare se e di quanto il gioco non é
equo, di vedere ciog se e di quanto la somma dei reciproci delle quote supera 1
— invece di essere | secondo la Definizione 4.2.1 (provvisoria) e in accordo
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con la caratterizzazione delle probabilitd coerenti in ambiente finito che daremo
in 10.5.1 Proposizione —. L'argomento ¢ approfondito e studiato in un caso
particolare nel prossimo esempio ¢ in generale nei numeri successivi di questo
paragrafo.

9.1.1 Esempio.

I giveatori A e B sono i finalisti di un torneo di tennis. Un allibratore offre la
vittoria di A a 3,2 e quella di Ba 1,25.

(i) Verificare che questa offerta corrisponde a un valutazione favorevole
all'allibratore.

Indichiamo con A e B, oltre che i giocatori, anche gli eventi A vince e B vince.
Poiché B & il contrario di A, in ogni valufazione di probabilita si deve porre
P(A)+ P(B)y=1. L'offerta sarcbhe equa se questa condizione fosse verificata
ponendo P(AY=1/32e F(B)=1/1,25. Ma riesce 1/32+1/1,25 = 1,1125>
1 =P(A)+ P(B). e quindi P(A} + P(B) < 1,1125. Pertanto, l'allibratore gicca
in condizioni di vantaggio, perché ha aumentato la probabilita complessiva di
Ae B dell'l1,25%.

(i} Indicati con a, b gli importi puntati dagli scommettifori su A € B (o da uno
di essi, se si preferisce), provare che esisiono coppie di valori a,b, in
corrispondenza ai quali L'allibratore realizza un guadagno {(aleatorio)
positivo, chiungue vinea la finale.

Se la comunita degli scommetiitori punta complessivamente a su A e b su B,
allora il guadagno dell'allibratore &:

G—{ (a+b)-3,20a se vince A
{a+b)-125b se vince B

Se a=1,25 e b=3.2 - puntate uguali alle quote scambiate —, allora I'allibra-
tore incassa 4,45 e paga sempre 4 per le vincite degli scommettitori, sia che
vinca A la finale, sia che la vinca B. Pertanto, con queste puntate il guadagno
dellallibratore & certo ¢ positivo (G = 0,45 > 0 chiungue vinca la finale). Cid
risponde al quesito (ii).

(iity Mostrare che non ¢é possibile per gli scommettitori congegnare una
combinazione di puntate su A e B che garantisca loro di non perdere.

Manteniamo la notazione del punto (ii). Il guadagno della comunita degli
scommettitori & - G, I'opposto di quello dell'allibratore. Si tratta di far vedere
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che se per una coppia di puntate g, & il guadagno -G non € negativo in uno dei
due casi, allora esso & negativo nell'altro. Ovvero che il sistema

320a-(a+b) 20

G= 1,256-(a+b)=20
a+b>0
a,b=0

non ha soluzioni. Osserviamo intanto che la condizione a + b > impedisce
che in una eventuale soluzione sia a =0 (non sarebbe soddisfatta la prima
disequazione} o b =0 (non sarebbe soddisfatta la seconda). Si ha poi che la
prima disequazione & equivalente a b <2,2a e la seconda a b =4 4. Dovendo
essere a > 0, riesce 2,2a <4 q, e b non pud allora soddisfare entrambe le
condizioni (non soddisfa nessunadelle duese 2.2a< b <4a).

I risultati visti nelllesempio appena concluso sussistono in corrispon-
denza a un gualunque insieme finito di alternative. Vale infatti la seguente
proposizione.

9.1.2 Proposizione,

Sia (o, ..., 0, una partigione, g; la guota offerta da un allibratore su w;,
i=1.....,nellg+..+1]g,> 1 Esistono allora scommesse in cui l'allibra-
tore realizza un guadagno (aleatorio) pesitivalin ogni caso (qualungue sia il
costituente vero), mentre il guadagno (alegtorio} complessivo della comuniti
(o di une scommettitore) é sicuramente negaiivo in gualche caso, qualungue
stano le puntate (purché non tutte nulle).

DiMOSTRAZIONE.

Se s; & la puntata complessiva su @;, il guadagno dell'allibratore associato a
W;eg;=5;+..+8,-q;5,,i=1,...,n Ponendo 5s;=1/g; e tenendo conto
dell'ipotesi si ricava che g;=1/q,+...+1/g,~ 1 >0, e cid prova la prima parte
della tesi.

Supponiame ora per assurdo che per una scelta degli s, , ... , 5, non negativi
e non tutti nulli, il guadagno di uno scommettitore (o della collettivitd)
sia non negativo per ogni i, che riesca ciod ¢;5;,- (s, + ... +5,) 2 0 ovvero
qi5;=8,+ ... +s,, per ogni i. Allora, moliiplicando membro a membro per
I/q; € sommando su i si ottiene

Si+“‘ +Sﬂ - (S]+ +Sn)(1/‘q]+-n+1!qht) 2 O:
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da cui, essendo s, + ... + 3, >0 per ipotesi, si ricava 1 -(1/q,+ ... +1/g,) 20
(assurdo!). La tesi & cosi completa.

COMPLEMENTO.

In accordo con quanto osservato in premessa di questo paragrafo, se P(w;) €
la probabilita che si attribuisce a @;, allora la quota equa per una scommessa
su @; & 1/P(w;). Se si ponesse g;=1/P(w;) per ogni costituente della
partizione {®,....,®,}, si avrebbe allora 1/g,+...+1/g,=Plw)+. ..+
P(w,) = 1. La quota equa su ogni costituente della partizione {®, ., ..., @,}
porterebbe dunque ad avere (1/g, +... +1/g,)- 1 =0. Abbiamo visto che nella
realtd — se le quote sono quelle degli allibratori — questa differenza é positiva.
E ci0 sta allora ad indicare una sopravvalutazione — da parte loro — della
probabilita complessiva attribuitaragliveventiv@, . ... , @,,. Il valore della
differenza (1/q,+ ...+ 1/g,)~ 1 & percio la percentuale di cui ¢ stata aumentata
la probabilitd unitaria - ¢ioé la guantitd che ¢ corretto distribuire su ogni
partizione — ed essa si traduce, come mostra la precedente proposizione, in
una opportunitd di vantaggio per gli allibratori. Per questo motivo, alla
differenza (1/q;+ ...+ 1/g,)~1 & dato il nome di percentuale di alli-
bramento. ed entro certi limiti essa & riconesciuta per legge agli aliibratori
autorizzati.

Chiudiamo questo complemento segnalando che il significato delle condizioni

~

di vantaggio concesse agli allibratori ¢ ulteriormente approfondito nel
Prossimo nuiero.

9.1.3 Complemento. Gioce equosfaverevole e sfavorevole.

L'argomento di questo numero & svolto ponendosi nelle stesse ipotesi del
numero precedente e usando le medesime notazioni.

Cio premesso, ricordiamo che la condizione 1/g,+...+1/g, > 1 — positivita
della percentuale di allibramento -~ assicura, da un lato che esistono com-
binazioni di puntate che procurano all'allibratore un guadagno positivo,
qualunque sia il costituente @; vero, dall'altro che gli scommettitori non hanno
opportunitd di vincere — neanche di pareggiare — se non sono disposti a correre
il rischio di perdere. Si tratta di circostanze che indicano indubbiamente che
gli allibratori si trovano in condizioni di vantaggio. Che perd non & detto si
realizzino facendo affidamento soltanto sulla positivita della percentuale di
allibramento.

Ad esempio, a fronte di un lancio di una moneta perfetta, se un allibratore
offre le quote 3 per esce testa e 1,05 per esce croce, riesce allora 1/5+1/1,05 =
1,15> 1, ma il gioco & palesemente a lui sfavorevole. L'offerta equa per
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entrambe le alternative & infatti 2 ed & quindi ovvio che chi offre pili di 2 per
esce testq e meno di 2 per esce croce induce 1 giocatori a puntare sulla prima
alternativa. Se questo accade, egli si trova allora a giocare in condizioni
svantaggiose. Infatti, alla prospettiva di vincere la puntata con probabilita /2
(se esce croce) si contrappone l'eventualitd di perdere 4 volte tanto con la
medesima probabilitd (se esce testa).

Tornando alla questione iniziale, cosa si deve allora intendere in generale per
gioco favorevole o sfavorevole all'allibratore (0 a una delle parti)? La risposta
dipende naturalmente dalle prospertive di guadagno o perdita (guadagno
negativo). E evidente ad esempio che tutti saranno concordi nel gindicare un
gioco favorevole (sfavorevole) se il guadagno & positivo (negativo) in qualche
costituente ¢ non & mai negativo (positivo) negli altri. Altrimenti perd
— quando & possibile vincere, ma anche perdere — come giudicare? E del tutto
normale nell'attuale contesto cercare la risposta continuando a interpretare le
probabilitd in termini di quote di scommessa. Se s, . ... , s, sono le puntate su
@;,...,0,es=5+.. +5, ¢ la puntata complessiva {(monte puntaie), la
determinazione del guadagno aleatorio G dell'allibratore associata a w; & allora
gi=8-q;s;,i=1,...,n Ora, chi valuta nelWordine P(w,) ., ... . P(®,) le
probabilita di @,, ..., w,. valuta equo lo scambio tra l'importe certo
g P(w;) e I'importo g; se w; & vero (Nota 16 a pié di pagina). In altri termini,
la puntata g; P{®;) su @; ¢ il valore cerfo che & equo attribuire all'importo
aleatorio g;/w; /. Analogamente, con riferimento a una coppia di eventi ®; e
@y,, € equo scambiare g; P(@;) con g; sew; & vero e g, P(®;) con g, se @y,
& vero. Cumulativamente ¢-equo‘allora'scambiare 1'importo certo g; P(@;) +
g, P(@y) con g; se w; & vetae gpseray & vero. E percid equo attribuire
all'importo aleatorio g;{w; [ +g,lw;,l 11 valore cerro g; P{w;)+ g, P(y). Cosi
continuando si arriva alla conclusioné che g, P(w,) +... + g, P(w,) & il valore
certo che &equo attribuire all'importo aleatorio g, {w, [+ ... + g, /0, =G
(formula (17) del n®8.4.2). A tale valore si da il nome di valore attese o
speranza matematica di G, e lo si indica col simbolo E(G)33. Tenuto conto
dell'espressione di g; si trova infine:

33 La nozione di speranza matematica sard introdotta per numeri aleatori
qualsiasi. Per i numeri aleatori finiti si veda la Definizione 18.1.1, Vol. I, a
cut si arriva facendo vn discorso analogo a quello riportato nel testo per la
valutazione del guadagno aleatorio G.

Il simbele E usato per indicare la speranza matematica & liniziale del
termine anglosassone expectation, aspettativa.
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H 1]

> (S—ql-si)P(aJ,;)zs—gl g;5; P(w;). (18)

=1

LGy = .21 giPla;) =

Cio premesso, diamo la seguente definizione.

Dermazione.  Gioco equo, favorevole e sfavorevole.

Un gioco lo diremo favorevole se la speranza matematica del corrispondente
guadagno é positiva, equo se ¢ nulla, sfavorevole se negativa.

CoMMENTO.

Nel caso dell'esempio del lancio di-una meneta perfetta, se un giocatore punta
1 su testa, V'allibratore perde 4 (guadagna -4) se esce testa e guadagna 1
se esce croce. 1l suo guadagno atteso e percic -4-1j2+1-1/2=-3/2
—se egli giudica 1/2 sia ['uscita di testa sia quella di croce —. Il gioco & dunque
per lui sfavorevole. La conclusione dipende dal comportamento del giocatore.
Se al posto di puntare 1 su tesia egli puntasse | su croce, il guadagno atteso
diventerebbe 0,575 e il gioco sarebbe alloia favorevole all'allibratore.
Dobbiamo pensare, perd,|che i giocatori sceglieranno per il loro meglio, o
almeno che possono farle. L'allibratore deve evitare percio di dare a loro
l'opportunita di scommettere procurandosi un guadagno atteso positivo o
nullo (nella valutazione dell'gllibratore che, come sappiamo, non & disposto a
giocare neanche in condizioni eque!). Opportunita che viene invece data a loro
se anche per uno solo dei'costituenti larquota offerta & superiore o uguale a
quella equa (nel gindizio!dell'allibratore), Posto infatti che sia P{w;) la
probabilita attribuita a @; dall'allibratore ¢ g; = 1/ P(w;) la quota offerta per @;,
se i giocatori puntano 1 su w; e nulla sugli altri costituenti, usando la (18)
['allibratore trova che il valore del suo guadagno atteso & E(G) = 1-¢; P(w;) <0.
Pertanto, per non dare ai giocatori opportunita di giocare in modo a loro
favorevole o equo, l'allibratore deve offrire quote rutte inferiori a quelle
eque — cioé quote g;< 1/P(w)) perogni i=1,... ,n - In questo modo,
essendo P(m;) < 1/g; per ogni i, egli si assicura che sia soddisfatta anche la
condizione 1fg,+...+1/g,> 1, da cui ha preso le mosse 'attuale discussione.
Viste in questa ottica, le condizioni ¢; < 1/P(w,) risultano necessarie per
garantire all'allibratore un guadagno atteso positivo. Esse sono perd anche
sufficienti, perché qualunque siano le puntate s, , ..., s, su &;, ..., ®,, una
almeno positiva, usando la (18) — ove s =5, + ... +5, — e tenendo conto che
q; P(w;) < 1 per ognl i, si trova E(G)=S—~E?=l q;5; P{m) > S—Z?q 5; =0,
ovvero E(G) >0, e il gioco & a lui favorevole qualongue sia il comportamento
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degli scommettiton. 5i badi bene, perd, che questo non dice che I'allibratore &
messo al riparo da eventuali perdite. La positivith del valore atteso del guada-
gno dice piuttosto che & fronte di numerose scommesse di questo tipo ¢l si
devie aspettnre che sia pid facile vincere piutiosto che perderc — perché [n media
aritmetica dei guadagni della singole scomimesse si pud Inferpactare come una
surna del valore ateso (18,11 Nam, Vol. 11} -

9.2 Nozione di probabiliti coerente

La nogione di probabilith che daremo pud essere
introdotta in modo formale senza bisogno di giustificazioni e
considerazioni preli questo ordine di idce,
51 pud anche passa 2.4. 11 procedimento,
ineccepibile dal punte i 1 @, & perd inopportunc

1 : alle probabilitd rivolia alle
crmmn introdurre la

applicazioni. Per o
nozione dando rilicve

Abbiamo gil p-crsitu nel §23 - ¢
ricordato poi in pill ofeas clinizione di probabilita
coerente (in seguito anc ﬂﬁﬁimm tout court) s1 ispira a una
interpretazione dell degli eventi come quote di
scommessa. E stuto pée) ivigsesiet souolineato che affinché le
guote rispecchino | qgté:adn di fiducia di chi le
esprime, hisogna m;ﬂlﬁ!ﬂﬁ rsooin wne schema delle
scommesse idealizzato, in cui non sia possibile offrire quote
che consentano a chi le csprime di procurarsi condizioni di
vantaggio. Nen si pud tratare quindi dello schema delle
scommesse di cul abbiamo discusso in termini essengziali nel
% 9.1, ove chi decide le guote - l'allibratore - ha la possibilith di
farlo in modo che il gioco diventi a lui favorevole. Le regole di
lale schema, ancorché inadeguate ai nostri fini, possono essere
tuttavia considerate come utile rifenmento per mutare a capire

quali regole si debbano introdurre nello schema idealizzato per
renderlo strumento adatio per ouencre “corrette” analisi ©
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valutazioni del grado di fiducia. Solo sommariamente delineate
nel § 2.3 gia citato, tali regole hanno ora bisogno di essere
approfondite e definite in modo preciso. A cid sono dedicati i
prossimi due numeri 9.2.1 e 9.2.2.

9.2.1 Le scommesse.

Il termine scommessa, se usato con riferimento a un solo evento, definisce
un'operazione di scambio aleatoria pattuita fra dee individui, uno dei quali si
impegna a pagare un importo certo s, la puntata, per ricevere in cambio
I'importo aleatorio §/E/, 1a vincita. 1l guadagno dello scommettitore (di chi
punta s) & l'importo aleatorio G =S/E/—s Se si conviene, come faremo e
abbiamo sin qui fatto, che le vincite siano proporzionali alle puntate, si pud
scrivere S =gs — come fanno gli allibratori — 0 s =p S — come si fa nello
schema delle scommesse idealizzato — La differenza sta solo nel significato
che viene ad assumere nei due casi la costante di proporzionalita. Nello
schema delle scommesse reale ¢ € la vingita che spetta alla puntata unitaria. In
quello idealizzato p & invece la puntata che da diritto alla vincita unitaria. La
differenza di interpretazione poteva anche essere evitata. La quota p dello
schema idealizzato ha perd il pregio — non trascurabile — di lasciarsi interpre-
tare diretfamente come probabilita dell'evento-a-cui si riferisce.

Ci16 premessa, passiamo a dare le,due seguenti definizioni.

Derpvizione 1. Scommessa su B

Sia E un evento e p la pumata - quota di scommessa o puntaia unitaria —
che da diritto di ricevere |E|. Una scommessa su E di puntata pS é quella
che da diritto di ricevere S|E| e fornisce quindi il guadagno G =S(/E/-p).

In questa definizione § pud essere un numero reale qualsiasi, positivo,
negativo o nullo. Se § & positivo, chi punta p S assume le vesti di scommetti-
tore; se 5 & negativo, quelle di banco. Lo stesso vale anche per gli §;...., 5,
della prossima definizione che riguarda una combinazione di scommesse.

DeFmazione 2. Scommessasu E,, ... E,.

Siano E,,... .E,, eventi e p,,... ,p,, nell'ordine, le loro quote
di scommessa. Una scommessa o combinazione di scommesse su
E’n’ vy By, di puntate vispettive p, S, ,....pu S, € puntata complessiva
272, p;iS;— & quella che fornisce il guadagno G=2;—, S;(/E;] -py.
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OSSERVAZIONE.

Il guadagno G 2 un numero aleatorio trasformato degli ingicatori IE;l. ..., |E, /.
¢ come tale & definito sulla partizione prodotto {E,,E,} A ... A{E,, E,;}
(Definizione 8.3.3), ovvero sulla partizione generata EPG({EI L ELY)

(Proposizione 6.3.1). Esso pud assumere al pilt 2" valori distinti, uno per
ogni costituente della partizione generata sunnominata (6.3.2 Notazione). Tali
valori possono perd essere in numero inferiore, sia perché gli eventi elemen-
tari (i costituenti possibili) possono essere meno di 27, sia perché a eventi
elementari diversi possono corrispondere valori ugnali.

NoTa.

Nel mondo delle scommesse reale; le offerte degli allibratori riguardano
sempre un insieme di eventi finito. B pereid finito automaticamente il numero
degli eventi di ogni scommessa. Noi vogliamo invece che la valutazione delle
quote di scommessa non sia soggetta ad alcuna limitazione e possa percio
riguardare un qualungue insieme di eventi, finito ¢ infinito. Cid che non
possiamo pretendere, invece, & di dare la possibilitd di scommettere su infiniti
eventi, almeno se, come in effetti richiederemo, vogliamo lasciare liberta di
scelta delle vincite porenziali - degli importl.S; — agli scommettitori. Non &
possibile infatti rispettare questa condizione e ampliare in modo significativo la
definizione data qui sopra a un numero infinito di eventi. Gia nel caso
numerabile infatti il valore deila puntata complessiva sarebbe dato dalla somma
della serie 2.7, p; S, che, se le p, diverse.da.zero sono infinite, pud anche
non esistere finita. E noto infatti - ¢ facile anche da verificare — che in questa
ipotesi si possono scegliere gli §; inodo tale da rendere questa serie conver-
gente — con somma dipendente dall’ordine se la convergenza non & assoluta —,
divergente o indeterminata a piacere. Ad esempio, se le p; sono tutte diverse
da 0 — ipotesi ovviamente non restrittiva una volta ammesso che ce ne siano
infinite diverse da 0 —, si trova che la serie converge a 1 se S;=1/(2'p)),
diverge a +oo se §;=1/p;, & indeterminata se S; € 1/p; per i dispari e -1/p; per
i pari. Pertanto, solo occasionalmente saremmo in grado di valutare il costo
delle scommesse su infiniti eventi — e quello delle vincite, come ormai si
capisce — e di dare cosi un senso all'operazione di scambio. Per questo motivo
si dovra intendere, anche quando ¢id non sara dichiarato esplicitamente, che
ogni scommessa riguarda sempre un numero finito di eventi.,

TERMINOLOGIA.

Per valutare il gnadagno di una scommessa, bisogna conoscere quali sono ghi
eventi oggetto della scommessa, quali sono le quote ad essi assegnate ¢ quali
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le vincite potenziali — quelle esigibili se gli eventi su cui si punta risultano veri —.
Quando con riferimento agli eventi di un insieme si suppone esplicitamente o
in modo sottinteso che le quote siano assegnate, per individuare una
scommessa basterd indicare gli eventi che la riguardano e le corrispondenti
«vincite potenziali», che per sveltire il linguaggio, in seguito, spesso diremo
semplicemente «vincites.

9.2.2 Probabilita come quota di scommessa.

Come accennato in premessa di questo paragrafo, la definizione di probabilita
come quota di scommessa viene data in uno schema di gioco ideale, in cui chi
da le quote & obbligato poi ad accettare scommesse scelte da un competitore.
In termini pit precisi, si deve.intendere che il soggetto chiamato a fissare le
quote di scommessa lo debba, fare per gii eventi di un assegnato insieme &,
peraltro qualunque come gia segnalato nel numero precedente. Vista la valu-
tazione, il competitore ha la facolta di scegliere a piacere un numero finito
di eventi di € su cui scommettere (9.2.1Noza) e le vincite corrispondenti
(9.2.1 Terminologia) con segno — positive se yuole giocare da scommettitore,
negative se vuole farlo da banco — E questa possibilita data ai competitori di
scegliere per ogni evento guanro ¢ in che ruclo giocare, che toglie a chi da le
quote la prerogativa di poterlo fare procurandoesi condizioni di vantaggio —
come fanno invece gli allibratori tenendest il banco —. Cid induce anzi chi
valuta ad esprimere quote ehe riflettana il suo grado di fiducia effettivo, ciog
quello che li rende indifferente.assumere per ciascun evento di § il ruolo di
scommettitore o di banco. B richiesta, inoltre, un'ovvia condizione (anche
questa gia accennata nel § 2:3). Le quote unitarie fissate da un soggetto per ghi
eventi di un insieme sono da considerarsi ammissibili se e solo se usando
quelle quote il competitore non € in grado di congegnare scommesse sicura-
mente vincenti, Poste le cose in questi termini, le quote di scommessa (puntate
unitarie) assegnate agli eventi si possono interpretare come «misure» del grado
di fiducia del soggetto che le esprime e identificarle con la sua probabilita. T
tutto pud allora essere riassunto nelle due seguenti definizioni, di cui la prima
spiega il significato da dare alla quota attribuita a ciascun evento preso singo-
larmente, mentre la seconda da la regola che permette di riconoscere — a chi da
le quote o ad altri ~ se una valutazione su pilt eventi & globalmente ammissibile.

Dermazione 1. Probabilith nello schema della scommesse.,

La probabilita di un evento E — per un soggetto — & la quota P(E) che egli
giudica equo scambiare con [E/.
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Derinvizione 2. Norma di coerenza.

Una valutazione di probabilita P definita su un insieme di eventi & dicesi
coerente se e solo se per ogni combinazione di scommesse su un RUMeEro
finito e arbitrario di eventi di tale insieme si realizza un guadagno G per cui riesce:

minG <0< maxG ovvero minGmaxG<0.
E utile per il seguito aver presente il seguente lemma.

Levma.

Siano p,, ..., p, le quote di scommessa degli eventi E;, ... .\ E,, Ge G'I
guadagni delle scommesse sutali-eventidivincite:S, , ..., S, e rispettivamente

pS,. ..., pS,, p#0. Allora G soddisfa la norma di coerenza se ¢ solo se la
soddisfa anche G'.

DMOoSTRAZIONE.

Riesce G'=2"_, pS;(/E;[-p;). da cui segue subito G'=pG. Allora si ha
minG'=pminG, maxG'= pmaxG se p>0e minG'=pmaxG, maxG'=
pminG se p< 0, In entrambi casi si trova min G’ maxG'= pmin G maxG,
e quindi Ia tesi. u

CoMMENTO.

La Definizione 1 conferisce alla probabilita natura soggettiva. E il soggetto
infatti che deve stabilire, in base alle sue opinioni ed informazioni, la quota
P(E). Il fatto che egli debba farlo immaginando un ipotetico ed abile competi-
tore ~ 0 anche pilt di uno ~ che sceglierd poi come giocare, rende pero tale
valutazione non arbitraria. Inoltre, le valutazioni non vengono usualmente
effettuate per un evento isolato. Esse riguardano di solito un insieme pilt 0
meno numeroso di eventi, e cid impone al soggetto di eseguire atenti esami e
di stabilire confronti tra valutazioni riguardanti eventi diversi. Tutto ¢id contri-
buisce a far emergere il suo grado di fiducia nel modo pid preciso possibile.
Non va poi dimenticato che se il soggetto desidera che la sua valutazione sia
coerente, egli dovra allora operare nel rispetto della norma data dalla
Definizione 2, i cui effetti alquanto restrittivi verranno studiati nel prossimi
§§ 9.3, 9.4, e nei successivi capitoli.

Qui interessa sottolineare, invece, che la norma di coerenza contrariamente alla
nozione di probabilitd, & di natura oggettiva. Essa consente infatti di verificare
se una valutazione di probabilita & o no coerente usando gli usuali strumenti
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della logica, non importa come e da chi tale valutazione sia stata effettuata. Chi
controlla la valutazione potra naturalmente non condividerla anche se essa
risulta coerente. Solo quando & incoerente, perd, egli la potrd dichiarare errata
(sempre che chi valuta la probabilita desideri essere coerente).

Passiamo ora ad approfondire il significato della norma di coerenza. Essa si
propone di eliminare come indesiderabili tutte ¢ sole le valutazioni per le quali
esista la possibilita di scommettere procurandosi un guadagno che, comunque
vadano le cose, risulti sempre dello stesso segno. Anche se positivo, perché
in tal caso cambiando di segno le vincite si ottiene una combinazione di
scommesse con guadagno sempre negativo — si ricordi che & V'avversario di
chi valuta a scegliere come giocare —. In altri termini, la norma espressa dalla
Definizione 2 considera come coerenti le valutazioni in corrispondenza alle
quali per ogni combinazione di scomimesse si verifica una delle tre seguenti
circostanze:

(i) il guadagno ha determinazioni sia positive sia negative: & possibile vince-
re, ma anche perdere;

(ii) il gnadagno & certo e vale (il gioco termina sempre in parita;

(i) qualche determinazione del guadagno & nulla e le altre sono dello stesso

segno: o si pareggia o si perde (cambiando eventualmente di segno le
vincite).

Pu0 sembrare irragionevole.considerare accettabili le valutazioni di prebabilita
che prevedono circostanze ditipo (iif). Ci occuperemo di questa questione nel
Complementc 9.3.4, ove méttetemo. a.confronto le proprieta che si ottengono
per {a probabilita adottando V'attuale norma di coerenza {(coerenza debole)
con quelle relative alla normia di ¢oerenza che accetta le scommesse se e solo
per il corrispondente guadagno si presentano le circostanze (i) o (ii) (coeren-
za forte). Anticipando la conclusione del confronto, vedreme che, contro
I'apparenza, la norma di coerenza debole & la pit appropriata per una fonda-
zione della teoria delle probahilita. Vedremo infatti che la norma di coerenza
forte impone di attribuire probabilita positiva a tutti gli eventi possibili.
Avendo presente la Proposizione 5.1.1 ¢ 5.1.1 Comments, si ricava allora che
accettare soltanto le valutazioni che soddisfano la norma di coerenza forte,
significa rinunciare a introdurre la nozione di probabilita in ambiente infinito
pitt che numerabile. Ma anche nel caso numerabile — descritto da partizioni
numerabili —, dover ammettere che ogni evento elementare abbia probabilita
positiva & gravemente riduttivo per le applicazioni. Basti pensare che gia il
problema del primo successo in una partita a testa e croce non troverebbe
soluzione, perché all'evento resta non esce mai non si pud che dare probabiliti
0 (5.2.3 Esempio 1).
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Queste considerazioni mettono in luce che la norma di coerenza debole risulta
la pill adatta a essere scelta come assioma base per la fondazione di una teoria
delle probabilitd, anche per chi non vuole dare troppo credito alla identifica-
zione della probabilita con 1a quota di scommessa. In questo ordine di idee lo
schema delle scommesse resta comunque un riferimento importante, in grado
di lasciare intuire, grazie alle sue possibilita di interpretazione, le proprieta che
si devono e quelle che non si devono ragionevolmente imporre a un grado di
fiducia. Ad esempio, in accordo con quanto emerso nel Cap. 4 vedremo che si
deve imporre 1'additivitd, mentre non si deve imporre, come osservato poco
sopra, di dare probabitita positiva a ogni evento possibile.

Chindiamo questo commento osservando ancora che la norma di coerenza non
si pronuncia sulla equita del gioco. Nen dice cioé se rispettando tale norma
viene scongiurato il pericolo che I'avversario abbia la possibilita di scegliere
combinazioni di scommesse che rendano il gieco a lui favorevole: tale cioé da
garantirgli un guadagno atteso positivo (Complemento 9.1.3). Puo darsi che,
viste le condizioni che devono essere soddisfate per il guadagno, sembri
intuitivo che cosl dovrebbe essere. O magari no, dal momento che la
condizione (iii) costringe a giocare con la prospeftiva di pareggiare o perdere.
La risposta & tutt'altro che immediata e potra-essere data — verificando che il
gioco & equo — solo dopo uno studio adeguato delle proprieta che la norma di
coerenza impone di rispettare affinché le valutazioni di probabilita siano
coerenti. 8i veda in proposito il Complemento 9.5.4.

9.2.3 Complemento. Norma di coerenzavincolata.

La definizione di norma dilcoerenza prevede che gli importi fissati per le
vincite possano essere sceltl senza alcun vincolo, Si riftetta che accettando
questa norma, chi valuta la probabilita degli eventi di & si dichiara disponibile
a non rifiutare scommesse che possono produrre perdite arbitrariamente
grandi. Lo si intende facilmente, ad esempio. gid esaminando il guadagno
G =S(/E/-P(E)) che si realizza scommettendo su un unico evento F, se
P(E)Y< 1, le cui determinazioni sono -SP(E) o S(1-P(E)). Cid non &
certamente realistico: nessuno infatti & cosi ricco da potersi permettere di
esprimere una valutazione di probabilitd, impegnandosi ad accettare poi
scommesse senza limitazioni di perdita. Visto in questa ottica, lo schema delle
scommesse non & adatto per essere usato per effettuare valutazioni in
situazioni concrete.

E possibile, perd, renderlo operativo — o cercare di farlo — modificando la
norma di coerenza con l'aggiunta della condizione che la massima entita
della perdita non superi un valore ¢ > 0 arbitrariamente fissato. La seguente
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definizione di norma di coerenza modifica infatti in modo equivalente la
9.2.2 Definizione 2.

Dermvizione. Norma di coerenza vincolata.

Fissato a > arbitrario, una valutazione di probabiliti P definita su un insieme
di eventi & dicesi coerente, se e solo se per ogni combinazione di scommesse
su un numero finito di eventi di tale insieme, soddisfacente il vincolo
max|GlLa, riesce minGL<0<maxG.

TEOREMA.
La norma di coerenza vincolata ¢ equivalente a guella di 9.2.2 Definizione 2.

DIMOSTRAZIONE.

Che la norma di coerenza 9.2.2 Definizione 2 implichi quella vincolata ¢ ovvio.

Per provare il viceversa supponiamo P coerente su & secondo la norma
di coerenza vincolata. Presi allora arbitrariamente S,,... .5,€R ¢
E,,... . E, €&, siaG il corrispondente guadagno.

Se & max |Gl < a, riesce per ipotesi min G <0< max G.

Sia max |Gt > a. Consideriamo-allora la scommessa di vincite {a/max|G.S;,
i=1,...,n Indicato con &"il sto guadagno riesce G'={a/max|G)G.

Da qui segue intanto 1G] =@ |G limex) Gl e quindl max {G'l = a. Poiché P
verifica la norma di coerenza vincolata, deve essere min G' S 0 < max G

Si ha poi G = G'max|Glje. Per 9. 2.2Lémma, allora, anche per G riesce
min G <0 < max (, e cid completa la prova. L]

Usando la norma di coerenza vincolata si pud dunque ridurre a piacere l'entita
della massima perdita possibile. Cid consente di mettere nelle migliori
condizioni psicologiche chi deve esprimere le valutazioni di probabilita,
calibrando alle sue possibilith economiche l'entita della perdita massima.
Questa deve essere abbastanza piccola, tale da vincere la sua naturale avver-
sione al rischio, che si manifesta certamente s¢ & possibile subire perdite
di valore elevato; non troppo piccola, perd, perché altrimenti possono
manifestarsi atteggiamenti di segno opposto, ciog di propensione al rischio,
legati al piacere di giocare d'azzardo.

Con gueste precauzioni, lo schema delle scommesse pud diventare operativo,
essere ciod utilizzato — entro certi limiti — come «strumento di misura» del
grado di fiducia degli individui. Ad esempio, prima di prendere decisioni
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importanti, un decisore pud essere disposto a spendere per procurarsi il parere
di esperti. Per costringere un esperto a esprimere la valutazione nel modo pili
veritiero possibile, gli si potrebbe proporre un compenso aleatorio costituito
da una somma certa ¢ ¢ dal guadagno aleatorio X di una combinazione di
scommesse fatte dal decisore usando come guote le valutazioni dell'esperto.
Quelli che vanno calibrati seno allora, il minimo di X che rappresenta la
massima perdita possibile per l'esperto e il compenso certo ¢ che, per rendere
accettabile la proposta, deve essere commisurato non selo all'importanza del
parere, ma anche alla suddetta massima perdita.

Data l'equivalenza tra la norma di coerenza 9.2.2 Definizione 2 & quella
vincolata, per gli sviluppi teorici futuri useremo la prima, che ¢ sicuramente
pill maneggevole,

La norma di coerenza debole & sostanzialmente l'assioma
base scelto da de Finetti per la fondazione della sua teoria
delle probabilita. Per vederla come assioma conviene perd
riformularla in un linguaggio neutro = privo di riferimenti
interpretativi —, dando la seguente definizione.

9.2.4 Definizione. Probabiliti in via assiomatica.

Sia & un insieme non vuote.di eventite P un'applicazione di & in
R. Diremo che P é una.probabilita coerente (spesso sempli-
cemente probabilita) se-e solo se-qualungue siano E, , ... ,\E,€ &
eS,,....5,€R, posto G=27_, S;(|E;| - P(E)), riesce:

minG<0<maxG o, equivalentemente, min G maxG<0.

CoMPLEMENTO.

Le fre seguenti conseguenze della definizione, di per sé ovvie, meritano

tuttavia di essere sottelineate, perché & importante averle presenti in sede di
dimostrazione.

(i) Quando in una combinazione di scommesse esiste almeno un evento
elementare del dominio di G (9.2.1 Osservazione) in cui G =0, la norma di
coerenza ¢ verificata per quella combinazione, perché allora il suo minimo
{massimo) & per forza non superiore (non inferiore} a 0.
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(ii) Se una probabilita & coerente su un insieme &, essa & coerente anche su
ogni suo sottoinsieme &', perché ogni scommessa su eventi di §'¢
anche una scommessa su eventi di &.

(iify Se € & finito, & = {E,,...,E,}, per verificare che un'applicazione P & una
probabilita coerente, & sufficiente esaminare il gnadagno della generica
scommessa su E,, ..., E,. cio¢ su tutti gli # eventi. Ogni scommessa
su meno di n eventi pud ¢ssere infatti vista come una scommessa su
E,,....E,, con vincite nulle in corrispondenza degli eventi esclusi.

Appena un po' meno immediati, importanti anch'essi ai fini dimostrativi, sono
la prossima proposizione e il lemma successivo che chiude questo paragrafo.

Prorosizione.

Condizione necessaria e sufficiente affinché una valutazione P su un insieme
di eventi & sia coerente é che per ogni scommessa su un numero finito di
eventi di & sia minG <0 (o maxG=0).

DIMOSTRAZIONE.

Basta ovviamente provare la sufficienza. Risultino per questo non positivi i
minimi dei guadagni di tutfe le scommesse sugli event di &.

Allora per ipotesi, per il guadagno!G délla scommessasu E,, ..., E,e € di
vincite §, , ..., S, riesce min G £0. Cambiando di segno le vincite otteniamo
una scommessa sugli stesst-evendd di guadagno -G, per cui riesce min (-G} <0
per la stessa ipotesi, Si ottiene alloramax G=-min (-G} 20, e quindi l'asserto
min G20 <max .

Simmetricamente, si giunge alla medesima conclusione anche nell'ipotesi che i
massimi dei guadagni delle scommesse sugli eventi di € siano non negativi. W

La proposizione mostra che la condizione posta nella definizione affinché
un'applicazione P sia una probabilita coerente € in realta ridondante. Essa dice
infatti che la doppia disugnaglianza richiesta per il guadagno G puo essere
ridotta a una sola delle due. Una formulazione della condizione di coerenza
con una sola disuguaglianza & sicuramente da considerarsi pit appropriata per
una definizione assiomatica. Abbiamo preferito tuttavia la formulazione con le
due disuguaglianze, perché esse danno rilevanza immediata anche agli aspeiti
interpretativi, che converrd comunque avere sempre presenti anche nel
seguito. Della formulazione con una sola disuguaglianza ci gioveremo
naturalmente in sede di dimostrazione per ridurre il lavoro di verifica.
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LEvMa.

Siano P un'applicazione di dominio l'insieme di eventi {E,, ... ,E,} €

Sy. oo Sy numeri reali. Allora, posto Gp=27-\ S;(|E;{~P(Ep). i "punti”

— eventi elementari di ¥,({E,, ... E,}) — di minimo e massimo del guadagno

G, non cambiano se si fu variare lapplicazione P tenendo costanti le vincite
n

Sy..c. Sy Inoltre, posto V=27_, S; |E;{ ¢ Cp= 27—, S;P(E}), riesce:

minGep=minV-Cp € maxGp=maxV-Cp.

DIiMOSTRAZIONE.

Con le notazioni dell'enunciato, i! guadagno aleatorio si scrive Gp=V-¢p, il
quale risulta cosi decomposto nella somma di due addendi, il primo aleatorio ¢
indipendente da P e il secondo certo e dipendente da P. 1] numero aleatorio Gp
risulta ciog rappresentato dalla.differenza di due applicazioni aleatorie di

dominio fPG({ E,,...,E,}), 1a seconda costante (9.2.1 Osservazione). Ne segue
che se we E({E,,... ,E,}} ¢ un "punto” di minimo (massimo) per V, lo &
anche per G, qualungue sia P, u

9.3 Proprieta delie probabilita coerenti

Senza rinunciare, quando lo -si riterra utile, all'inter-
pretazione della probabtlita-di- un' evento come quota di
scommessa, per lo studio delie [proprieta delle probabilita
coerenti ci riferiremo alla Definizione 9.2.4 che, per la sua veste
formale, meglio si presta a essere utilizzata. La richiameremo
spesso anche col nome di assioma 9.2.4.

Ci occuperemo prima di due teoremi molto importanti
che mettono in luce due proprieta di struttura dell'insieme delle
probabilita coerenti.

9.3.1 Teorema. Convessita.

Siano & un insieme di eventie P, , ... , B, probabilita coerenti su & .
Allora ogni applicazione P, mistura — combinazione lineare con-
vessa (con coefficienti non negativi di somma 1)—-di B, ... , K,
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¢ una probabilita coerente su &

Commento. L'insieme delle probabilith coerenti su & & convesso34.

DivosTrazione.  Per semplicita di scrittura per s =2.

Siano 0<A<1, A =1-Ae P= AP+ AP, PresiE,,... ,E,e8eS,,....5,€R,
siano G, G, 1 guadagni relativi a B, P, rispettivamente, ¢ @' un comune
evento clementare in cui G, e G, assumono valore minimo (9.2.4 Lemma).
Posto G=2;—, S;{/E;|-P(Ep), allora si ha:

G=27_, S;[(AIE;|+ A |E;|-AP(E)- L P(ED] =hG,+ A G,,

e quindi:

minG = G(@) = AGL0) + A G{@) = AminG, + A minG, <0,
ove la disuguaglianza segue da min G;£0,i=1.2.¢ 4, A non negativi. Per
l'arbitrarietd della scomimessa, in forza di 9.2.4 Proposizione si ottiene la tesi. =
CoOROLLARIO.
Se p, e py, p; <ps, sono due valutazioni coerenti per l'evento E, allora é
coerente ogni valutazione p€ [p;,p.l.
DimMosSTRAZIONE.

Basta osservare che p = Ap +7pyéiequazione dellintervallo [p,,p,] e nsare
il teorema (si ricava P(E) = p ponendo A= (p,-p)/(p,-p)). |

9.3.2 Teorema. Chiusura per passaggio al limite.

Sia & un insieme di eventi, (P,),e; una famiglia di probabilita
coerenti su & indiciata nell'insieme I, x, di accumulazione per I

34 Un insieme C di uno spazio affine (€ — stesse proprieta degli spazi vettoriali
con coefficienti in R, escluse quelle dell'elemento nullo se questi non &
presente ~ si dice convesso, se per ogni coppia di clementi u,veC e
qualunque sia 0<A<1, si hache Au + (1-A)v & C. Si prova allora che
2.7_, A;u;€C per ogni n-pla 1, ..., u, di elementi di C e per ogni a-pla di
numeri reali A, ..., A, non negativi, di somma 1.
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ed esista il limy . B, =P (sia lim, _,, P(E)=P(E) per ogni
Ec&). Allora P é una probabiliti coerente su &

Commento. L'insieme delle probabiliti coerenti su € & chiuso per passaggi al

Hmite.
DwvosTrRAZIONE.
PresiE;, ... E,e€eS,,...,S,eR, siano G,, xel, i guadagni relativi alle

probabilitd £ e G quello relativo alla P. Riesce G = lim x—x, Ox- Si ha infatti:
G=X/) SiUEI-PE)] = L1<, S1/E;[- lim BED =
lim gy Sy S;UE - BAEN) = lim, . G
Indicato con @' un evento ¢lementare in eui il guadagno G e i guadagni G,
assumono valore minimo (9.2.4 Lemma), segue allora:
minG =G (@) = lim, 4, Gok@) = limy_, ., min Gy <0,

ove la disuguaglianza segue da min G, <0 per ogni xe7 (condizione di

coerenza per le £). Per l'arbitrarieta della sconimessa si ottiene la tesi. =
Corovrario.
Sia & un insieme di eventie (P, ... , P,....) una successione di probabilita

coerenti su &, convergente g un'applicbzione P. Allora P ¢ una probabiliti
coerente su &.

Il prossimo teorema afferma che le proprietd della
probabilita interpretata come massa (Definizione 4.2.1), elencate
nel Teorema 4.2.2, sono condizioni necessarie per le probabilitd
coerenti. La dimostrazione delle prime tre (normalizzazione,
non negativitd e additivitd) viene qui ottenuta usando una
medesima tecnica, consistente nel considerare la probabilita defi-
nita sull'insieme degli eventi che intervengono nelle proprieta,
nello scegliere in loro corrispondenza una combinazione di
scommesse generica e nell'imporre al relativo guadagno la
condizione di coerenza. Le altre proprietd sono invece conse-
guenza delle prime tre e si dimostrano esattamente come fatto
nel Teorema 4.2.2 citato, salvo precisare qui che anche per esse
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si deve ovviamente supporre che la probabilita sia definita
almeno sull'insieme degli eventi che le riguardano.

9.3.3 Teorema.  Condizioni necessarie per la coerenza.

Le seguenti condizioni sono necessarie affinché una probabilita
P sia coerente:

al PLy=1, P(¢)=0 condizione di normalizzazione
b) 0PI condizione di non negativitd
c) SeE,AE,=¢ allora P(E,vE.,)=P(E)+FP(E,) proprietd additiva
d) P(Ey=1-P(E)
il L.#i Ln
e) P(E;V---VEH)=_Z P(E;l)—Z(P(Eh/\Ei)+ Z PEpnE;nE) - ...
i=1 h<i h<i<j

+ (- PE A AEY formula d'inclusione-esclusione
) Se Ei/\E;,'Z o, 1<i<jEn, allora P(IE; v ... VE ) = P(E)+ ..+ P(E))
gl PE v .. . VE)<SPE)+. +PE,) proprietq subadditiva
h) SeE, = E,, allora P(E;) = P(E,) proprieta di monotonia

DivosTRAZIONE.
Per quanto premesso & sufficiente provare che sussistono le aj, b), c).

Prova della a).

Scegliamo &€ = {£2}. In corrispondenza a una generica scommessa su £2 si ha
che G=S5(/2{-P(£2))=S(1-P(2). Il guadagno in questo caso & un
numero certo. Per rispettare la norma di coerenza (min G <0 < max G) bisogna
porre G =0 gualungue sia § , da cui segue P(£2) = 1 come volevasi.

Lasciamo al lettore di provare in modo analogo che P(¢) =0.

Prova della b).

Se E=Q0 E=¢, lab) & conseguenza della a). Sia allora E possibile. Scelto
€ ={E}, riesce G = S (/E/ - P(E)). Sono allora due (al pid) le determinazioni
del guadagno: §(1-P(E)) se & vero E; e -SP(E) se & vero E. Uno dei due
¢ allora il minimo e l'altro il massimo. Per rispettare Ia norma di coerenza
(min G max G <0) per ogni S, deve allora essere -S*P(E) (1-P(E)) <0, da
cui segue facilmente la b).
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Prova della c).
Siaora& ={E,,E,,E,vE,} e poniamo P(E))=p, , P(E,)=p,e P(E,VE,)=p.
Puntando nell'ordine p;S;, p,S,e pSsu E,, E,. E;v E,, otteniamo il gnadagno

G=(S,/E 1+S,/E,/+SIE,vE,N-(p,S,+p; 5, +pS) =
=(8,+SYE [+ (8+5E-(p,S,+p:S,+pS),

l'ultimo passaggio valendo perché da E, A E,= ¢ segue [E,VE,/=[E,[+ E,]
(8.4.2 Teorema, g). A questo punto ci si pud chiedere se & possibile scegliere
una combinazione di scommesse in modo che il guadagno diventi certo. Si
tratta cio¢ di vedere se € possibile scegliere §,. S, ¢ § in modo che risulti nulla,
per ogni costituente ) A E, della partizione generatada {E,,E,,E, v E,} —che
& quella generata da {E,, E, }-(Teorema 6:3:3)—la parte aleatoria di G; cioe la
vincita (§,+ S)/E, |+ (S,+8)/E, /. Cid si realizza scegliendo §,=5,=-§. In
questo caso risulta allora G =S(p,;+p,-p). Per rispettare la norma di
coerenza ¢ necessario allora porre p; +p,-p = 0. Segue l'asserto.

La prova & cosi completa. =

Nora.

Solitamente in letteratura sono dette condizioni di normalizzazione e di non
negativitii le a') P{&2)=1, b') P(E) z 0, riferite perd agli eventi di un‘algebra.
In tali ipotesi, aggiungendel'addiiivita 51 deducono le P(¢)=0e P(E) 1.
Infatti, poiché 2A¢=¢ e 2v =42, dillea’) e ¢) si ottiene 1 = P(Q2) =
P(2v ¢)=P()+P(¢)=1+P(¢), dacuisegue P(¢)=0.DaEAE=¢e
Ev E =2 usandolea’)eic); siricavapoi P(E)+ P(E) =1, da cul segue
P{EY< 1, perché per la b') deve essere P(E)=0.

COMMENTO.

Come detto nell'enunciato del teorema, le proprieta elencate sono necessarie
affinché P sia una probabilita coerente. Le proprieta a) — di normalizzazione —
e b) — probabilith compresa tra O e 1 — sono anche sufficienti se P ¢ definita su
{ 2} (o su { ¢}) nel primo caso, e su { E } nel secondo. Cid & conseguenza del
fatto che esse sono state dimostrate imponendo la condizione di coerenza alla
totalita delle scommesse che si possono effettuare sugli eventi di tali insiemi
— fissando in modo arbitrario la relativa urica vincita S —. Non si pud dire lo
stesso per la proprietd ¢) — I'additivita —, perché per dimostrarla si & imposta la
condizione di coerenza solo a parfe delle scommesse effettuabili su E,, E,,
E,vE,, quelle in cui §,=5,= -5, Pud allora essere che la condizione di
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coerenza, — soddisfatta quando le vincite vengono scelte in questo modo — non
lo sia in corrispondenza ad altre scelte. E questo il motive per cui possiamo
dire solrante che la proprietd ¢}, e guelle successive che da essa derivano,
sono necessarie. Che esse non siano sufficienti in generale & provato anzi dal
prossimo controesempio. Lo possono perd diventare — lo anticipiamo
per completezza di discorso — se il dominio dell'applicazione P & adeguata-
mente strutturato. Ad esempic se & un'algebra, come vedremo fra breve
{(Teorema 9.4.2), o una partizione (Teoremi 10.2.1, 10.3.1} 0 una famiglia di
eventl monotona (Teoremi 11.1.2).

Controesempio,

Siano E, e E, due eventi possibili ¢ compatibili, e sia P un’applicazione
definita sull'insieme (E;,E,.E, AE,} come segue: P(E;}=0.7, P(E,;)=0.5,
P(E,~AE;)=0.1. Questa applicazione seddisfa le condizioni del Teorema 9.3.3
— le proprieta che qui hanno senso, e che devono percid essere controllate, si
riducono alla b), perché gli eventi sono tutti tre possibili, e alla #2) (monotonia),
perché £, ~ E, implica sia E, sia £, —. Tuttavia, I'applicazione P non ¢ una
probabilitd. Consideriamo infatti la scommessa di vincite -10, -10, 10 su E,,
E, . E A E,, rispettivamente. Si ottiene allora il gnadagno G =10(/E,AE,]-
[E;[-1E,[)+ 11 che, come facilmente si constata, pud assumere solo due
valori: valore 11 in corrispondenza a E; A E,¢valore 1 in corrispondenza agli
tre costituenti della partizione generata da { £, E,,E,AE,} —cict da {E,,F,}
(Teorema 6.3.3) —. Si ha dunque che G.¢ certamente positivo — basterebbe
dello stesso segno — e percid 1a valutazione non ¢ coerente.

Si badi —- & bene sottolinearlo L 'che il fatto che due sole delle condiziomi
previste nel Teorema 9.3.3 siano-qui significative, non toglie nulla alla portata
generale del controesempio. La combinazione di scommesse usata per
mostrare l'incoerenza di P, infatti, ¢ una di quelle ammissibili anche nell'ipo-
tesi che P sia definita su un soprainsieme di {E,,E,,E,AE,}, scelto
abbastanza ampio da rendere significative tutte le proprietd di tale teorema.
Ogni applicazione prolungamento di quella da noi considerata non € coerente,
perché abbiamo gia trovato una scommessa su £, E,, E, AE, che viola la
condizione di coerenza.

9.3.4 Complemento. Probabilitq fortemente coerenti.

La norma di coerenza forte, di cui si & detto in 9.2.2 Commento, S1 pu®
esprimere dicendo che un‘applicazione P di dominio € ¢ una probabilita
fortemente coerente su &, se per ogni combinazione di scommesse su
eventi di & si ha:
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G =0 oppure minG<0<maxG (minGmaxG<0).

Le proprietad a} e ¢) del Teorema 9.3.3 (di normalizzazione e additivita) sono
condizioni necessarie anche per le probabilita fortemente coerenti e si
dimostrano con lo stesso procedimento di allora. Per la prova di entrambe &
previsto infatti che ( sia certo — gia dall'inizio per la a), dopo aver eliminato
l'effetto aleatorio per la ¢) —, e in tal caso la condizione di coerenza, non
importa se debole o forte, ¢ G=0. La proprieta b) diventa invece:

b') se E & possibile riesce 0< P(E) < 1.

Infatti, come allora, scommettendo su E si ottiene G=S (/E/-p). Poiché E &
possibile, se §#0, G ha due valori distinti: (1-p)Se-pS.Sep=0o0p=1,
uno di questi due valori & nullo, Neli'uno ¢ nell'altro caso la valutazione non &
allora fortemente coerente, perché oil minimo oilmassimo di G & uguale a0 e
I'altro valore (massimo o minimo, rispettivamente) e diverso da 0 — si presenta
cioé la circostanza (iii} di 9.2.2 Commento —. Altrimenti — se p ¢ diverso sia da
0 sia da 1 —, entrambi i valori di G sono diversi da O ¢ percid per essere
fortemente coerenti bisogna imporre la condizione min G max G <0, che porge
1a—p(1—p)52<0, da cui siticavaO<p<1. |

Le altre condizioni necessarie elencate nel Teoremeg citato, fatta eccezione per
la h}, restano invariate, La /1) va invece precisata come segue:

h') se E, 2 E,, allora P(E)<P(E)).

I lettore lo verifichi.

Pertanto: affinché una probabilita sia fortemente coerente occorrve che ogni
evento possibile abbia probabilita streitamente compresa tra 0 e 1. Le valuta-
zioni di probabilita 0 e 1 sono percid riservate all'evento impossibile e a quello
certo, rispettivamente. Cid pud anche sembrare appagante; ma, come abbiamo
osservato in 9.2.2 Commenta, si tratta in realta di una condizione estremamente
restrittiva, in quanto riduce il campo di applicabilita della probabilita all'am-
biente finito e a parte dei problemi descrivibili mediante partizioni numerabili.
In una teoria basata sull'assioma della coerenza forte, non troverebbero ad
esempio soluzioue problemi semplici come quello del tempo d'attesa del primo
successo — gid segnalato in 9.2.2 Commento — e ancora meno quelli pit sofisti-
cati — ma di rilevante interesse concettuale — quali sono ad esempio i problemi
della scelta a caso di un numero naturale e di un numero razionale in un
intervallo limitato, di cui vedremo una soluzione in 10.5.2 Esempio per il primo
e in 11.3.6 Esempio 2 per il secondo.

Per contro — come le proprieta del precedente Teorema 9.3.3 hanno gia messo
in evidenza e come avremo ampia conferma dalle argomentazioni future — le
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probabilita coerenti basate sull'assioma della coerenza debole permetiono di
trattare tutti i problemi che si & in grado di descrivere. Le probabilita coerenti
in senso debole esistono infatti qualunque siano gli insiemi di eventi scelti per
la loro descrizione (9.3.1 Proposizione). Cosa forse ancora pil importante & che
esse rispondono — con le loro proprietd — ai requisiti fondamentali che
storicamente si & ritenuto ragionevole richiedere a un grado di fiducia. Ed
ampliane, per giunta, in maniera concettualmente significativa il campo di
applicabilita della probabilita rispetto 'impostazione classica, essendo le
probabilith ¢-additive casi particolari di probabiliti coerente,

Punto debole — per chi ama dare rilievo all'aspetio interpretativo fino in fondo —
resta quello di dover accettare scommesse che si possono concludere solo in
paritd o in perdita. Si tratta comunque di un punto debole relativo se si
esamina la questione in chiave probabilistica. Infatti, se P ¢ una probabilita
debolmente coerente su un insieme di eventi € ¢ se il guadagno G di una
scommessa su eventi di & & negative o nullo, allora P(G<0)=0. Sirimanda
in proposito al Complemento 9.54.

9.4 Probabilita su algebre

Capitera spesso, di.dover raccogliere (sommare) le
probabilitd o numeri-collegati a certi eventi solo se questi
implicano un altro datojeventos: Gid accade ad esempio nella
dimostrazione del prossime Teorema 9.4.2 e tipicamente quando
si vogliono raccogliere le probabilita degli eventi elementari di
una partizione finita o numerabile — o pill in generale quelli di
probabilita positiva di una partizione qualunque — che implicano
un evento E. In tali casi si tratta di eseguire una somma di parte
delle probabilita assegnate agli eventi elementari, selezionando
quelle che corrispondono agli eventi elementari che implicano
E. Negli sviluppi teorici, gli eventi elementari che implicano
l'evento E sono solitamente definiti in modo generico, ¢ ¢io pud
rendere complicato specificare con quali addendi si deve
eseguire la somma, cio¢ dare 1 limiti di sommazione. E possibile
perd evitare di dover indicare esplicitamente tali limiti caso per
caso, introducendo una convenzione di notazione che semplifica
drasticamente il problema, perché consente di esprimere le
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somme suddette operando sulla totalita degli eventi elementari
della partizione - se finita o numerabile — o su quelli di proba-
bilita positiva, che qualunque sia la cardinalita della partizione
sono comunque al pitt un numerabile (come abbiamo anticipato
nella Proposizione 5.1.1 e proveremo per le probabilitd coerenit
nella Proposizione 10.1.1). Cid si ottiene introducendo la
funzione filtro qui di seguito definita.

9.4.1 Definizione. Funzione filtro d.
Per ogni coppia di evenii A, B porremo:

1 seA=B((ArB=A)
0 altrimenti

0(A=B) = {
Daremo a 8 il nome di funzione filtro o semplicemente di filtro.

Sussiste in proposito la seguente proposizione.

PrOPOSIZIONE.

Siano E, E,, ... . E, eventy, B una,parnigione, [Ajriel}c A (F) insieme
finito o numerabile di eventi a'duew due incompatibili. Sussistono allora le:

@) SUE=E,AE,A ... NE)EOESENS(ESE,) ... S(E=E,)
b) 5(0)@\/1-61!441') = Zie[ 6(0)’—_:’14:)

DiMOSTRAZIONE.

Per entrambe basta provare che se il primo membro & 1, allora & 1 anche il
secondo membro, ¢ viceversa, oppure che 1'uguaglianzae 0=0o0 1=1.

Prova della a).

Sia S(E=E,AEsn... AE,)=1. Allora E=E, AE,A ... AE,=E,, cicé E=Eje
S(E=E;)=1perognii=1,...,n Segue S{E =E)) ... S(E=E,))=1.
Viceversa, sia 8(E=E)) ... 8(E=E,)=1. Allora §(E=E;)=1, ciot E=E;,,
per ogni i; quindi E=E;AE, A ... AE e percid S(E=E AE;n.. . AE)=1

Prova della b).
La partizione generata dall'insieme {A;:iel] & {4;: ie;:} U{V,er A
(6.3.5 Esempio 5) ed & meno fine di P (ovvio). Allora we P° implica uno ¢
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une solo degli eventi elementart di ,({A; : iel}) (6.1.3 Corollario).

Se l'evento elementare @ implica =V, ; A; = Ao A, allora esso non
mmplica V. 1 A; né alcuno degli A; e la b) diventa in questo caso 0=0.

Se I'evento elementare @ implica A, per qualche A, allora esso implica anche
Ve A; € non implica alcuno degli A; per i h. La b) diventaora 1=1.

Cio completa la prova. ]

Il prossimo teorema ¢ uno strumento fondamentale per la
continuazione dello studio delle probabilita coerenti ed & anche
molto importante per conto suo, perché mostra — come messo in
evidenza in dettaglio nella successiva 9.4.3 Definizione 1 — che la
probabilita classica ¢ una-probabilitd coerente.

9.4.2 Teorema. Caratterizzazione delle probabilitd su algebre.
Sia P un'applicazione definita su &, algebra di eventi, e riesca:

a) P(2)=1
b) P(E)=20 per ogni Eed&

c) P(E;vE,)=P(E/)+P(ES) per ogni coppia di eventi E; , F,
di & incompatibili!

Allora P & una probabilita coerente su &

DiMOSTRAZIONE.

Poiché operiamo con eventi di un'algebra, dalle a), #), ¢) si ricavano le
P(dy=0e P(EY=1(9.3.3 Nota). Cid premesso, si tratta ora di dimostrare che,
nelle atinali ipotesi, la P & un'applicazione che, in relazione all'insieme di
eventi &, rispetta le condizioni di coerenza della Definizione 9.2.4. In forza di
9.2.4 Proposizione basterd provare che un'arbitraria combinazione di scom-
messe su un numero finito di eventi di & produce un guadagno che verifica la
condizione: min G <0. A tal fine cominciamo con l'osservare che, essendo &
un'algebra, se E,, ... , E, appartengono ad &, allora appartengono ad &
anche gli eventi elementari della partizione generatada {£,, ... , £, }. Inoltre,
valendo in & la ¢), in & vale anche la 9.3.37 (additivith per piti di due eventi).
Cid osservato, indichiamo con @, , ... , @ gli eventi elementari della parti-



308 Probabilita coerenti

zione generatada {E,. ... ,E,} (s<2"). Allora per ogni i si ha: E; = E;A Q2=
E;ANio wp=Vi_, (Ejamyp), con E; Aoy eventi a due a due incompatibili.
Pertanio riesce (8.4.2 Teorema, g):

5

s
[E;| = h‘él [E;anmy| e P(E)= hgl P(E;n@y), i=1,...,n
Ora, poich¢ gli E; dipendono logicamente da {®;,... , @}, si ha che
E;nmp=¢ se w, = E; oppure E; A 0, = oy, se @y, = E;, da cui segue:
N N
ngf=h21 lw, | 8(w,=E) e P(E,-)z}Z P(ay) 8(op=E), i=1,...n
= 1= |
Cid premesso, siano S, , ... .S, le vincite relative a una scommessa sugli
eventi &, , ..., E, . Il guadagno ¢ dato allora da:

G= X S,E[-PE)E S 3 Hoyl-Ploy) 5o, =E) =

& A Ry
]El[/whi—P(wh)] E‘l S; Slop=E)= }El [Joy,/-P(wp]S) ,

avendo posto §; = X.7_, §; 8(wy = E;). Sicché, quando P & additiva, il

guadagno G relativo alla scommessa su E, ... , E, di vincite §;,... .5,
si pud ottenere anche mediante un'opportina scommessa — di vincite
S;.....S8,—suglieventi elementari della partizione generatada {E,, ..., E,}:

G=2)_, S;l/w,]-Plo,)] Lustiitia del guadagno G in questa forma

diventa pit facilmente analizzabile, poiché gli eventi oggetto di scommessa,

@, ..., 0, sono ora incompatibili ed esaustivi. Il valore g; assunto da

G se si verifica @; & dato dd g; = §/= 2L ¢S, Pley), i=1,...,s. Poiché

E.;Slz \ S/ P(wp) & costante al variare di i (€ la puntata complessiva), il minimo

valore di G si ottiene in corrispondenza al minimo, S, degli S;. Riesce cioe:
N

N
minG = g =Sy~ X SpP@;) < S,;I(l_h;1 P(op) =0,
la disuguaglianza essendo conseguenza della non negativita di P, della
sua additivitd — che porge P(£2) = Zflzi P(wy) — e della P(£2)=1. Segue
min G <0 e quindi la tesi. =

9.4.3 Complemento. Probabilitd additive e o-additive.

Le condizioni a), b), ¢) del Teorema 9.4.2, enunciate per una c-algebra di
eventi invece che per un‘algebra, sono tre dei quattro assiomi scelti da
Kolmogorov a fondamento della sua teoria delle probabilita. Il quarto, signifi-
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cativo solo per le G-algebre, & quello della c-addinvita o additivita numerabile.
La definizione assiomatica di probabilita di Kolmogorov, enunciata in forma
adattata alla nostra terminologia e notazione, & dunque:

Dermazione 1. Probabiliti classica (g-additiva).

Sia B una c-algebra di eventi. Un'applicazione P di B in R é una probabi-
tita o-additiva se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

a) PEH=1
b) P(E)z20perogniEc®
¢) seE, E,eB sono incompatibili, allora P(E,vE,) = P(E;) + P(E,)

d) seE,,...E,,.. B sonoadueadueincompatibili, allora riesce
P(Vio E) =17 PE)

Una probabilita in senso classico, 0 misura di probabilith come si preferisce
dire in quel contesto, conle gia segnalato in premessa del Teorema 9.4.2 & un
caso particolare di probabiliti coerente. Per tina similitudine si pensi alle
funzioni. Funzione continug ¢ un caso particolare di funzione come probabilita
o-additiva & caso particolare di prebabilitéd coerente. In entrambi i casi si
aggiunge una proprieth a quelle che definiscono gli enti in generale: la
continuitd nel primo casogla g-additivita nel secondo. La similitudine diventa
ancora pil calzante se si tiene ¢onto 'che la o-additivita é equivalente, se il
supporto & una G-algebra, ajuna gonveniente nozione di continuira della
probabilita, come si vedra nel Teorema 11.2.4.

Un'impostazione assiomatica della teoria delle probabilitd semplicemente addi-
tive & stata proposta anche da de Finetti stesso dando la seguente definizione.

Derivizione 2. Probabilita additive.

Sia & un'algebra di eventi. Un'applicazione P di & in R é una probabilita
additiva se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

af P(§)=1
b) P(E)YzOperogniEe&
¢) seE, E,e & sono incompatibili, allora P(E,v E;) = P(E ) + P(E,)

Come si vede, queste tre condizioni sono quelle del Teorema 9.4.2.
Si osservi ancora che poiché le a), b) e ¢) sono necessarie per le probabilita
coerenti (Teorema 9.3.3), ed anche sufficienti se & = & (Teorema 9.4.2),
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segue che Nassioma 9.2.4 & egoivalente nilatiuale definizione assiomatica se
Iinsicme deghi oventd @ un'algebra, £ ovvio che lassioma 9.2.4 & preferibile &
quesia deflinizione, perche si riferisce a insiemd di eventi qualsisd, e dei due &

il selo accetiabile nella nostra impostazione. aperta a una libera descrizione
cell'incerierza,

i LT AT

Come gii comvenuto in premessa del § 9.2, il termine probabilitd senza

specificarione conlinuerd ad essere da nod usaio in seguilo esclusivamente

come sinonimo di probabilitd coerente. A scanso di fraimendimenti nei
confronti della terminologia classica, si deve inendere in seguito ngorosa-
mente che:

(1} prohabilith coerente]
rione di un qualche don:
Vassioma 9.2.4;

(i} probabilih addit
v, abe soddisfa

iy probabilith classi
D, Falgebra di eve

hahilith significa spplica-
nti arbitrario, che soddisia

di dominio &, algebra di

. applicazione di dominio
pal, b, el d}.

Le we nozioni sono elencat pemeraiits decrescente: [a probabilich
a-additiva & anche addm'l.'Ed:[r!‘uEH'ua & cocrenie.

Universita
I‘.‘Ilc;l' 1este

9.5 1l problema del prolungamento

In unie impostazions dinamica della teona delle probabi-
litd, in cui & previsto che si possa procedere per fasi aggiungendo
a piacere nuovi eventi al guadro delle possibilita, assume
importanza di assoluto rilievo per la consistenza della teoria il
problema del prolungamento. Si tratta ciod di vederc sc &
possibile conservare la cocrenza delle valutazioni, nel passaggio
da una descrizione a una pid ampia. Fondamentale 2 quest fim &
il prossimo Feorema del profungamento di de Finerri [4].
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9.5.1 Teorema del prelungamento.

Sia B, una probabilité coerente su &y e & o &, Esiste allora una

probabilita coerente P su &, prolungamento di F,, ovvero tale
che Pig,= ).

D1MOSTRAZIONE.

Dimostriamo il teorema in due passi. Prima nel caso particolare in cui €
differisce da &€, per un solo evento e poi, per induzione transfinita3>, in
quelio generale.

a) Sia&=8,U{E},Ee§,.

La costruzione di un prolungzamento di P, su &€ siriduce in questo caso nell'as-
segnare ad E un numero p. Nel porre ciog P(E)=p e P(A)=F,(A)se Ae§,.
La valutazione P sard incoerente se & possibile trovare una combinazione di
scommesse su eventi di & che non soddisfa l'assioma 9.2.4, il cui guadagno
ciog & tale che min G > 00 max G < 0 — oppure rispettivamente G >0 0
G < 0, visto che G ha un numero finito di determinazioni —. Poiché tutte le
scommesse su eventi di & soddisfano lassioma citato — perché P= B, su &, ¢
P, & ivi coerente — una tale combinazione, se ¢siste, deve prevedere necessa-
riamente una scommessa su-& di vincita S 0. Interessa allora esaminare
soltanto i guadagni di questo tipo-di scomimesse o, equivalentemente (dividendo
per 8), quelli delle scommesse di vincita unitaria su E (9.2.2 Lemma). Ciog i
guadagni del tipo

G=|Elp + X{aSIE - P(ED), (19)

con {E,, ... ,E,} =&, eventnalmente vuoto e 5, , ..., S, €R e per il resto
arbitrari. 1 guadagni dati dalla (19) decrescono al crescere di p. I valori di ogni
guadagno G sono allora tanto pil piceoli (grandi) quanto pil grande (piccolo)
¢ p. Per questo motivo, se per un assegnato p esiste una scommessa per cui

35 1 problemi di induzione transfinita di solito vengono affrontati usando il
lemma di Zorn (equivalente all’assioma della scelta), come faremo nel punio
b} della dimostrazione. Esso si enuncia come segue:

Lemma di Zorn. Ogni insieme induttive ammeite massimale (o minimale).

Ricordiamo che un insieme si dice induttive se & ordinaro — da una
relazione riflessiva, antisimmetrica e transitiva (NVota 4 a pié di pagina) —e
oghi sua catera (sottoinsieme totalmente ordinato) ammette maggiorante.
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riesce G < 0 (G > (), diremo che la valutazione p & troppo grande (troppo
piccola) — ai fini della coerenza —. I numeri che danno luogo a valutazioni
coerenti per E nell'insieme €, { E} sono quelli che non sono né troppo grandi
né troppo piccoli, perché allora per ogni scommessa non & né max G <0 né
minG >0, e quindi per ogni scommessa & min G <0 <maxG. Il problema &
allora quello di provare che esistono valori di p né troppo grandi né troppo
piccoti, Lo faremo trovando il loro insieme come complementare dell'unione
det valori troppo grandi e troppo piccoli, in relazione ai quali dimostreremo
che sono intervalli illimitati (semirette) con origine in [0, 1], aperti e separati.
Circa l'affermazione sull'origine degli intervalli, essa & conseguenza
immediata del fatto che i numeri p negativi sono troppo piccoli e quelli
maggiori di | troppo grandi (come deve essere del resto in accordo col
Teorema 9.3.3). Infatti, posto §,=... =5, =0, riesce G = [E{-p, da cui si
ricava minG=-p >0 se p & negativo e maxG = 1 -p <0 se p & maggiore di 1,
cio¢ l'asserto. In vista di provare le altre tre affermazioni, indichiamo con Gp
e Gpr i guadagni che si ottengono nella (19) in corrispondenza di p e p’
tenendo fissi E,, ... ,E,eS,....,8,. Allora si ha: Gp-Gp'=p'-p. Cid
visto passiamo alla dimostrazione.

(i) L'insieme dei numeri troppo piccoli (grandi) é un intervallo illimirato
inferiormente (superiormente).

Basta mostrare che se p“@&troppo piceolo; lo & anche ogni p<p’. In
guesta ipotesl siano E; .« s Eye-Sys =.. - 5, tali che Gp>0. Allora si ha
Gp-Gpr=p'-p>0.8egue Gp>Gpr>0. e quindi l'asserto.

Per i numeri troppo grandi il dis¢6fso.& simmetrico.

(ii}y L'insiemne dei numeri trappo piccoli (grandi) é aperto.

Nel caso dei numeri troppo piccoli, essendo il loro insieme un intervallo
illimitato inferiormente, basta dimostrare che se p’ & troppe piccolo, lo &
anche un p > p’ abbastanza prossimo a p’. Sia dunque Gp'>0 e quindi
minGp'>0. Allora, posto p=p'+¢, conO<eg<minGpr, si ha

Gp-Gp=p'-p=p'-p'-€=-¢,

da cui si ricava Gp = Gp'-£>0, come volevasi.
Nel caso dei numeri troppo grandi il discorso & simmetrico.

(iii} L'intervallo dei numeri troppo piccoli é separato da quelio dei numeri
troppo grandi.
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Siano p troppo piccolo e p’ troppo grande. In corrispondenza a p esistono
allora £,,... ,E,€&,¢e§,.....,5,€R tali che il relativo guadagno G
— espresso dalla (19) ponendo in essa Gp=G — risulti positivo. Analoga-
mente, in corrispondenza a p“esistono A, , ... ,A,e S/, ... .S, aiquali
compete un guadagno G’ negativo. Allora si ha:

0<G-G'=p'-p+Xi_, S;(|E;|- BAE)) - =, S{(JA;]- BAy),

da cui si ottiene

p-p' <Xio, S;UE;/ - B(ED) + iz, (-SH(/A;/ - B(AY)

¢ quindi
p-p'<min (Z?=; Si(1E;| - PUED+Zi) (-S)UA;f - Po(Az))) =0,

valendo T'ultima disugnaglianza perche 1a somma delle due sommatorie & il
guadagno di una scommessa su eventi di €, con valutazione F, che &
coerente. Segue p < p', come volevasi.

A questo punto, considerando il complementare dell'unione degli intervalli
dei numeri troppo piccoli e troppo grandi, si ottiene un intervallo chiuso
[pg.p,1<[0,1] non vuets, costituito da.numeri né troppo piccoli né
troppo grandi, in corrispondenza a ¢iascuno. dei quali per il guadagno G dato
dalla (19) riesce min G S0 <maxG, per ogni sceltadi E;,... ,E,in &, e
S,,....8,inR. Posto P(EY=p ¢ P{A) = P(A) per Ae &, per ogni p di
quell'intervallo I'applicazione P& alloraiun prolungamento coerente di B, su
&, {E]}. E cid prova intanto I'esistenza di prolungamenti coerenti quando &
differisce da €, per un evento!

b) Siaora € un soprainsicme gualunque di' €.

Indichiamo con dJ l'insieme delle coppic (F,P), con §,cFc &, P
probabilita su & tale che Pjg = B. L'insieme J non & vuoto perche contiene
(&, B). Diremo che gli elementi (F'.PY.(F",P" e d sono in relazione se
F'cF"eP" g =P La relazione cosi definita & un ordine (debole) in J
(e riflessiva, antisimmetrica ¢ transitiva, come subito si verifica), che indiche-
remo con Z. Percid, se (F',P) e (F",P") sono in relazione, scriveremo
(F',PYZ(F",P™ e diremo che (F',P") & l'elemento inferiore e (F",P")
quello superiore.

Proviamo ora che J & induttivo, ciod che ogni sua catena ammette mag-
giorante. Consideriamo allora una catena C = {(#;,P)};.;di J e poniamo
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F'= e 1 Fic & Perogni EcF ', esiste i tale che Ee & . Poniamo:

P'(E) = P(E). La definizione dell'applicazione P’ ¢ consmten’se perché
31(5) P(E). Ovvio se h = i. Se h # i, deve essere (&F),. EJ £ (? B)o
viceversa. Nel primo caso B(E)= P(E) perché F, ¢ la restrizione di F;, nel
secondo perché & un suo prolungamento. Cid visto abbiamo orache I applica—
zione P’ di dominio & & tale che se (%, P)e C, allora P i#; =F. Proviamo
che essa & una probabilith. Presi infatti gli eventi £, , ..., E, € ¥, ciascuno di
essi appartiene a un F; c % e gli si pud percid associare la coppia (¥, P).

Otteniamo cosi un insieme finito di coppie, totalmente ordinato, che ammette
perci® coppia massima (F,, B). per cui riesce E;, ... ,E,€ Fy.
Consideriamo ora una scommessa su £, , ... , E, di vincite §, , ..., S, valutata
usando l'applicazione P’ (una generica scommessa su eventi di ). Tenuto
conto di quanto appena detto abbiamo:

G=X{_, SB[~ PUEY) =25, S;(/E;/-B(E}),

essendo P'ig, = T per costruzione. S1 ha dungue che G ¢ il guadagno di una
scommessa su eventi di Fy, e verifica percid 1a condizione di coerenza. Cid
prova che P’ & una probabilita coerente su . Questo significa che &P
appartiene a J, ¢ percio la catena © ha maggiorante in J. Poiché la catena C &
stata scelta in modo arbitrario, il risultato ottenuto permette di concludere che
J & induttivo ¢ percid esistono.in d elemenii massimali (Nota 35 a pie di
pagina). Sia (F ", P") uno-dijquesti. Proviamo che allora "= & — che
(", P") & massimo —. Per assurdo; sia & -& " non vuoto ed E un suo
evento. Allora €, =& " {E}ré un soprainsieme proprio di #". Sappiamo
che P & una probabilitd su " e quindi, per la a) dimostrata al primo passo,
esiste una probabilita P, definita su &, prelungamento di P". Riesce percid
(F'.PY2(&8,,PYe(F",PY#(8,.P)ed. Allora (F", P") non & un
massimale (assurdo!). Ne segue F"'= &, (&,, ) 2(&.P")e J e percid P" &
un prolungamento coerente di £, su &. -

COROLLARIO.

Siano € un insieme di eventi, P una probabilita su & ed E un evento.
Esiste allora un intervallo chiuso [p,,p,] tale che, scelto pep;.p,] e posto
P'(Ey=p e P'(F)=P(F) per ogni Fe &, l'applicazione P' é una probabiliia
coerente su &\ E).

D1vMOSTRAZIONE,

Se Ee &, l'intervallo degenera perché si deve porre P(E)=P{E) - e p,=p;=
P(E) --. Alirimenti la dimostrazione ¢ quella del punto aj del teorema. u
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Prorosizione. Esistenza di probabilita coerenti.

Esisiono probabilitd coerenti su ogni insieme di eventi non vuoto.

Commento. 1l corollario aggiunge rilevanza teorica al teorema del prolunga-
mento, in quanto garantisce che comungue si scelgano gli eventi
per descrivere un problema, ¢ sempre possibile esprimere il
proprio grado di fiducia su di essi in modo coerente.

DIMOSTRAZIONE.

Sia & un insieme di eventi non vuoto. Scelto a piacere Ee &, poniamo
F(E)=p,conp=0se E=¢,p=1se E=02¢0<p =<1 altrimenti. Come
abbiamo visto in 9.3.3 Commento, P, & una probabiliti coerente su {£}. Per il
teorema del prolungamento esiste allora una probabilitd P coerente su ogni
soprainsieme di {£'}, tale che P(E) = P,(E) =p . Cid prova l'asserto. [ ]

TERMINOLOGIA.

Le seguenti convenzioni di terminologia ¢ notazione aiutanc a rendere piit
agevole l'esposizione.

Data un'applicazione F, di dominio &, quandc si esegue un suo prolunga-
mento ¢id che veramente impoita € sapere come esso € definito sulla parte di
dominio che si aggiunge a € 4.-Per focalizzare l'attenzione su questo aspetto,
spesso diremo che «P & un protungamento di £, su &€ (su E)», sottintendendo
che il dominio di P & €, & (& gk

Circa la notazione, poi, essendo 1 prolungamenti applicazioni diverse
dall'applicazione che 1i origina, bisognerebbe indicarli con simboli diversi da
quello usato per l'applicazione originale (come abbiamo sin qui fatto). Cid pud
essere d'impaccio nell'esposizione, specialmente quando l'operazione di
prolungamento viene iterata pill volte. L'inconveniente pud essere perd
facilmente evitato usando per le applicazioni di partenza e i loro prolungamenti
lo stesso simbolo, come spesso faremo in seguito. La diversitd dei loro
domini & sufficiente infatti per mettere al riparo da fraintendimenti.

Cenveniamo infine di dire che P e P’ sono probabilith compatibili quando
una ¢ prolungamento dell'altra. Quale sia il prolungamento e quale la proba-
bilita di partenza dovra allora essere chiaro dal contesto del discorso,

CoMPLEMENTO.

Il Teorema garantisce l'esistenza di prolungamenti coerenti in ipotesi del tutto
generali, ma non si pronuncia sulla loro numerositi. Sappiamo per esempio
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che il prolungamenio su un evento si ottiene scegliendo la sua probabilita in un
intervallo chiuso (9.5.1 Corollaric), ma non sappiamo se questo ¢ degenere (la
scelta & allora unica) o non degenere (le scelte sono allora infinite). Si possono
presentare entrambe le circostanze. Ad esempio, se E € possibile, la valuta-
zione P(E)=p, P({) =1, 0<p< 1, & coerente su {E, 2} — perché le
scommesse su E e £ producono guadagni nguali a quelli delle scommesse su
E, ¢ le valutazioni su E sono coerenti per ogni p € [0, 1] (9.3.3 Commento) —.
Allora, ogni valutazione coerente su { E} si prolunga in modo coerente e unico
su { £, €}, per coniro, la valutazione P(£2) = 1. coerente su {£2}, ammette
infiniti prolungamenti coerenti su {E, £2}.

La situazione ora vista per il caso particolare ha carattere generale, nel senso
che & vero sempre che o esiste un prolungamento unico oppure ne esistono
infiniri. Infatti, se P, & coerente su &€, ¢ P, P, sono due suoi prolungamenti
coerenti distinti su § > &, allora le loro misture sono probabilita coerenti
(Teorema 9.3.1). Sono inoltre prolungamenti di 7, ¢ il loro insieme ha
la cardinalita del continuo. Infatti, se Ee &, per ogni A in [0, 1] riesce
P(E)=P(EY=P(E) ¢ quindi A F(E)+(1-4) B(E)= E(E).

9.5.2 Complemento. Tecniche per la dimostrazione della coerenza.

Le valutazioni di probabilita, come piit volte sottolineato, sono di pertinenza
del soggetto, mentre la norma di cocrenza & uno strumento di controllo ogget-
tive a sua disposizione, che gli consente di sottoporre a verifica la correttezza
delle proprie o altrui sceliey In-linea di principio, il controllo puo essere
effettuato in ogni circostanza. Un'esempio e'offerto dalla dimostrazione del
Teorema 9.4.2, in cui si & procedute aunajverifica diretta della condizione di
coerenza in corrispondenza del guadagno di una generica scommessa sugli
eventi di un'algebra & . Grazie alla favorevole struttura di &, in questo caso
specifico la procedura seguita & risultata abbastanza facile. In generale, perd,
una diretta utilizzazione della norma di coerenza pud rivelarsi molto onerosa,
se non addirittura proibitiva; soprattutto quando l'insieme degli eventi & privo
di qualsiasi struttura. Va tuttavia segnalato che in ambiente finito l'approccio
diretto al problema del controllo della coerenza & operativamente praticabile
— entro certi limiti di dimensione — anche in assenza di vincoli di struttura, e
conduce a formulare il problema in termini di programmazione lineare. Lo si
intende ricordando che le condiziomi di coerenza si esprimono mediante
disuguaglianze che si traducono in forma esplicita in disequazioni lineari
(vincoli del problema). Si veda in proposito 10.5.1 Esempi. Tornando al
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discorso generale, quando una verifica diretta della coerenza non & agevole, si
pud tentare di arrivare al risultato in via indiretta.

Un primo approccio & quello di costruite probabilita coerenti a partire da
probabilitd coerenti. Si pud usare per questo una tecnica basata sul teorema del
prolungamento, che si pud applicare perd solo in un'ipotesi particolare. Cioe,
se P, & una probabilita coerente su 8 e il dover rispettare una o pitt condizioni
necessarie obbliga a prolungare P, su & o & in modo unico, allora 'applica-
zione che cosi si ottiene & una probabilita coerente, perché un prolungamento
coerente su & deve esistere e quello ottenuto & ['unico che non viola condi-
zioni necessarie per la coerenza. Un semplice esempio. Sia E possibile. Posto
allora B(F) =p, l'applicazione P, & una probabilita coerente su {£} qualunque
sia p compreso tra 0 e 1. Per essere coerenti con questa valutazione &
necessario porre P(Ei) =1=p P2y =1, P(¢)=0, e naturalmente P(E)=p.
L'applicazione P cosi ottenuta & allora I'nnico prolungamento coerente di F
su {Q.E,E,¢}.

Costruzioni di probabilita coerenti a partire da probabilita coerenti si ottengono
anche adoperando il Teorema 9.3.1 — per ottenere una probabilitd coerente
come mistura di probabilitd coerenti (come si € gia fatto in 9.5.1 Complemento) —,
e il Teorema 9.3.2 ~ per oftenere una probabilitd coerente come limite di
probabilitd coerenti (si veda ad esempio la-dimostrazione del Teorema 10.3.1
e 10.5.2 Esempio) —.

Un secondo approccio prevede che sildimostri che una assegnata applicazio-
ne F, & coerente in quantorestrizione di una-probabilitd coerente P ottenuta a
partire da P, rispettando le‘condizieni-necessarie per la coerenza. In termini
precisi, data un'applicazione P, didominio € ;. la tecnica dimostrativa prevede
i seguenti passi:

(i) scegliere un soprainsieme & di & tra quelli per cui alcune proprieta
necessarie del Teorema 9.3.3 sono anche sufficienti;

(ii) prolungare B, su & introducendo un'applicazione P di dominio &,
avendo cura di non violare alcuna condizione necessaria per la coerenza;

{(i1) verificare se P & coerente;

(iv) incaso affermativo la restrizione P| g o & coerente (9.2.4 Complemento, (ii)).

L'onere di dover eseguire la valutazione per gli eventi di un insieme pilt ampio
& compensato — spesso largamente — dalla semplicita delle proprieta che si
devono controllare. Quesia tecnica dimostrativa sara pid volte utilizzata in
seguito, scegliendo essenzialmente come soprainsieme di €, un'algebra, per
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poter utilizzare il Teorema 9.4.2. In tal caso la verifica di cni al passo (iii)
consiste nello stabilire se sono soddisfatte le condizioni a), b), ¢) del suo
enunciato.

9.5.3 Commento.

Come si & segnalato pilt volte, accade spesso in pratica che un problema venga
studiato gradualmente, passando per fasi di approfondimento successive. E
piuttosto normale infatti, in un primo approccio, accontentarsi di avere qualche
risposta orientativa, avvalendosi di modelii semplificati, e decidere in momenti
successivi se e quanto possano interessare indagini pil sofisticate, che richie-
dano l'uso di modelli piti dettagliati e bisognosi percid di una piti accurata
valutazione. E allora naturale-che nel-passaggio-a descrizioni di maggiore
dettaglio — ottenute con l'aggiunta di nuovi eventi — si desideri conservare le
conclusioni gia raggiunte, sia per l'aspetto descrittivo {di natura oggettiva,
anche se il dettaglio & scelto dal soggetto) sia per quello della valutazione
(di natura soggettiva).

Il problema dell'ampliamento della descrizione (dell'aggiunta di nuovi eventi)
¢ stato trattato in primo approccic nel Complemento 2.2.3, risolto in generale
in 3.3.2 Complemento € riproposto in termini di algebre generate da una base di
eventi in 6.3.3 Corollario 1. Il caso particolare della descrizione mediante
partizioni via via pit fini — cui si ricorre spesso nelle applicazioni — ¢ riportato
nel Teorema 6.1.4. L'ampliamentty ¢oétente della valutazione & assicurato
invece dal Teorema del prolungamento«(9.5.1) che, & bene dirlo subito,
sussiste anche per le probabilita condizionate (Vecrema 13.2.1), per le previ-
sioni e previsioni condizionate, la cui dimostrazione — comprendente anche le
due precedenti come casi particolari (probabilita intesa come previsione degli
indicatori di evento) — & data in Appendice del Vol. IL.

Questo risultato pone la teoria soggettiva in posizione di netto vantaggio nei
confronti di quella assiomatica di Kolmogorov. Quest'ultima, basata sulla
o-additivita della probabilita, costringe infatti a limitare il campo d'azione a
insiemi di eventi di struttura alquanto rigida, quali sono appunto le G-algebre.
E per giunta non o-algebre qualsiasi, perché ad esempio quella degli eventi
logicamente dipendenti, &, (F), non pud essere scelta se la partizione Pe
infinita — dando luogo cosi alla distinzione tra eventi probabilizzabili e non
probabilizzabili (5.3.3 Commento) —.

Aggiungiamo infine una considerazione d'interesse pratico, che & utile sottoli-
neate. Il fatto di poter essere coerenti con le valutazioni fatte fino a un certo
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momento, non significa naturalmente, nelle situazioni concrete, doverlo essere
a tutti i costi. Pud darsi, ad esempio, che 1'analisi che ha portato a una valuta-
zione venga giudicata, in un secondo momento, troppo superficiale: o perché
stimolati da nuovi e pil rilevanti interessi, o perché indotti a un riesame della
situazione a causa di deduzioni, possibili sin dall'inizio, ma messe in luce a
valutazione avvenuta — deduzione tardiva — o altro, Si pud provare in propo-
sito che difetti di deduzione non impediscono di continuare nella valutazione in
modo coerente (§ 13.6). Tuttavia, & facile intendere che sitzazioni del genere
possano avere impatti di natura psicologica cosi forte da consigliare il soggetto
a riprendere in esame il problema e a procedere a una nuova valutazione
(cambiare opinione & umano!). Va comunque ribadito che la teoria garantisce
sempre la possibilita di continuare nella valutazione con coerenza e nel rispetto
dei eanoni della logica. Tl problema qui accennato si presenta nelle applicazioni
e riguarda risvolti psicologici che non possono essere inclusi nella teoria:
spetta solo al soggetto giudicare, e decidere poi se procedere con coerenza o
modificare le sne valutazioni.

9.5.4 Complemento. Eguita del gioco nellg schema delle scommesse.

In 9.2.2 Commento — nella parte conclusiva — abbiamo osservato che la norma
di coerenza non dice — almeno non lo fa esplicitamente — se rispettandola chi
valuta si assicura di non dover giocare in condizioni di svantaggio. Non dice
cioé se il competitore, a cui & data)liberta di scegliere la combinazione di
scommesse, non 1o possa,fare in modo da rendere il gioco a Iui favorevole,
ovvero tale da garantirli un guadagno-atteso positivo (Complemenio 9.1.3).
Abbiamo anche aggiunto,ivi, ¢he: le condizioni richieste ai guadagni delle
scommesse per renderle ammissibili polevano far propendere per l'equita del
gioco in ogni circostanza, con qualche dubbio causato dalla regola (iii), che
costringe a giocare anche senza alcuna possibilita di vincere, purché ci sia la
possibilita di pareggiare. Grazie al Teorema del prolungamento (9.5.1) e al
Teorema 9.4.2 (caratterizzazione delle probabilitd su algebre), siamo ora in
grado di dimostrare che in effetti il gioco & equo. Ovvero, che se una valuta-
zione di probabilith P & coerente su un insieme di eventi &, allora la speranza
matematica (Complemento 9.1.3) del gnadagno di una qualsiasi combinazione
di scommesse su suoi eventi & nulla. Il che significa, in particolare, che
guando in una combinazione di scommesse & possibile perdere senza possibi-
lita di vincere, o viceversa — se si presenta la condizione (iii) del commento
citato —, ¢id ha probabilita nulia di verificarsi (si pareggia con probabilita 1).
Sussistono cio2 la seguente proposizione e il successivo corollario.



320 Probabilita coerenti

ProrosiziONE.

Sia & un insieme di eventi e P una probabilita coerente su €. Per ogni
E,....E,e€eS,,...5,eR, posto G=2"7_, S;[/E;|-P(E], riesce
allora E(G)=0.

DiMOSTRAZIONE,

Prolunghiamo in modo coerente P su & (&), algebra generata da €. 11
prolungamento, che indicheremo ancora con P, in quanto probabilita coerente
soddisfa le ipotesi a}, b), ¢) del Teorema 9.4.2. Si pud percid ripercorrere la
sua dimostrazione — mantenendo la notazione — e ottenere per il guadagno G di
nna generica scommessa su eventi di & < 8 (&) — pili in generale su eventi di
A (&) —, la doppia rappresentazione

G=3"_ 8;LE]|-PEN = Zh=y Splley!-Plwp).

ove {@,, ..., 0 = B.({E,, s .E,}). Posto G(w;)=g;,i=1,...,n si ha
dunque g;=5/-25_, S, P(w;,), da cui si ricava E(G) = Xj-, g5 P(wp) =0
(Complemento 9.1.3). =

COROLLARIO.

Sia & un insieme di eventi e P una probabiliti coerente su &, E,, ... . E €&,
S,s0 S, ER, G= X "a S:[/E; - P(E)] <0 (20). Riesce allora
P(G20H=0.

DIMOSTRAZIONE.

Proviamo l'asserto nell'ipotesi ‘G € 0,-0vvero g; <0 e quindi g; P(@) =0
per ogni i. Si tratta di far vedere che riesce P(G<0)=0.Da g;P(w)<0¢
i, g Plw)=0 segue g; P(®;) =0 per ogni i. Pertanto, per tutti gli  per cui
g; <0 riesce P(w;)=0 e percid P(G<0) =%, Plo;) §(w;=>G<0) =0,
come volevasi.

La prova che P(G >0)=0 se G=0 & analoga. =



