LOCALIZZABILITA, SEMIFINITEZZA
E MISURE ESTERNE ()

di ALEss1o VioLcic (a Trieste) (**)

SOMMARIO. - Si danno alcune condizioni per riconoscere se la misura generata da

una misura esterna e localizzabile o semifinita.- Si studia inoltre il concetto

" di involucro misurabile di un insieme per le misure non necessariamente
o-finite.

SUMMARY. - We give some conditions in order to recognize if the measure induced
by an exterior measure is localizable or semifinite. We study as well the
concept of measurable hull of a set for not necessarily g-finite measures.

In certi capitoli della teoria della misura & conveniente considerare
‘come concetto primitivo le misure esterne, piuttosto che le misure. Ad
esempio, cid avviene nella teoria geometrica della misura. In questa
nota ci proponiamo di studiare come i concetti di localizzabilita e se-
mifinitezza possano trasportarsi in questo ambito piut generale, senza na-
turalmente supporre che le misure esterne in questione siano generate
da misure, senza supporre cio¢ che esse siano regolari.

Le tecniche usate consentono poi di definire I’involucro misurabile
anche per certe mlsure non o-finite. '

Tra le premesse tecniche segnaliamo un utile criterio di misura-
bilita (lemma 2.1), che ha trovato gia altri impieghi (in [5]) ed il lem-
ma 2.3 che generalizza (come anche, successivamente, il teorema 5.7) -
" un teorema dovuto a J. L. ‘Kelley ([2], teorema 1).

(*) Pervenuto in Redazione il 20 marzo 1974.
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1. Incominciamo con il ricordare alcune definizioni gia ‘note. Sia
S un insieme non vuoto, 25 la collezmne di tutti i sottomsmm di'S. Una
applicazione : x
> 25 5 RE

si dlra una misura esterna se

(1) o u* (®>—~o

(2) . Ec U B,—> ,,L* (B) < 3 p* (B
. n 1

Un insieme ECS si dice u *-misurabile o, semphcemente, mzsurabzle
{secondo Caratheodory), se rlsulta U

* (A) H(AnE +u(AnGE), VAcS.

Diremo poi che E & sommabile, se &€ misurabile ed ha misura finita. La
collezione degli insiemi misurabili forma una c-algebra, che indicheremo
nel seguito con <. La restrizione di p* ad o (che indicheremo con )
¢ numierabilmente additiva. Indicheremo con cS la collezmne degli in-
siemi sommabili. ; SRS SR

Dalla ¢ si pud generare ura misura esterna ,u nella thaniera se-
guente: :

(3) p*(B)=infiu(d); A€o, AD E{.

Risuita, in gehefale‘ 4* (E)<p* (E) per ogni EcS. Ricordiamo ancora
che la misura esterna p* si dice regolare ([1], p. 52) se u* =u* o, equl-
valentemente, se la u* & generata tramite la (3) da una misura.
~ Sia ora y* una misura esterna su S In 25 possmmo mtrodurre il
‘seguente pseudoordine parziale: ‘ v

(4) E<F<=>u*(E—F)=0.
La relazione introdotta con la (4) & transitiva € riflessiva, ma non, in

generale, antisimmetrica (lo & solo se u* (E)=0 implica E=@). Con-
sideriamo ora questa relazione di equlvalenza in 2S:

5) Foo P> p* (B — F) 4 1 (F — B) =
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:La relazione di pseudoordine < mduce sull’insieme quoziente 25/cvo
-una relazione d’ordine. E facile convincersi che, rispetto a questo ordi-
namento, 25/cv € un reticolo, di cui «f/cv e /v sono dei sottoreticoli.
Gli elementi di 25/c0 verranno spesso confusi con i loro rappresentanti,
cio¢ con dei sottoinsiemi di S. In analogia, scriveremo spesso ECF e
E=F invece di EXF ovvero EcVF. o ~

Una misura p si dice localizzabile, se per ogni collezione G di
insiemi sommabili esiste un insieme misurabile A tale che

(6) C a@—H=0, ¥Geg
(7 (G B)=0, GEQ,Bng._._>y(A B) = 0.

In altre parole, u & localizzabile, se ogni sottoinsieme U di S/cv
ammette un maggiorante in /o, che & pilt piccolo di ogni altro mag-
giorante in «{/cv. Diremo in questo caso che 9 ammette estremo su-
periore in «/cv. ‘

Ricordiamo infine che una misura u si dice semlﬁmta se

8) w4 =supiu(B), Besd, BE A, u(B) < + ool

* 2. In questo paragrafo caratterizzeremo quelle misure esterne che
generano una misura localizzabile. .
LEMMA 2.1. Se G é una collezione di insiemi mzsurabzlz ese ECS
¢ un insieme tale che

(9) MG —B)=0, MGG
(10) . se FcS ¢ tale che u* (G—F) =0 per ogni GeG, allora
- p*(E—PF)=0;

allora E ¢ misurabile. ,

Sia infatti A un insieme sommabile qualunque. Per un noto criterio
(‘) bastera, per provare la tesi, dimostrare che & misurabile ANE o, cid
che & equivalente, che ¢ misurabile A—E.

Poniamo B v .
a=inf {u (B); Be A{,BDA—E}.

Risulta @< + oo, essendo a< g (A). Sia poi B.DA—E, B.€ oA, ta-

le che p (B))<a+ P poniamo By= g B,. Ovviamente By ¢ misurabile,

() Vedasi [6], § 7, teorema 6
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contiene A—E ed inoltre u (By)=a (3.

Se & u (Bo)=0, allora & anche u* (A—E)<pu (Bo) O quindi A=E
ha misura esterna nulla ed & percid misurabile. Sia allora ,u (Bo) >0.
Proviamo che u* (BoNE)=0. v

Se supponiamo vero il contrario, cio¢ se suppomamo che
u* (BbNE)>0, allora possiamo provare che F=E—B, contraddice la
(10). Intanto p* (G—F)=0 per ogni Ge(. Se cosi non fosse,

0 < p*(G@—F)=p"(G—(B—By)=p*(GULE)U(GNB)) <
< u* (6 — B) + p* (G 0 B) = u* (60 By,

D’altro canto per la (9) risulta p* (GN(A—E))<u* (G—E)=0. Ma
allora, posto B=B;— G, risulta B=A—E, quindi, con ’aggiunta di un
opportuno insieme di misura nulla, Io, BUIyDA—E. Inoltre

p(BUI)=p(B)=pu(B,— G) = pu(By) — u(ByN 6) < p(By) = a.

Cid contraddice la definizione di a. La contraddizione deriva dal-
I’aver supposto u* (G—F)>0.

Risulta allora u* (G—F)=0 per ogni Ge Q. Inoltre u* (E—F)=
=u* (BoN E)>0. Abbiamo cosi contraddetto la (10), avendo supposto
u* (BoNE)>0.

Avendo cosi provato che u* (BoNE)=0 e dal fatto che B,CA ¢
B> A—E, si deduce che A—EcoB,. L’insieme A—FE & quindi equiva-
lente ad un insieme misurabile ed & percid misurabile.

Il contenuto del lemma precedente si pud esprimere equivalente-
mente nel modo seguente: se un sottoinsieme di /oo ammette estremo
superiore in 25/cv, questi appartiene ad «{/cv.

LEMMA 2.2. Se M é misurabile ed HCM ¢ tale che

p* (M—H)NE)=0

per ogni insieme sommabile E, allora H ¢ misurabile.

() Se la misura esterna & regolare, I'insieme B, &, come usa dirsi, l’mvolu-
cro misurabile di A—E. :
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L’insieme H & misurabile se e ~solo se¢ M —H & misurabile. D’altro
’éanto M—~H .é mis'urabile se ¢ solo se

u(mzu (01 — H)ﬂPH—H (06 (3 — H)), M Eed.

Per Iipotesi fatta su H, la dlsUguaghanza scritta si riduce alla

u* (B) = p* (B0 § (I — H)
che & ovviamente vera per la monotonia della misura esterna.

LemMma 2.3. () Sia @ una collezione di insiemi sommabili. sia E

(&

- un insieme misurabile tale che

ay pE—B)=0, Maeg

(12) ,u(G F)—-—O >¢G€(9~—>M(E F)_O
e sia A un insieme sommabilé Esiste allora una successione di insiemi
{G.} di Q tale che UG.NAGANE.

Se t (ANE)=0, la tesi ¢ ovvia. Possiamo percid supporre che sia
z (ANE)>0. | . A
~Indichiamo con 9 la seguente collezione di 1nS1em1

4H€9€<’:>HE§“Z, 1Ge@: Hc(}nAnE

é con U, la collezivoﬁ,e delle }riunidni numerabili di insiemi di 9. Po-
niamo poi s=sup {u (I), 1€, }. )
. Poiché ICANE per ogni I€9,, risulta s<u(ANE)< + . Esi-

ste allora, per ogni nei}) un Ine A, talé che p)>s— ~11‘— Pomamo

I*= U I,. Risulta ovwamente ,u (I*)=s.
Per come ¢ stato costrulto Iinsieme I*, esso & riunione 'nu‘merabilg
di insiemi di ¥: I*=UH,. Sia G,, tale che G,,>H,, e proviamo che
m i

U G.NAGANE.
(® Questo lemma estende un teorema dovuto a J. L. Kelley ( [2], teorema

. 1). rinunciando all’ipotesi che ¢ sia un g-ideale ed alla localizzabilita della misu-
ra, supponendo solo che E sia I’estremo superiore di @ in ofco.
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Intanto U G,NA<ANE. Resta da provare la disuguaglianza oppo-

m.

sta, cio¢ che u(ANE—AN H Gm)=0.

Osserviamo a questo punto che se B & un sottoinsieme misurabile
di ANE, tale che p (B)>0, esiste un Ge§ tale che u (BN G)>0. Po-
sto infatti F=E—B, risulta g (E—F)=yu (B)>0 e quindi, per la (12),
esiste un G tale che p(G—F)>0. Ma essendo G—F=G— (E—B)=
=(G-~E)U(GNB) ed anche pu(G—E)=0, risulta z (GNB)>0.
‘Ritorniamo ora alla dimostrazione dell’uguaglianza

HANE—ANUGn=0.
Posto B=E “'HGm, € supposto
" p(ANE—-AN H Gn)=p(ANE- U G»))>0,

esiste pe‘r quanto dimostrato ptima, un He 9% (H = G N B) tale che
p(H)>0 e HCAN(E— H G»). Ma allora HUI*CA NE, quindi

HUI*e 9, . D’altro canto ¢ HNI*= e cid comporta che g (HU [*)="
=y (H)4p (I*)=p (H)+s>s. Ma cid va contro- la definizione di s.
La contraddizione proviene dall’aver supposto non nulla la quantita
LANE—-AN E?! G.). Essendo nulla, si ha la tesi.

Con tecniche standard si pud estendere il lemma al caso che A abbla mi-
sura o-finita. ' ’

LEMMA 2.4. Sia G una collezione di insiemi sommabili e sia A il
suo estremo superiore in A [co. Se HeS ¢é tale che p* (G— H) 0 per
ogni GeG, allora risulta u* (A—H)=0. :

Se H & misurabile, non ¢’¢ nulla da provare. Supponiamo allora
che H non sia misurabile. Ovviamente possiamo supporre che Hc A.
Nel caso contrario potremmo sempre prendere HN A invece di ‘H. Se
fosse p* (EN (A—H))=0 per ogni insieme sommabile E, allora Tin-.
sieme A—H e quindi anche H sarebbero misurabili per il lemma 2.2.
Avendo noi supposto il contrario, esiste un insieme sommabile E tale
che u* (EN(A—=H))>0. Essendo ENA sommabile, esiste per il lem-
ma precedente una successione di insiemi di @, {G,,} tale che, posto
En=G,NA, risulta
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Risulta allora u* ( L,;!Em—H)SO. Ma essendo
P (Y Bp— H) < S (B — H),

esiste ‘almeno un meiR tale ché u* (Em—H)>0. Poiché G,,OE,, risulta
anche u* (G».—H) >0, contro l'ipotesi fatta su H.

Quanto provato . nel lemma precedente si pud equivalentemente
esprimere nella maniera seguente: se per un sottoinsieme U di &/cv

esiste, tra gli elementi di <{/c> un minimo seguente u, allora ogni mag-

giorante di U in 25/cv & maggiore di u o ancora, se U ammette estre-
mo superiore in /oo, allora ammette (lo stesso!) estremo superiore
anche in 25/cv. :

I risultati dei lemmi 2.1 e 2.4 portano al seguente teorema:

TEOREMA 2.5. La misura p1 generata dalla misura esterna p* & loca-
lizzabile se e solo se ogni sottoinsieme U di cS/c\) ammette estremo
superiore in 25/cv.

Supponiamo infatti che ogm U < I/co ammetta estremo superiore
in 25/cv. Per il lemma 2.1 questi & individuato da un insieme misurabile,
‘quindi ogni UcS/co ammette estremo superiore in o{/cO .

Viceversa, supponiamo che la p sia localizzabile : allora ogni

U c S/oo ammette un minimo maggiorante u in o/co. Ma per il
lemma 2.4, u & estremo supetiore di U in 25/cv.

3. In questo paragrafo ci occuperemo delle misure esterne che ge-
nerano misure semifinite. Per pervenire ad una loro caratterizzazione,
dobbiamo premettere alcuni lemmi.

LEMMA 3.1. Se u* gener& una misura semifinita, TCS é tale che
u* (T)>0, allora esiste un insieme sommabile E tale che p* (ENT)>0.
Se T & misurabile, la tesi ¢ ovvia. Se T non & misurabile e se sup-

poniamo non vera la tesi, si ha che /:c—* (T)=0, ma allora & anche
u* (T)=0, contro Iipotesi.

LEMMA 3.2. Se {H.} & una successione di insiemi (non necessaria-
mente misurabili) ed esiste una successione di insiemi misurabili {A.}

tale che H,C A, ed inoltre p (AxN An)=0 se nsm, allora risulta

,U* ( ‘1';, Hn) = %on ,u* (Hp).
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Proviamo intanto la tesi nel caso particolare che H,=@ per ogni
n maggiore di 2. Risulta

W (U H) = (B UH)0 A) + p* (AU )0 G4y =
= u*(H,) + p* (5.

Sia ora H,= O per ogni n maggiore di m. La tesi si ottiene ragio-
nando per induzione: posto Hy_1=Hn-1U H,, risulta

m—2

u*(H U H U .U Hy) = Zo gl () 4 p* He U Hy)

Ma I’ultimo addendo ¢ uguale a pu* (Hu-1)+p* (Hn.) per quanto dimo-
strato prima.
Dimostriamo infine la tesi del lemma. Risulta intanto

Il'* ( UH,<2, ,U'* (Hn)'
n 1
Per invertire 1’'uguaglianza basta osservare che si ha per ogni m
p* (U 1) = p* ( Un Hn) = 3, pu* (Hy)
o " 1
e quindi anche ’
,u* ( lﬁ' Hn) = 21‘” ,u'* (Hn)-

Siamo ora in grado di provare una condizione necessaria affinché
una misura esterna u* generi una misura semifinita.

TEOREMA 3.3. Se u* genera una misura semifinita; allora ogni in-
sieme HCS tale che p* (H) < + o ¢& contenuto in un insieme misurabile
avente misura o-finita. :

Sia {A,} una collezione di insiemi sommabili tali che

s (AN A)=0 so a=kp
(14) ' P(ENA)=0, \f a=>u(E)=0.

Una tale collezione (almeno) esiste (vedasi [6], p. 259). Conside-
riamo ora l'insieme I di quegli indici & per cui risulta u* (AN H)>0.
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Se I, =la: p* (A0 H)=> —11,—2,risulta ovviamente I=U/1,. Si noti ora

che I, & un insieme finito, per ogni n € 1. Se cosi non fosse, risultereb-
be, per il lemma 3.2 p* (H)= 4 oo. Quindi I & al pitt numerabile. Posto .
ora A=H U( U A.), risulta che A & misurabile, H CA ed A ha misura

o-finita.

‘OsSERVAZIONE. Non & detto che P'insieme A del teorema precedente
possa avere, in generale, misura finita. Si consideri infatti il seguente
esempio. Sia S=1M, S,={3n—2,3n—1,3n}; n=1,2,.... Definiamo

u* (Sn)= 1, p* (E)= o Se E & un sottoinsieme proptio € non vuoto di

S.. Per ogni ECS si definisca p01 p* (E)= 2., p* (ENSy). Si controlla

facilmente che gli insiemi misurabili sono tutte e sole le riunioni finite
o numerabili degli S.. La misura & o-finita, quindi semifinita. L’insieme
H={3n,neM} ha misura esterna uguale ad uno, mentre I'unico- insie-
me misurabile che lo contiene & S, che ha misura infinita (ma comunque
o-finita!). : ’

Siamo ora in grado di caratterlzzare le misure esterne che genera—
no misure semifinite. o ‘

TEOREMA 3.4. Una misura esterna p* gemera una misura semifinita
se e soltanto se sono verificate contemporaneamente le seguenti due pro-
prieta:

(@) M HCS: p* (H)<+oo 3 A(H)esz‘( AH)DH, AH) ha
misura o-finita;
() Se p* (H)=4+ o, allora‘ esiste F—H: '0<p* (F)< + oo |
Se la misura esterna genera una misura semifinita, la (¢) & verifi-
cata per il teorema 3.3. Faccnamo vedere che & verificata anche la (b).
Se H & misurabile, la corsa & ovvia. Se non & misurabile esiste, per il
lemma 3.1, tn insieme sommabile E tale che p* (ENH)>0. Essendo
inoltre u* (ENH) <p (E)<+ oo, si ha la tesi, ponendo F=ENH.
Provianio ora il viceversa. Supponiamo che siano verificate la (q)
e la (b) e proviamo che la p & semifinita. Sia B misurabile e tale che
g (B)=+oo. Per la (b) esiste FS tale che FCB, 0<u* (F)< + oo,
Per la (@) esiste un insieme A (F) misurabile ed avente misura o-finita,
tale che A (F)>F. L’insieme BN A (F) & misurabile, contiene F ed ha
misura o-finita. Inoltre ha misura non nulla, poiché p(BNA(F)=
>ﬂ (F)>O Avendo ‘misura a-ﬁmta e51ste un insieme sommabile non
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nullo contenuto in BN A (F) e quindi in B. Con cid abbiamo provato che
ogni -insieme misurabile avente misura infinita contiene un insieme som-
mabile non nullo, Ma cid equivale alla semifinitezza della misura ().

, 4. Nel paragrafo 2 abbiamo visto che una misura esterna genera una
misura localizzabile, se ogni sottoinsieme U di /oo ammette estremo
superiore in 25/cv. Se poi la misura generata & anche semifinita, & fa-
cile provare che ogni sottoinsieme <V di o/co ‘ammette estremo supe-
riore in 25/c0 ed anche che il reticolo A /oo & completo.

Che cosa si pud dire in generale della completezza di 25/c0? Mo-
streremo con due esempi che questo reticolo non ¢, in generale, comple-
to. In particolare, con il secondo esempio mostreremo (facendo uso del-
Iipotesi del continuo) che anche per la misura di Lebesgue sull’interval-
lo [0,1], 25/c0 non & completo.

Premettiamo due lemmi.

LEMMA 4.1. Un insieme Ec [0,1]1 ha misura esterna (di Lebesgue)
uno se e solo se ENP=J, per ogni insieme perfetto P avente misura
positiva. : :

« Se »: supponiamo per assurdo che p* (E)<1. Esiste allora un
aperto ADE tale che p (A)<1. Il complementare di A ¢ chiuso ed al-
lora, per il teorema di Cantor-Bendixon, risulta (A=PUN, dove N &
numerabile e P perfetto. Risulta inoltre g (P)=p (PUN) =pu G A =
=1-p(4)>0, ma & anche PNE#OJ.

« Solo se »: ovviamente se esiste un perfetto P contenuto in [0 1]

tale che PNE= @, u(P)>0, allora risulta p* (E)<p@P)=1—p@)<1.

LeMMA 4.2. Se EcC[0,1], u* (E)=1 e se Péun perfetto avente

misura posztwa allora card (ENP)=2 oy,
Sia P un perfetto di misura positiva. Risulta p* (ENP)=p (P), in-
fatti nel caso contrario si avrebbe (per la misurabilita di P):

pt(B)=p* (B0 D)+ p*(EnCEP) < p(P) 4+ pEP)=

Risulta quindi g* (ENP)>0, quindi ENP non ¢ numerabile. L’ipotesi
del continuo ci da la tesi.

(%) Vedasi [6] § 34, teorema 2.
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EsemMpio 1. (%). Sia S:{(x, y): #,yeTR, 0=<x<1,0<y <1}. Per
ogni sottoinsieme E dell'intervallo [0,1], sia E={(x, y): xeE, ye [0,1] }.
Sia oA la collezione degli insiemi E cortispondenti agli insiemi misura-
bili secondo Lebesgué di [0,1]. Per ogni ﬁ € <{ sia poi u (E) uguale al-

la misura di Lebesgue di {x: xe [0,17, (x, y)eé }. Sia 9 la collezione
di insiemi non misurabili H.={(x, y): 0<x<1, y=q}. Proviamo che
questa collezione non ammette estremo superiore in 2%/cv. Indichiamo
con P la collezione degli insiemi perfetti in [0,1], aventi misura non
nulla. Risulta card P= card [0,1]. Sia a|— P, una applicazione in-
iettiva di [0,1]su . Supponiamo ota per assurdo che E sia I’estremo
superiore di 9 in 25/cv. Poiché risulta u* (Ha—E)=0, la proiezione di
H.—E su [0,1] ha misura di Lebesgue nulla, quindi esiste, per il lemma
4.1, un punto x.€P, tale che (x,, a)e H.NE. |

Poniamo ora F=E—{(x.,a), a€ [0,1] }. Risulta ancora u*(H,—F)=0
per ogni a (poiché H,—F differisce da H,—E di un solo punto), mentre
si ha che p* (E—F)=p* ({(x,, a); a€[0,1] ) =1, per il lemma 4.1.

EseMPIO 2. (%) Indichiamo ancora con P la collezione degli in-
siemi perfetti di [0,1] che hanno misura non nulla. Indichiamo con I

il pitr piccolo numero ordinale avente cardinality ¢ (del continuo). La
collezione % si pud bene ordinare, in modo che ciscun Pe P compaia
¢ volte nel buon ordinamento:

Py Pyyuoy Pyyuroy Poyurn; o< T.
Sia poi

(15) Xy Lo yeeey Lopyoeey Loy e} 9c<1",

un buon ordinamento dei punti; di [0,1].

Sia p; il primo dei punti nel buon ordinamento (15) che appat-
tengono a Py; p; sia il primo, diverso da py, appartenente a P,, e cosi via:
per ogni ordinale a<I" sia p, il primo dei punti della successione (15),
diverso dai p; per f<a ed appartenente a P . Un siffatto p, esiste

() L’esempio di spazio mensurale & stato tratto da [1] cap. III_, es. 164.
(6) La costruzione della collezione avente cardinalita ¥, di insiemi non
misurabili e disgiunti di [0,1] & tratta da [3]. Sin d’ora facciamo Pipotesi che

N, = 2%,
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sempre, poiché |
N, =cardPa>cafd Dy Py Pp; B al=¥p.
Abbiamo cosi ottenuto un insieme bene-ordinato di punti di V[O,l]:

Py PoseresPoyees Payeery &< I
Sia ora PeP: ad esso restano associati gli indici
di,dz,...,aw,...,dﬂ,.u, ﬂ<F,

per cui risulta P=P, 5+ Facciamo la posizione p.,=qz(P). Ad ogni P€?P
corrisponde dunque un insieme bene-ordinato di punti tra loro distinti
ed appartenenti a P

(16) q,(P), q, (P)y ooy go (Py ey qg(P), . < TI.

L’insieme {q,(P); f<TI'} & un sottoinsieme di P. Si noti che a perfetti
di P diversi corrispondono sotttoinsiemi disgiunti. ,

Notiamo ora che l'insieme Qs=134¢4(P); Pe?P{non & misurabile se-
condo Lebesgue, qualunque sia f<TI. Infatti, poiché contiene almeno
un punto di ogni P€?, esso ha misura esterna uguale ad uno. Inoltre,
per la stessa ragione, anche il suo complementare ha misura esterna
uguale ad uno, quindi la misura interna di Qg € uguale a zero. '

Proviamo ora che la collezione {Qp; B<I'} non ammette estremo
superiore in 25/cv (S=1{0,1]).

Supponiamo per assurdo che esista un insieme Ec [0,1], tale che

an P —B) =0, MBI,
(18)  p*(@—F)=0, MAKT=>u*HB—F)=0.

~ Dalla (17) si deduce che p* (E)=1 e quindi, per il lemma 4.2, con-
tiene ¢ punti di ogni perfetto appartenente a 2. Esiste un primo punto |
tra quelli elencati in (16), corrispondente all’indice f=1y:, tale che
s1=gq,, (P)€E. Esiste poi un primo punto s;=gq,,(P,), diverso da si,
tale che s;€E. In corrispondenza all’ordinale a<I' sia s.=g,, (PJ) il
primo tra quelli elencati in (16), diverso dai precedenti ed apparente-
mente ad E. Questa scelta & sempre possibile, poiché risulta '

card N P, >card}s;z, f < af.
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Sia ora F=E —{s,, (Jz<1’}.j L’insieme Q; —E differisce ‘da Q# —F
di un punto, al pils, (i due insiemi sono uguali, se fé{ya.; a<r}, dif-
feriscono di {sg} se fe{y..a < T'}). Risulta percid u* (Qs—F) =
=p* (Qp—E)=0, ¥ fel. Daliro canto I'insieme E—F={s,,a<I}
contiene almeno un punto per ogni P€?. Per il lemma 4.1 risulta quin-
di u*(E — F) =1, in contrasto con la (18). Quindi la collezione
{Qs,f<TI'} non ammette estremo - superiore. '

b. In questo parégrafo ci ?occuperemo‘ del concetto di involucro
misurabile di un insieme. I risultati che conseguiremo presentano due
-novita rispetto a quanto & possibile reperire nella letteratura: una con-
siste nella richiesta pilt blandache facciamo sulla misura g (semifinita
o localizzabile o entrambe le cose, ma non necessariamente: o-finita);
'altra consiste nel non richiedere la regolarity della misura esterna. La
stessa definizione di involucro misurabile (vedasi [1], cap. III, § 12)
prende in questo contesto un altro significato, pur rimanendo formal-
'mente la stessa

DEFINIZIONE, Se Hc S, dzrémo che M (H) ¢é Uinvolucro misurabile
di H, se M (H) é misurabile, se HcM (H) e se per ogni insieme misu-
rabile A contenuto in' M (H)—H, risulta u (A)=0, ovvero se E e misu-
rabile e contiene H, allora E=M (H). : :

E ben noto che se la misura & regolare e o-finita, ogni insieme
ammette involucro misurabile e che se la misura & regolare, ogni insie-
me avente misura esterna finita o o-finita ammette involucro misurabile.
Noi proveremo che se 1a misura esterna genéra una misura semifinita e
localizzabile, ogni insieme ammette involucro misurabile e che se -la
misura esterna (non necessariamente regolare) genera una misura semi-
finita, ogni insieme avente mlsura esterna o-finita ammette involucro
misurabile. ‘ |

Si noti che se la misura esterna ¢ regolare e se M (H) esiste, risulta
sempre p (M (H))=p* (H), mentre per le misure esterne non regolarl’
questa uguaghanza pud non aver luogo, pur esistendo M (H); ¢ pur sem-
pre perd 1 (M (H))=p* (H).

Osserviamo ancora che se HCS ammette mvolucro mlsurablle
M (H) allora risulta o

M (H) = sup 5 (1T,
dove ‘

MH)={F: Fed; V¥ Me ol: MD He> u(F — I)= 0}
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per ‘provar]o basta verificare che
FeN(H) <=>pn(F— M) =0.
Se la misuraésterné u* genefa una misura semifinita, allora & aﬁche

M (H) = sup 9 (H),
dove

MH)=3K: K € S; vMeg{: M'—""H:>p(vK-uM)‘=Og.\

_Infatti siccome ogni elemento di W((H) & I’estremo superiore di una
sottocollezione di M (H) ([6] § 34, teorema 2), le due collezioni hanno -
lo stesso estremo supetiore. . ,
Si intuisce da queste osservazioni quale sia il legame tra la loca-
lizzabilita e la semifinitezza da un lato e Desistenza dell’involucro misu-
rabile dall’altro. La collezione W((H), che pud definirsi anche senza
- supporre l’esistenza dell’involucro misurabile, ci consentird, nelle ipotesi
pit favorevoli, di individuare 'involucro misurabile oltre a dimostrarne
P’esistenza.

TEOREMA 5.1. Se la u* genera una misura semifinita e se
p* (H)< + oo, allora esiste U'involucro misurabile di H. ,

Per il teorema 3.3 H & contenuto in un insieme misurabile A avente
misura o-finita. Sia {A,} una successione di insiemi sommabili, a due
a due disgiunti e tali che U A,=A. Fissato lintero n si ponga A,=

= inf {g (E); EDHN A, E€ A }. Ovviamente & A, <p (A< + oo,
Per ogni ke esiste un insieme Ei” tale che EX">HNA, e

1
MBS < dn 4 ik

Non ¢ restrittivo supporre che E".1CEi". Posto allora 'Enzf;l Ee, ti-
sulta g (E,)=A.. Dimostriamo ora che M (H)= U E, & T’involucro misu-
rabile di H. Evidentemente risulta Hc—M (H). Resta da dimostrare che
se F ¢ misurabile ed & contenuto in M (H)—H, allora & u (F)=0.
Supponiamo per assurdo che esista un insieme F, misurabile e con-

tenuto in M (H)—H, tale che p(F)>0. Allora & anche Fc M (H) ed
esiste percid un intero n tale che p (FNE,)>0. Ma allora I’insieme
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E,=E,—F contiene HN A, ed inoltre
J (E',,) =u(ly) —p(E,NF)=1,— pn(E,NF) < An
‘e cid contraddice la definizione di A, Dall’assurdo segue la tesi.

OSSERVAZIONE. L’esempio riportato a seguito del teorema 3.3 mo-
stra che puo essere u* (H)< + o e u (M (H))=+ oo (M (H) ha comun-
que misura o-finita). _

Con tecniche ovvie si estende il teorema precedente al caso che

H abbia misura esterna o-finita.

- LEMMA 5.2. Se la misura esterna genera una misura semifinita,
‘e se u* (H)>0, allora N (H) contiene insiemi non nulli.
Per il lemma 3.1 esiste un insieme sommabile E, tale che
u* (ENH)>0. Sia poi

A=inf}u(K); Ke o, EbK:EnH;.
Risulta ovviamente 0<p* (EﬂH)</1<,u(E)<+oo Sia ora K,€ A,
KnCE tale che u(Kn)<l+—— Posto Ko= Q K., risulta ,u(Kn)=)1 e

ENHCcKo,CE. Sia ora M un qualunque insieme misurabile contenente
H. Proviamo che ¢ u (Ko—M)=0, ciot che Koe W (H).
Se fosse u (Ko—M)>0, allora si avrebbe che ENH CKoﬂM CcE

ed inoltre
(KN M)=pu(K) — u(K, — M)< p(Ky) =1,

e

icontfo la definizione di A. Dall’assurdo segue la tesi.

Se la misura esterna u* genera una misura localizzabile, 1a col-
lezione M (H) ammette estremo superiore in of /c\> che indicheremo
con M, (H). Vale il seguente teorema.

TEOREMA 5.3. Se la misura esterna u* genera una misura localiz-
zabile e se HCS, allora per ogni insieme sommabile E contenuto in
M, (H)—H risulta u (E)=0.

, Se cosi non fosse, M=M, (H)—E sarcbbe una maggiorazione su-
periore della collezione W (H), pur essendo u (M—M (H))=p (E)>0.

Un insieme misurabile M contenente H e tale che

BeM—H, p(B)<+ oo=>u(H)=0

verra detto pseudoinvolucro misurabile di H.
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Se la p* genera una misura localizzabile, il pseudoinvolucro esiste
.ed € unico a meno di insiemi localmente nulli.

TEOREMA 5.4. Se la misura esterna u* genera una misura localizza-
bile allora essa & semifinita se e solo se per ogni HCS ogni pseudoinvo-
lucro misurabile & un involucro misurabile.

-Se la g ¢ semifinita, allora se FcM (H)—H, non pud essere
u (F) > 0, infatti se cosi fosse, esisterebbe un E c F tale che 0 <
<u (E) <+ oo, contro la definizione di pseudoinvolucto.

~ Per il viceversa, si noti che un insieme localmente nullo & uno
pseudoinvolucro dellinsieme vuoto: ma & anche, per ipotesi, un invo-
lucro misurabile. Essendo poi Iinvolucro misurabile unico a meno di
insiemi nulli ed essendo un insieme nullo evidentemente un involucro
misurabile di &, ogni insieme localmente nullo & nullo, cid che implica
che la misura & semifinita. '

Per quanto provato nel teorema precedente possiamo dunque as-
serire che se u* verifica le condizioni (a) e (b) del teorema 3.4 (e quindi
genera una misura semifinita) e se genera una misura localizzabile, al-
lora ogni insieme ammette involucro misurabile, che si identifica con
Destremo superiore della collezione W (H). |

Servendoci del concetto di involucro misurabile, siamo ora in gra-

do di dare una nuova caratterizzazione delle misure esterne semifinite
che generano una misura localizzabile.

TEOREMA 5.5. Se la u* verifica le condizioni (@) e (b) del teorema
3.4, allora essa genera una misura localizzabile se e solo se per ogni
colleztone U di insiemi aventi misura esterna finita, esiste un insieme
misurabile A, tale che ' -

(19) W H—A4)=0, V He9Y, |
(20) B.egf,.,u*(ﬂ——B)=0,' Vﬂe%:>y(A~B)=0.

Le condizioni (19) e (20) implicano ovviamente che la misura
generata da u* & localizzabile: se infatti gli insiemi di 9 sono, in par-
ticolare, tutti misurabili, le due condizioni danno esattamente la defi-
nizione di localizzabilita. - ,

Viceversa, se la misura generata & localizzabile, esiste per i teoremi
5.3 e 5.4 I'involucro misurabile M (H) di ogni He 9. Sia A I’estremo su-

periore della collezione {M (H); He }. Questo insieme verifica oy-
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viamente la {19). Sia poi B un altro insieme misurabile che verifica la
(19). B contiene quasi tutto H, qualunque sia He 9. Per definizione
di involucro misurabile si ha allora che u (M (H)—B)=0 per ogni He %
e quindi, per come & stato definito A, risulta u (A—B)=0, ciot la tesi.

In altre parole il teorema 5.5 stabilisce, nelle ipotesi dette, che la
~misura generata ¢ localizzabile se e solo se per ogni insieme U <25/cv
esiste in o{/cv un magglorante pitt piccolo di ogni altro maggiorante

appartenente ad < /oo.
Un’altra caratterizzazione delle misure esterne che generano misure
- localizzabili & dato dal teorema seguente.

-~ TEOREMA '5.6. Se u* veriﬁt:a le colleziom' (a) e (b) del teorema 3.4,
allora la misura generata & localizzabile se e solo se per ogni collezione
XK di sottoinsiemi di S esiste un insieme misurabile A tale che

e prE—A)=0, ¥ He9,
(22) Begf.‘u'*uar—B):'oi VHCQK__.>;L(A _B)=o0.

OVVIamente se le due condizioni (21) e (22) sono Verlﬁcate la
' misura generata & localizzabile.

’ Viceversa, per i teoremi 53¢ 5.4 esiste, per ogni H 69( Pinvolu-
~cro misurabile M (H). La collezione {M (H); H €9} ammette estremo
superiore ([6] § 35 es. 1) che indichiamo con A. Ora si pud ripetere il
ragionamento fatto nel teorema precedente. 4 :

Avvalendosi dei risultati ora conseguiti, possiamo dlmostrare il
seguente teorema, che estende ulteriormente il gia citato e gla esteso
teorema di Kelley. | f :

TEOREMA 5.7. Se u* soddisfa alle condizioni (a) e (b) del teorema
3.4, se G é una collezione di insiemi sommabili, di cui E & estremo
superiore e se HCS é tale che u* (H)< 4 oo, allora esiste una succes-
sione di insiemi {Gw} di @, tale che ' :

UG.NHco ENH.
‘L’involucro misurabile di H M (H), ha mlsura-&-ﬁmta E51sté quin-

d1 una successione di insiemi {G } appartenenti a G tale che
| U G0 M (H)co E0 M (H).
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Pmche tisulta ” o
(EnH UGmnH)—*,u (Hn(E—-UGm))S
| s,u(MH)n E-—-HGm))...

ed anche u* (H ﬂ (U‘ Gm E)) 0 si ha la tesi.

Facc1amo ora alcune con51dera21on1 che hanno carattere del tutto
’generale e che noi utilizzeremo nel successivo esemplo

DEFINIZIONE Dll‘emO che un insieme m1surab11e A ¢& un atomo som-
mabile, se risulta :

@) 0 < p(d) < + oo

(29 Eeg{ Ec 4, p(B)>0=>pu(B)=p(d).

Sia ora HcS, M (H) il suo involucro misurabile ed A un insieme
misurabile qualunque. '

Risulta allora g (ANM (H))= 0 se e solo se u (AﬂH) 0 Es—
sendo p* (ANH)<u (ANM (H)), una delle due 1mpllca21on1 e ovv1a
Per I’altra, si noti che se u* (ANH)=0, allora M (H)—A & ancora un
insieme misurabile che ricopre H ma essendo M (H) 11 minimo insieme
che svolge questa funziore, risulta uMHNA)=0. =

Se facciamo anche Iipotesi che A sia un atomo’ sommablle allora
si ha che A<M (H) se e solo se u* (AﬂH)>0

Se A<M (H), risulta g (ANM (H)>0 e quindi p* (AﬁH)>0
per quanto provato prima. Viceversa, se & u* (A N H) > 0 & ‘anche
L1 (ANM(H)>0 e percid E=ANM (H) & un insieme sommabile con-

tenuto in A ed avente misura tion nulla. Per Iipotesi fatta su A, risulta
u(ANM (H))=p (A) e percid

PA = MH) =p(A —ANMH) = p(A)— p(AN0MH) =

ciot A<M (H).

Mostriamo ora con un esempio che non ogni insieme ammette in-
volucro misurabile.

Esemrio (7). Slano Si ed S; due insiemi infiniti tali che §, <cardS,;=
=a< card S,=f. Sia S= S1XS2 Conveniamo di chiamare « linee oriz-

(") L’esempio di spazio mensurale & dovuto a P R. Halmos ([1] § 31, es. 9).
Per ulteriori dettagli sull’esempio si veda anche [4].
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zontali » gli insiemi del tipo (x, yo) con y€S fissato ed x arbitrario in
Si; analogamente si chiameranno « linee verticali » gli insiemi del tipo
(%0, y). Sia of la c-algebra di quei sottoinsiemi A di S tali che LN A
oppure L—A ¢ al pitt numerabile per ogni linea orizzontale o verticale.
Conveniamo di chiamare « ombra di A su S » (AcS) l'insieme A/S;
dei punti xeS; tali che (x,y)NA & pitt che numerabile. Se Aed,

questa intersezione ha Cardinalité B per ogni xeA/S.. Analogamente
‘chiameremo « ombra di A su S, » (in simboli A /S,) Pinsieme dei punti
y€S,, tali che (x, Y)NA ¢ pilt che numerabile. Se A€o, (x,y)NA ha

cardinalitd o per ogni ye A/S,. Definiamo ora su A le seguenti due mi-
sure: ' o

o (A)= numero dei punti di A/Sl, se A/S; & finito, 4+ o altrimenti
p (A)= numero dei punti di A/S;, se A/S; & finito, + oo altrimenti.

Sia infine p=p+ 0. La misura p & semifinita, ma non localizzabile, come
€ stato provato «ante litteram » in [1]. .

Siano A e B due sottoinsiemi di S; tali che ANB=Q, AUB=S,,
catd A = card B=a. Poniamo H=AXS,.

“Supponiamo per assurdo che H ammetta involucro misurabile M (H).
Le linee verticali ed orizzontali sono, come & facile vedere, degli atomi
sommabili per la p. Poiché ogni linea orizzontale & tale che p*(HNL)=
=1, M (H) deve quasi contenere ogni linea orizzontale e percid I'insie-
me M (H)—H ha cardinalita f (a—¥,)=48. D’altro canto per ogni linea
verticale (x,y) con x€B risulta p* (HNL) = 0, percio risulta anche
u(MH)NL)=0, e quindi M (H)—H ha cardinalitd « Ny=a. Dall’as-
'su'r‘do segue che H non ammette involucro misurabile.
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