STUDIO SUI SEMIGRUPPI
OON ELEMENTI AOCRESOITIVI (¥)

~ di FrRANco MicLIORINI (a Firenze) (**)

SoMMARIO. - In questo lavoro si esaminano semigruppi S con elementi accresci-
tivi sinstri, S=aM (1), aeS, M S, ove M é un sottosemigruppc minimale
per a. Si prova che S contiene un sottosemigruppo isomorfo al semigruppo
biciclico € (p, q) (Teorema 1.1); questo risultato generalizza, in parte, un
teorema di Ljapin. Un teorema di Desq suggerisce una decomposizione di M
(Teorema 1.2); inoltre vengono determinate altre proprieté di S. Successi-
vamente si introduce e si studia un nuovo esempio di semigruppo Z con:
elementi accrescitivi sinistri che ha interessanti proprieta particolari. Se M
in (1) ¢ un ideale destro, S deve contenere un sottosemigruppo isomorfo
a 3 (Teorema 11.3.1). Viceversa, se esiste un monomorfismo di ¥ in
un semigruppo S, si deduce Uesistenza di certi elementi accrescitivi
(Teorema 11.3.2), e in tal modo si generalizza un altro risultato di Desq (e

 Ljapin) per un semigruppo con unita sinistra (o destra).

SUMMARY. - In this paper we investigate semigroups S with left magnifying ele-
ments, S=aM (1), aeS, M—S, M minimal subsemigroup for a. We prove
that S must contain a subsemigroup isomorphic to the bicyclic semigroup
C (p, q) (Theorem 1.1); this result generalizes,, in part, a theorein of Ljapin.

A decomposition of M is suggested by a theorem of Desq (Theorem 1,2);
furthermore other properties of S are determined. After that, we introduce
(and study) a new example of a semigroup with left magnifying elements,
X, which has special interesting properties. If M in (1) is a ringht ideal, S
must contain a subsemigroup isomorphic to = (Theorem 11.3.1). In the
contrary, if there is a monomorphism of 3 in a semigroup S, then we deduce
the existence of certain magnifying elements (Theorem 11.3.2), and so we
generalize another result of Desq (and Ljapin) for a semigroup with one-
sided unit. ’

(*) Pervenuto in Redazione il 25 settembre 1973.
Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
per le Strutture Algebriche e Geometriche e loro Applicazioni.
~ (**) Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico dell’Universita - Viale Mor-
gagni 67/A - 50134 Firenze.
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Introduzione. ﬁ i

Ljapin, introdotto il concetto di elemento accrescitivo di un se-
migruppo, studid i semigruppi con unitd che contengono elementi accre-
scitivi. In seguito R. Desq, studiando i semigruppi con unita destra che
possiedono elementi accrescitivi destri, ha esteso a questi semigruppi i
risultati di Ljapin. Noi consideriamo semigruppi S con elementi accresci-
tivi sinistri, precisamente semigruppi del tipo S=aM, con a€S, MCS,
M sottosemigruppo minimale relativo ad a@ ([1]). Un semigruppo con
elementi accrescitivi sinistri e con unita sinistra (cioé¢ del tipo esaminato
da Desq) rientra nella nostra classe di semigruppi (cfr. Esempio in [1]),
mentre un semigruppo del tipo da noi considerato non ha necessatia-
mente una unitd sinistra: produrremo, a questo proposito, ’'esempio del
semigruppo Z, interessante principalmente, d’altra parte, per ulteriori
aspetti. Dunque la classe di semigruppi oggetto della nostra ricerca
¢ pit ampia di quelle studiate da Ljapin e Desq. '

‘Questo lavoro, nella sua prima parte, conclude la precedente nota
[1] dell’autore, collegando inoltre I’attuale ricerca, sulla struttura dei
semigruppi sopracitati, ai risultati di Desq. Dapprima, infatti, utilizzando
anche i risultati di Desq, si precisa quale deve essere, nel nostro caso,
la struttura di M; in secondo luogo si determinano direttamente altre
partlcolarl proprieta di S. : '

Nella seconda parte del lavoro si studia un nuovo esempio di
semigruppo con elementi accrescitivi, 2, privo di unita; tale semigruppo,
nell’ambito della teoria dei semigruppi del tipo S=aM, aeS, McS, M
sottosemigruppo minimale relativo ad ¢ ed M ideale destro di S,
giuoca il ruolo del semigruppo biciclico C (p, q) per i semigruppi
con -elementi accrescitivi e con wunith nei risultati conseguiti da
Ljapin e da Desq. Inoltre, il Teorema I1.3.2, in cui ancora si sfruttano
le proprietd di %, estende al caso generale di un semigruppo qualsiasi un
risultato di Desq riguardante semigruppl con unitd destra.

Definizioni preliminari e notazioni.

Per le definizioni di elemento accrescitivo sinistro [destro] di un
semigruppo e di sottinsieme minimale relativo ad un elemento accresci-
tivo sinistro [destro], rimandiamo il lettore alla nota [5].

Per la definizione d1 sottosemigruppo minimale relativo ad un
‘elemento accrescitivo sinistro [destro] rimandiamo alla nota [1].
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Unita sinistra [destra] nel semigruppo S € un elemento e [ez]

tale che e; x=x, ¥ x€S (xe;=x, M x€S).
Unita e di S ¢ un elemento di S tale che

xe=ex=x, MV x€ES.

Identita destra (sinistra) per un elemento a€S & un elemento b (c)
di S tale che

ab=a (ca=ad).

Il semigruppo biciclico, usualmente indicato con C (p q), sard da
noi indicato per comodita con P.

Altre notazioni particolari che useremo e che si ricollegano a
lavori precedenti dell’autore o di altri saranno di volta in volta spiegate
nel corso della nota.

PARTE 1

I.1) Sia S un semigruppo con un elemento accrescitivo sinistro
a, S=aM, con McS, M sottosemigruppo minimale relativo ad a. Nella
nota [1], Teorema 4, abbiamo definito, a partire dalle potenze o' di q,
certi sottinsiemi M; di M,

Ml-:{md s miz; sy mik) "'}
ove

a'=a mi, mp=amsy, ... s Mit=aM;i k415 -»s 3

si & poi dimostrato che I'unione 1n51emlstlca dei sottinsiemi M ¢ un sotto-
semigruppo M! di M,

- M'=M;U Mz U.. UMkU = <M1, M, ..., My, ..>
Per la moltiplicazione in M! valgono le legg1 seguentl
Mk My =Mni4j-1 S¢ j=k;

Mii My =Mnsr—ji se j<k. o
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Abbiamo anche dimostrato ([1], Teorema 1) che gli ¢lementi my; di
MiUM,U..UM,U... sono tutti diversi tra loro (cio¢ mi-==ms per r=s,
ieN; Mp,NM,=D, p=+q). ‘

Sia P il semigruppo biciclico, ciog il semigruppo libeto generato
da due elementi, p e g, con 'unica relazione p g=e, e unita (pe=ep=p,
ge=eq=q). La forma canonica degli elementi di P ¢ g" p* (r,s=0
interi; ¢"=p’=e) (cfr. [6]).

La corrispondenza tra P ed M, U, per cui

WU(g" p*)=Mrs1ns1 (1, k=0, interi)

¢ evidentemente una corrispondenza biunivoca tra P ed M'. Ma, di piti, U
conserva il prodotto; infatti, se k>r,

(7[ (qn pk qr ps) — % (qn ps+k—r) = M phmr il =

=Mittn+l Msytri1= U (qn pk) - U (qr p’);
e se k=r,

CM (qn pk qr ps) ___CM(qn+r-k ps) — ms+1,n+r—k+1 —
=Mi+1,n+1 Msi1,r+1 =U (qn pk) %(qr ps)°
Vale pertanto il seguente teorema, che precisa un risultato della nota [1].

TEOREMA L.1. Sia S=a M, M=%S, M minimale per a, M sottosemi-

gruppo di S. Allora M (e quindi S) contiene un sottosemigruppo M*
isomorfo a P.

Questo Teorema 1.1 generalizza in parte un risultato di Ljapin,
precisamente (cfr. [2], pag. 126) il

CoRrOLLARIO 6.11. Un semigruppo S con unita e; contiene elementi
accrescitivi se e solo se S contiene un sottosemigruppo che contiene e
ed é isomorfo a P.

PROBLEMA. Per il semigruppo S sia S=aM, a€S, M=+S. Tra i sot-
tinsiemi minimali relativi ad a ce n’¢ sempre qualcuno che sia un sotto-
semigruppo di S?

1.2) Al fine di studiare il semigruppo S, quale deve essere sotto le
ipotesi del paragrafo I.1, analizziamo in primo luogo la struttura del
sottosemigruppo M. i
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Abbiamo gia osservato che M ha unita sinistra my (cfr. [11,

Proposizione 1). Ora rileviamo che M contiene elementi accresci-
tivi sinistri: ad es. my. Infatti

My (me M)=mu M=M, ove m; McCM, poiché muémp M,

Infatti per I'isomorfismo U prima considerato, U : P—>M, si ha:
U () U(p)="U(ap) F Ule) =m,,,
U(P)U(Q)=U(pg) =U() =my,;

% (q)=m; non & invertibile a destra rispetto ad mm, perché, se esistesse
un elemento beM con U (q) b=myy, si avrebbe

b=U(p)-Ulg)db= U (p)my = Moy Myy = My, = U (p),
cio che & assurdo (poiché U (g)-b = U () U ( p) == m,,).

Essendo % (q) non invertibile a destra rispetto ad muy, mué
¢U (q) M=my, M.

Possiamo ora utilizzare i risultati di Desq (cfr. [3]) sui semigruppi
con unita destra (adattandoli ad un semigruppo con unita sinistra) per
precisare la struttura di M.

Le notazioni che usiamo (adattando quelle di Desq) sono le se-
guenti:

G =sottogruppo massimo di M associato all’idempotente m;
A={aeM/mué¢aM};
B={beM/mu¢Mb};
C= ANB; A’=A—C; B'=B—C;
G:my={meM/mmueG};
B'=B'N(G:my); B"=B—B.

Si dimostra che i precedenti sottoinsiemi sono tutti sottosemigruppi. Vale
allora il seguente Teorema (che & il Teorema 2.1 dj [3] adattato al nostro
caso). :
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TEoREMA 1.2. Il semigruppo M, con unita sinistra my, & la somma
(cioé lunione disgiunta) dei cmque sottosemigruppi G, A’, B’, B”, C
sopra definiti, cioe o :

M=G+A"+B +B"”4C; inoltre:

G ¢ il sottogruppo massimo associato ad mu e coincide con Uinsieme
degli elementi invertibili (a destra e a sinistra) rispetto a mu;

G4 A’ é un sottosemigruppo uguale all’insieme degli elementi invertibili
a sinistra rispetto a mii;

G+B' +B” é un sottosemigruppo uguale allinsieme degli clementi di
M invertibili a destra;

A’+C & un ideale a destra proprio massimo di M, uguale all’insieme
degli elementi non invertibili a destra;

B’+B”+C ¢ un ideale a sinistra uguale all’insieme degli elementi non
invertibili a sinistra rispetto a muy;

C contiene tutti gli ideali bilateri propri di M;

G+B’ ¢ uguale G: mu.
Inoltre questi cinque sottosengruppz si moltzpltcano nel modo in-
dicato nella tabella seguente:

¢ | & | B B”\: 0
G G A’ | B | B” C
A | A A’ c | c C
B’ G A’ | B’ | B” i
B” | B” M | B’ | B’ |B + B” 4+ ¢
c A"+ o0ja+c| ¢ | C | s,

(nel senso che , ad es. G A’<A’, ecc.). -
Come nel lavoro di Desq ([3], Teor. 2.2.; Corollario 2.2; Teore-
ma 2.3) si dlmostrano nel nostrb caso, i seguenu risultati.

s

by

TeorREMA 1.3. A’ é vuoto se e solo se B” é vuoto.
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TEeOREMA 1.4. Condizione necessaria e sufficiente affinché un ele-

mento x€M sia accrescitivo sinistro é che esista un isomorfismo U
di P in M tale che U (e)=mu e U (p)=x my. '

TEOREMA 1.5. Gli elementi di B”, e solo essi, sono accrescitivi
sinistri. '

CoroLLARIO I.1. A" e B” sono dei sottosemigruppi senza torsione.
Possiamo perd precisare meglio la struttura di M, quale sottosemi-
gruppo minimale di S relativo all’elemento accrescitivo a.
~ Abbiamo gia dimostrato direttamente (e del resto cid & anche con-
seguenza dei Teoremi I.1 e 1.4) che M ha necessariamente elementi
accrescitivi sinistri; quindi & B” 4 ®; allora anche A’3® (per il Teorema
1.3), quindi anche A’ B”=®; ma si ha (cfr. Tabella) A’ B” <C, dunque
anche C#®. Dunque:

ProrosizioNE I.1. L'unico sottosemigruppo che, nella decomposi-
zione di M, pud essere vuoto ¢ B’

In particolare B’ € vuoto se my € unitd di M. Inoltre ora B’4-B” +
+C+®; esso ¢ un ideale sinistro proprio di M; pertanto

ProPOSIZIONE 1.2. M non é semplice a sinistra.

Anche A’4-C3®; esso, per il Teorema 1.2, & un ideale destro
massimale proprio di M. Il suo complementare in M, G+B’+B”, con-
tiene, tutti e soli, gli elementi invertibili a destra di M; ma allora nessun
elemento x€G+B'+B” pud appartenere ad un ideale destro proprio,
V, di M: infatti da xeV, con mu=xm (meM), segue my€V quindi an-
che mu M=MCV. Pertanto vale la

ProPosizIONE 1.3. M possiede un unico ideale destro massimale
proprio, R=A"+C, che contiene ogni altro ideale destro.
. M—R=G+B’'+B"” & un sottosemigruppo; quindi R (secondo Lja-
pin [2]) & completamente isolato in M. |
M—R non ¢ semplice a destra: B” & un ideale destro proprio di
M—R, perché B” (G4B’+B”)CB"”. V
Conseguenza della Proposizione 1.3. & la seguente

PrOPOSIZIONE 1.4, Se M ha ideali bilateri massimali (propri) ne ha
uno solo. : ; . : '
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DIMOSTRAZIONE. Poiché R contiene tutti gli ideali destri di M,
contiene anche tutti gli ideali bilateri massimali M; (ieI). Supponiamo
che vi siano almeno due ideali mssimali, M; e M,. Sia Ni=M—M,,
No=M—M,. Si ha N\DM—R, N,DM—R, quindi NiNN.2M—R=9.
Ma d’altra parte M;UM,=M, quindi deve essere

NiNN,=(M—M)NM—-M)=M—M:UM;)=2a.

Dall’assurdo segue che deve esserci un unico ideale massimale M.

Essendo poi, M*=M (poiché M MDmy M=M) ogni ideale massi-
male & anche primo, secondo la definizione di Schwarz (cfr. [4], Teore-
ma 2. Il ragionamento della Proposizione 1.4. utilizza, in patte, quello
del Teorema 2 stesso).

NotA I.1. Se my fosse anche unitd destra di M (ed allora B'=®),
posto L=B"+C, si potrebbe dimostrare, ripetendo il ragionamento della
Proposizione 1.3, che L risulterebbe I’unico ideale sinistro massimale
di M, contenente ogni altro ideale sinistro di M.

Finora abbiamo analizzato la struttura di M, sottosemigruppo mini-
male relativo ad a. Attraverso questo studio,essendo S=aM=a (G+ A"+
+B'4-B” 4+ C), anche la struttura di S risulta sufficientemente chiarita.

Ora perd determiniamo direttamente alcune altre proprieta del
semigruppo S. Innanzitutto vale la

ProrosizioNE 1.5. S non e semplice a sinistra.

DiMoSTRAZIONE: L’elemento accrescitivo sinistro ¢ di S & inverti-
bile a destra ma non a sinistra (cfr. [2], Cp. VI, Teorema 2.1), ciog
Sa=+S. Quindi Sa ¢ un ideale sinistro proprio di S:. Inoltre & anche
Sa=+{0}, anche se 0€S, poiché Sa contiene a*+0 (4*°%0,...). Ricor-
diamo comunque, che, se 0€S, 0 & considerato un ideale proprio di S.

Nelle nostre ipotesi su S, ogni ideale destro di S ¢ un sottosemi-
gruppo di S del tipo a M; con MiCM ideale destro di M. Infatti sia

R=aM; (MicM) un ideale destro proprio di S. In particolare deve
essere

(aM)) MCaM,;, cioe a (M;M)ZaM,.
Essendo M un sottosemigtuppo ed essendo M minimale per a, cid

implica M1 MEM,, qiundi M; & un ideale destro proprio di M.
Da questa osservazione deriva la seguente
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PROPOSIZIONE 1.6. S 0 non contiene ideali destri massimali (propri)
oppure ha un solo ideale destro massimale.

DiMOSTRAZIONE. Supponiamo che S abbia ideali destri massimali
propri (vedremo nella Parte II, nell’esempio del semigruppo X, che cid
si pud verificare effettivamente), e siano R, ed R, due tali ideali; per
assurdo, supponiamo che siano diversi.

Per P’osservazione precedente, sara: .

Ri=aMi, R,=aM,, ove M, M, sono idealidestri di M, Guindi con-
tenuti in R. Deve essere R;UR,=S. -

Ma RiUR;=a (M UM,)CaR, ed a RcaM =S, poiché R=A"'+
+C=M; quindi non pud essere R;UR,=S.

Pertanto S, se contiene ideali destri massimali, ne ha un solo
T,TZSaR.

Il fatto che M possieda ideali destri propri, ciod non sia semplice a
destra, non permetterebbe di affermare che anche S non possa essere
semplice a destra. Perd, per via diretta, si pud dimostrare, in base ad un
risultato di Ljapin, che S contiene ideali destri propri.

TEOREMA 1.6. Sia S un semigruppo contenente un elemento accre-
'scitivo sinistro a, e sia S=aM, con M sottosemigruppo minimale rela-
tivo ad a. Allora S deve contenere ideali destri v S propri, per opportuni
elementi veS.

DIMOSTRAZIONE. Se tutti gli ideali destri vS di S sono uguali ad S,
(vS=S§, MveS), il semigruppo S risulta invertibile a destra (cfr. [2],
Cap. VI). Abbiamo gia dimostrato (cfr. [1], Teorema 3) che, sotto le
nostre ipotesi su S, M, e qiundi S stesso, possiedono elementi idem-
potenti. Ma allora S, semigruppo con invertibilita destra e con idem-
poteti, ¢ isomorfo ad un opportuno semigruppo del tipo T descritto
da Ljapin (cfr. [2], Cap. VI, pag. 238). Il suddetto semigruppo si
costruisce mediante un gruppo G ed un semigruppo H nel quale, per
u,veH, sia u, veH, sia uv=v. Precisamente T & il prodotto cartesiano
HxG={(u, g)/ueH, geG} con I'operazione di moltiplicazione seguente:

W o) W, H=wu, g g’) =, gg).

Evidentemente in T vale la proprieta associativa, quindi T & un
semigruppo. In T ogni elemento (u, g) & invertibile a destra, perché,
preso un qualsiasi altro elemento (¢, g’), abbiamo

(w9 W, g'g)=W,g), con W, g'g)eT.
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Ma il nostro semigrippo S non pud essere isomorfo a T, perche
T non contiene elementi accrescitivi sinistri. ’

Sia, infatti, (u, g) un elemento qualsiasi di T, e supponiamo che
esista un sottoinsieme proprio Mc T tale che (uo, go) M= T . Poiché
Mc T propriamente, esiste un elemento (uy, g)€ T, (w1, g)¢M; allora
I’elemento (uo, ) (1, g1) =(u1, g &) non appartiene ad (o, &) M.

Infatti, se per un elemento (u g)e T si ha (uo, g) (u, g) (u, go g1),
ciod (, g g)= (1, g &), risulta’ u=u, g=g, per cui (4, @ =(u, g) non
appartiene ad M.

Pertanto (uo, go) M+T, contro I'ipotesi. .

Poiché, dunque, S non pud essere isomorfo a C, cid significa che
S non pud essere invettibile a destra, e quindi che esistono ideali propri
destri di S del tipo vS, per opportuni elementi v€S. Quindi S non &
semplice a destra. ”

Nota 1.2. Con una dimostrazione analoga a quella del Tecrema 1.6.
si trova che S deve contenere anche ideali sinistri propri del tipo Sv,
per opportuni elementi veS. Ma questo, ora, & meno interessante,
perché gia abbiamo notato che, ad es., Sa & un ideale sinistro proprio.

iPARTE IT

IL1) 11 semigruppo 2.

: D1am0 ora un nuovo esemplo di semlgruppo con elementi accresm-
t1v1 con tre generatori. -

Sia <a> un semigruppo c1cl1co mﬁmto generato dall ‘elemento a:

<a>={a, az,a,...,a", .} ~ (ieN);
sia P il semigruppo biciclico, ciod il semigruppo libero, con unitd e
generato da due elementi p, g, P= <p, ¢>, con la sola relazione pg=e.
E noto che esso pud essere riguardato come I’insieme

Pz{d" p'/i, j=0 interi}
dove ¢®=p"=e, e la moltiplicazione & definita da

(qi pil) (qk ph)=qm pn

dove m=i+k—min (i, k) ed n=j+h—min G, k).
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Poniamo X= <a> UP. Definiamo in I una operazione di mol-
tiplicazione «o» nel modo seguente:

1) in <a>, «o» coincide con 'operazione data nel semigruppo
ciclico; ‘ ‘

2) in P, «o» coincide con la moltiplicazione data;
3) a, (q"p”’):a""*m se r>n;

a’y(q" p")=g"" p™ ée r<m;

(q" p™)yea=g" p™*

(rZI; n, m=0, interi).

Rispetto a questa operazione «o» (della quale d’ora in poi omettiamo
il simbolo «o»), X & chiuso, evidentemente. :
Si dimostra, poi, che in (Z,,), vale la proprieta associativa.
Infatti, prendendo tre generici elementi di X, essendo questi elementi
di due tipi (o potenze di a, oppure elementi q" p* di P), con essi si
si possoo ottenere 2° prodotti di tipo diverso, precisamente:

1) a" (q" p’) (¢* p™); 2) (q" p) a’ (¢* p™);

3) (@ p) (g pmay ) aa (g p);
3) a* (g p) @™ 6) (¢" p*) a" a™;

7) a"a"a; 8) (¢"p") (" p™) (g“ PV).

Dobbiamo verificare che in ognuno di questi casi vale la proprieta
associativa della moltiplicazione. |
Per i prodotti 7) e 8) & gia noto che la proprietd associativa vale.

Caso 1). Se n>r ed s>k (quindi anche n—r+s>k),
a” (qr ps.qk pm)._:an (qr ps'—k+m)=an-r+s—k+m
ed anche
(an qr ps) (qk pm)zan—r+s (qk p"’):an"+s"k+m;

se n<reds>k:

a’ (qr ps_Qk pm) —=a" (qr ps—k+m) =qr—n ps—k+m
ed anche 7
(an qr ps) (qk pm)zqr—-n ps.qk pmzqr—n ps—k+m;
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se n>r, s<ked n>r+k—s,

@ (g p° g pr=a" (g"** pry=qr-rokrstm
ed anche ' |
@ q p°) (q* pr)y=a"—"* (¢" p™)= qr-rs—kim
mentre se n>r, s<k ed n<r+k—s,

a*(q p° ¢ p)=a" (g pr)=q" " P

@-q p°) (¢* p™y=a""* (¢* p™) = gk-m+r=s pms
ed infine, se n<r ed s<k:

a* (¢ p’-q* pm)=a" (g pr)y=g " p

@ g p) (¢ p")=q""p° ¢“ p"=q " p™.
Caso 2.‘ Se n>k (quindi n4s>k),

qr ps [an (qk pm)] =qr ps.an—-k+m — qr ps+n-k+m

ed anche
[(qr ps) an] .qk pm__..._qr ps+n qk pm — qr pm+n+s-—k.;
se n=k: |
(qr ps) [an (qk pm):_.qr ps.qk-—n pm’
(qr ps an) (qk pm)=qr ps+n qk pm — qr ps qk—n pm
Caso 3. ‘

(qr pS) [(qk pm) an] =qr ps qk pm+n;
(¢ p’-q*p™) a"=q"p* ¢" p™*",
Caso 4. Se m>r (quindi m4-n>r),

a (am qr ps)zan am-—r+s p— an+m—r+s
ed anche

(an am) . qf ps____an+m qf ps_.__an+m—r+s.
Se m=<r ed n>r—m (ciog¢ n+m>r),

an (am qf ps) =an qr—m ps___an+m—r+s

ed anche .
(an am) (qr ps) :an+m qf ps:an+m—r+s,
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mentre se m=<r ed n<r—m (cio€ n+m=r),
a' (@ q p)=a"q " p’=q""""p,
(@"a”) (¢" p)=a™" g p*=q" """ p’.
Caso 5. Se n>r,

an [(qr pS) am] =aﬂ qf ps+m=an—r+s+m

ed anche
(an qT ps) am :an—-r+s .am:an—r+s+m.
Se n<r: ,
an [(qf pS) am] ___an qT ps+m=qr—n ps+m
ed anche o
(an qf pS) aﬂl:(q‘r—fvl pS) am=qr——n ps+m.
Caso 6.

qf ps (an am):qr pS an+-m =qr ps+n+m
(qr pS an) amz(qr ps+n) amzqr ps+n+m.

Dunque la proprieta associativa vale per la moltiplicazione definita
in X, che, pertanto, risulta un semigruppo.

2 ha unita destra, e, ma non ha unitd sinistra.

Inoltre, poiché X=<a> UP e poiché a'=a (¢’ p'~!) (i=1) ove
¢’ p'~'eP, mentre g* p'=a (¢**! p), con g**! p'eP, risulta anche Z=aP,
con P32, Quindi a ¢ un elemento accrescitivo sinistro di X.

Inoitre P (che ¢ un sottosemigruppo di 2) € minimale, come sottin-
sieme, relativamente all’elemento accrescitivo a; infatti api=ap; (p1,p.€P)
implica evidentemente p;=p..

2 costituisce pertanto un esempio di semigruppo (senza unitd sinistra)
con un elemento accrescitivo sinistro a cui & associato un sottosemigruppo
minimale (il semigruppo biciclico P). Questo & interessante con. riferi-
mento alla nota [1], § 1.

Ma X & qualcosa di pilt di un semplice esempio (cfr. 11.3), nel-
la teoria dei semigruppi con elementi accrescitivi.

Nel paragrafo seguente studieremo la struttura del semigruppo Z.

I1.2) Studio di =.

Per ottenere i primi risultati interessanti sul semigruppo £ occorre
innanzitutto dimostrare alcune Proposizioni.

ProposizioNe 11.2.1. L’elemento s=aq*p’ di X, se u>1 e v>0,
ha una (o pii) identita sinistra e destra, che non é una sua potenza.
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DiMmosTRAZIONE, Dato s=a ¢“ p* (u>1,v>0), sia s’=a g* p*! con
x intero positivo tale che x<min (¢, v4+1). Abbiamo allora:

ss’=a qu pv'a qx px—l__:a q’u pv+1 qx px—l =a qu pv+1—x+x—1 =s;
S' s=a qx px—l a qu pv_i:a qx px qu pv —=a qx+u-x pv=s.

Quindi s ammette una (o pil1) identitd s’, sinistra e destra. Ed s” non
€ una potenza di s, perché x<u.

Gli elementi s di = che non vengono presi in considerazione nella
Proposizione 11.2.1. sono gli elementi s=a g* p* corrispondenti ai valori
u=0,1 e v=0, cio¢ gli elementi del tipo

aq’ p"-—fa"+l (v=0);
ag p'=p’ v=0);

ag'p’=ag" (u=0)

ove ag*=a se u=0, ed ag*=q¢*"' se u=1. In conclusione, sono le
potenze di @, di p e di g. |

Perd per le potenze a, p*, g* di a, p, g con k>1 certamente esiste
in X un elemento §’, pernm'tabilé con esse e che non sia una loro potenza:
ad es. a* & perthutabile con a [che non & una potenza di a*. Anche per
P’ ¢° (=e) evidentemente esiste un tale s.

-Dungque, per ora, gli uni&i elementi s di £ per i quali pud non
esistere un s"€X con essi permutabile che non sia una loro potenza
sono a, p, g. Ed in effetti vale [proprio la seguente.

- Prorosizione 11.2.2. No;? esistono in X elementi permutabili con
a, p, q che non siano loro potenze.

DIMOSTRAZIONE. Sia s=a. Un qualunque elemento di 3, §’, che non
sia una potenza di a appartiene a P, quindi s’=¢* p* (x, y=0, interi). Si
ha: ss’=a-q* p’=q¢*"' p’, se x=1, mentre, in questo caso, 5’ s=¢g* p’a=
=g* p’*!, quindi s s’#s"s; se poi x=0, s"=p’ ed & s s"=a p’=a'*’, men-
tre s's=p” a=p’*! quindi ancora s 5’55’ s.

Sia s=p. Un qualunque ]elemento di £ che non sia una potenza
di p & del tipo s"=a ¢* p’, con x=1. Abbiamo allora: ss’=paq* p’=
=p* ¢* p’, mentre s’s=a ¢* p’- p=a g* p’*'. Quindi, se x=2, s s’ =g*%p’
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mentre s’s=qg*"' p’*!; e se x=0, ss’'=p*** mentre s’s=a’*% In ogni
caso risulta ss’=ss. ' :

Infine, sia s=g, ed s'=a g* p® sia un generico elemento. Abbiamo:
ss’=qaq*p’=q p q* p’, mentre s’ s=a q* p’ q. Dunque se x=1, ss'=
=¢*p’, mentre s"s=q" ' p’q, per cui, se y=1, ss’Fs’s. Se x=0,
ss'=gqp’*!, mentre §’s=a’*'q, quindi ss'$s’s per y=0. Pertanto
ss’=s"s solo se y=0 ed x=1; ma in questo caso s'=a ¢*=g*! & una
potenza di q. E cosi dimostrata la Proposizione 11.2.2.

Dalle Proposizioni 11.2.1 e I11.2.2. deriva il Teorema seguente,
che ¢ quanto ci servira per ulteriori risultati.

TeOREMA I1.2.1. In 2 gli unici elementi tali che non esiste un altro
elemento con essi permutabile che non sia una loro potenza sono a, p, q.
Possiamo ora provare il

TeoREMA 11.2.2. L’unico auiomorﬁsmo' del semigruppo X é l'iden-
tita.

DIMOSTRAZIONE. Gli elementi a, p, ¢ devono essere trasformati da
U, se WU & un qualsiasi automorfismo di Z, in elementi che (come a,p,q
stessi) non siano permutabili con alcun altro elemento di X, all’infuori
delle loro potenze. Pertanto, per il Teorema I1.2.1, % deve, al pii1, scam-
biare a,p,q tra loro. Ma deve essere necessariamente U (a¢)=a. Infatti:

1) sia
WU(a)=yq, UQ)=p, U(p)=a.

Allora abbiamo:

aq=¢, pq=¢,
da cui ‘

U (a) U (q) = WU (p)U(g)

ciot g p=ap, q p=a*: assurdo! (@’¢P). - -

2) sia
U (a) = q, U (q) = a, WU(p)=p.

Allora da ag=e e pg=e segue:
U (a)U(Q) = H(p)Ulg), ga=1pa,

g p=p*: assurdo!
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3) sia

U (a) = p, %(Q) =a, U(p)=gq.
Da pg=e, ag=e segue, in questo caso:
UPD) U@ =U@ U, ga=pa
gp=p?: assurdo! i

4) sia {
U@)=p, Ul =g, U(p)=a.

|

Da pa=p?’=aq p* abbiamo:
U (p) U (@) = U (@) U () [U ()]

ciot¢ ap=p q d?,

a? = ¢a®? = p° a? = p?:
‘assurdo! |
Dunque deve essere U (a)=a.
Puo essere ancora:

U(p)=p, U@ =g oppure U (p) =g, U (g) = p.
Ma nel secondo caso si avrebbe:
U (g*-p) = U (A U(p) =p* g =p, U(g)=p,

un assurdo poiché ¢* p#gq. |
Dunque un qualsiasi automorfismo % di X deve essere tale che

U (a) = a, CM‘(I’) =p, U(g) = q.
Ma allora, poiché a,p,q sono i tre generatori di X, risulta U = Idx

CoroLLARIO I1.2.1. Siano U e ¥ due isomorfismi tra S=aP ed un
altro semigruppo. Allora U =WP.

DIMOSTRAZIONE. U ¥-!: X-5% & un automorfismo di 3.
Dunque per il Teorema 11.2.2. A ¥-'1=1Idy, ciot U =Y.

Proseguiamo nello studio di =, determinando, in esso, gli elementi
accrescitivi.
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TrorReMA 11.2.3. Nel semigruppo X gli elementi accrescitivi destri
sono, tutte e sole, le potenze q" di q (u>0); gli elementi accrescitivi
sinistri sono, tutte e sole, le potenze a* di a (k=1).

DiMosTRAZIONE. Nel semigruppo = =aP, preso l’elemento g%, u>0,

abbiamo:
(aPp™) ¢“=aP (p* g)=a (P e)=2Z.

D’altra parte P p“=P (q¢P p*), quindi a P u*3, poiché P & minimale
rispetto ad a. Pertanto ¢* & un elemento accrescitivo destro di 2.

Un elemento qualsiasi di £ che non sia una potenza di a o g si
pud porre, univocamente, nella forma s=ag*p” con v>0, u>0. Un
tale elemento non & accrescitivo destro. Infatti Ps=(P a) ¢* p* SPq" p’;
ma Pqg*p'+P se u>0, v>0 (g¢P g*p"), quindi PscP, onde anche
Is=(a P)s=a (Ps)cZ, poiché P & minimale per I’elemento accresci-
tivo a.

Nepputre una qualsiasi potenza di a ¢ elemento accrescitivo destro
di X. Infatti Pa*=Pp*+P (q¢Pp*, k>0), onde X a*=(aP)ad* =
=q (Pd¥)cZ.

Dunque, solo le potenze ¢*(u>0) di g sono elementi accrescitivi
destri di Z.

L’elemento a & accrescitivo sinistro in X=a P. Ma in generale
a* (k=1) ¢ un elemento accrescitivo sinistro di . Infatti:

aP=ad"1(aP)=a"'1 XD a* ' P=ad"23XDad*?*PD..DaP=2X.

Poiché X=<a> UP, un elemento qualsiasi di T che non sia una
potenza di a & un elemento di P, s=q* p*; ma ¢&:

qu pv Z___..(qu pv a) P=qu pv+1 PEPCZ,
quindi s non pud essere un elemento accrescitivo sinistro di .

TEOREMA 11.2.4. P & l'unico destro massimale di = e contiene ogni
altro ideale destro di X.

DIMOSTRAZIONE. Innanzi tutto, P € un ideale destro di X, perché
PacP. Ed ¢ massimale. Sia, infatti, T un ideale destro di X, contenente
propriamente P; poiché X=<a> UP, T, oltre P, dovra contenere una
potenza a* (k=1) di a. Ma allora T, contenendo a* e g*~', contiene anche
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a* g*"'=a; pertanto T coincide col sottosemigruppo generato da a e P,
ciot T=2. |

Dlmostrlamo ora che P & 'unico ideale destro massimale di 3.

Sia T un qualsiasi ideale destro proprio di X=aP. Deve essere

‘T=aP, con Py P. Si ha TsCT per ogni s€X, ciot aP; sCaP; per ogni

S€Z; in particolare deve essere a P; pCaP1 per ogni peP -cio¢ per

quals1a51 elemento peP; e pePl deve esistere un elemento p; ePl per

cui ap; p=apy’; di qui, essendo P minimale rispetto ad a, segue p; p=pi’

ciog¢ Py 13— CP;. Quindi P, & un ideale destro di P. Viceversa, sia P; un

ideale destro qualsiasi di P, P; P&P;. Allora aP; & un ideale destro di .
, Infatti,vpreso s=ap'ex (p’éP), si ha:

(a Pl) ap =a(Pia) p’ -a (P: p) p =qa (Px pp) CaP:.

Dunque gli ideali destri di =2 sbno tutti e soli i sottinsiemi d1 z del
tipo'T=a P; con P; ideale destro di P. ‘
Gli elementi di P sono queﬂli del quadro seguente:

Consideriamo il sottoinsieme | ottenuto escludendo e e tutte le potenze
di p: sia esso Pi. Ciot Pi={g™ p eP/m>0} Evidentemente, se q" p"eP;
e g* p’€P, allora g™ p"-g* p*€P;..

Quindi P, PC P, cio¢ P; & un ideale destro di P.

Anzi, Py & un ideale destro massimale di P. Infatti, sia P,>P; un
‘ideale  destro d1 P. Allora P, ldovra contenere almeno una potenza
p* (k=1) di p. Ma, contenendo p* e Pi, quindi anche g*, P, contiene
ancora p* g“=e, quindi P,=P. Inoltre P; & l'unico ideale destro massi-

|
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male di P, poiché ogni altro ideale destro di P, non potendo contenere
potenze p* di p (k=0), deve essere contenuto in P;.

Ed allora anche X contiene un unico ideale destro massimale, che
¢ appunto aP;=P. ‘ ~

TeEOREMA 11.2.5. L’ideale principale sinistro generato da a, a U Za,
¢ l'unico ideale sinistro massimale di 2 e contiene ogni altro ideale sinistro.

- DiMOSTRAZIONE. Innanzitutto, Za=(aP)a=a (Pa); Pa = PpcC
cP (e¢Pp).

Essendo P minimale per a,a (P a)c:Z‘ ciot Za ¢ un sottinsieme
proprio di Z. Essendo X (2 a)SZa, Za risulta un ideale sinistro proprlo
di 2.

Il sottinsieme L=qU Za di X ¢ un sottinsieme proprio, Z—L=
={g% k=0}, ¢ un ideale sinistro (principale) di X (poiché 3L =
ZaUZ(Za)=2Zac L) ed ¢ massimale. } o

Infatti, se LiDL & un ideale sinistro di X, allora per qualche k=0
g*€L;; ma p*€L, quindi p*€Li, quindi anche p* g*=e € L;, cio¢ L 2
Dle=2.

Inoltre, nessun ideale sinistro proprio Lz di = pud contenere una
potenza q*, k=0, di g: infatti, dovendo essere ZL,CS L, risulterebbe
p* g*=e€Ly, quindi Ze=ZC L. : ,

Pertanto L=aUZXZa contiene ogm altro ideale Sll‘llSth propno (e
quindi ¢ anche ’'unico ideale sinistro massimale).

TeOREMA 11.2.6. Il semigruppo s semplice.

" DimosTRAzZIONE. Un qualunque ideale bilatero M di X deve essere,
in particolare, un ideale destro, quindi contenuto in P.
Ma P non pud contenere ideali sinistri M di Z; infatti, in questo
caso, se M contenesse I’elemento g™ p” (m, n=0) si avrebbe anche:

(@p™-(g" p)=a(p™ q") p"=ap"=d"*"eM,

quindi a'*"€P, cid che & assurdo.

Nello studio di un semigrtippo‘ ¢ molto “importante (cfr. ad es. [2],
Cap. V) sapere se esistono ideali sinistri (destri, bilateri)‘ minimali.
Nel caso di X tali ideali non esistono.
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TEOREMA 11.2.7. Gli ideali destri di X sono i sottinsiemi R, di P,
ove Ry,={q" p"/m=u=0, n=0}. X non ha ideali destri minimi.

1 - .

DIMOSTRAZIONE. Sia R un (jlualsiasi ideale destro di ~, RCP. Gl
elementi di R sono del tipo g* p*, x>0, y=0. Se ¢* & la minima potenza
di g che compare in un qualsiasi elemento ¢*p* di R, allora g“€R
(infatti, se g“p”’€R, anche ¢" p’q’=qg“€R). Di conseguenza R deve
contenere tutti i prodotti di g* per elementi qualsiasi a ¢g* p’€X; in questo
modo si ottengono tutti gli elementi di R,, quindi R,ZR.

D’altra parte P—R.,={q™ p"/m<u, n=0}; R non pud contenere
nessuno di questi elementi, per Iipotesi fatta su u. Dunque R=R,. Inol-
tre, evidentemente, R, DR.11D...DR.4+D... quindi nessun ideale destro
€ minimo.

TeoreMA 11.2.8. Gli ideali jsinistri propri di Z sono unicamente i
sottinsiemi = a* e X a* U a* (k=1). Pertanto non vi sono in = ideali
sinistri minimali. i

DiMoSTRAZIONE. Un qualsiasi ideale sinistro di X, LS <a>U P.
non pub essere contenuto in <d>, pero deve contenere una potenza
di a; anzi, precisamente, se p® & la minima potenza di p (v=0) che
compare negli elementi g* p* di il (necessariamente ve ne sono), allora
a't'e L. Infatti se g* p’e Ly, allora anche (a p*) (¢* p")= a (p* ¢*) p°’=
_apv___al+'veL1 1

Sia dunque a* (k=1) la minima potenza di a contenuta in L;. Allora
anche p’a*=p*eL;, quindi anche

Bi.={q™ p"/mzo, n=k}cL,.

Posto Ar={a"/m>k}, evidentemente A, L,.
D’altra parte AxU By=2 ax) quindi LiDX a* U a*.

Se Li=Xa*Ud" L, coincidé con l'ideale sinistro principale gene-
rato da a*. Se L; contiene propriamente questo ideale, esso per altro pud
contenere solo elementi del tipo g* p*~! (poiché, per ipotesi, a* & la
minima potenza di a in L;); in questo caso L; conterrd tutti gli elementi
g* p*~! con x=0, quindi LiDB;_1, ed anzi risulta Li=A_; U Bx_;. Per-
tanto &€ Li=Xda*! se k>1, oppure Li=3 se k=1. Infatti, se L;>
DXaUa(k=1),allora ¢ Li=A)UBy=<a>UP=2X, in accordo col fatto
che X a U a & ideale sinistro massimale (cfr. Teor. 11.2.5.).

Pertanto gli ideali sinistri prdprl di X sono unicamente i sott1ns1em1
Xa* e Za* U a* (k>1) ‘



STUDIO SUI SEMIGRUPPI CON ELEMENTI ACCRESCITIVI 31

Poiché Za* > Za*+!, nessuno di questi ideali & minimo.

Terminiamo lo studio di X2 indicando una sua decomposmone del
tipo di quella considerata per M nella Parte I.

2 non ha unita sinistra, mentre contiene elementi accrescitivi sini-
stri: in questo, anzi, consiste parte del suo interesse (cfr. Introduzione),
poiché con esso & dimostrato che vi sono semigruppi con elementi accre-
scitivi sinistri cui ¢ associabile un sottosemigruppo minimale, pur non
avendo essi una unita sinistra. Perd X ha una unitd destra, e; dunque

esso ammette la decomposmone indicata da Desq nel Teorema 2.1.
di [3].
Seguendo le notazioni di Desq, poniamo:

A={aeZ/e¢Za}; B={beZ/e¢bZ};
C=ANB; A’=A-C; B'=B—C;
G = sottogruppo massimo di X associato ad e ;
G:e={s€Z/es€eG}; B'=B'N(G: e); |
B”"=B'-B.
Dal Teorema 2.1. di [3] deriva il seguente:
TeoremA 11.2.9. Il semigruppo % ammette la decomposizione
(1) Z2=G+A'4+B'+B"+C
ove ora abbiamo:
G={e}; A'=<a>U<p>; B'=®; B"'=<qg>;

C={q"p"/m=1, n=1}.
Inoltre:

G={e} & linsieme degli elementi invertibili a destra ed a sinistra
(rispetto ad e);

G+A'={e}+ <a>+ <p> & un sottosemigruppo uguale all’insieme
degli elementi invertibili a destra;

G+B'+B”"={e}+ <q> ¢ un sottosemigruppo uguale all’insieme degli
elementi di % invertibili a sinistra;
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A’+C=aU Za & un ideale prop?io massimo sinistro, uguale all’insieme
degli elementi non invertibili a sinistra di X;
B'+B"+C=<q>+C & un ideale destro (non massimale), uguale
~ all’insieme degli elementi non invertibili a destra;
C contiene tutti gli ideali bilateri propri di 2 (non ve ne sono);
G+B'=G: e={e}. . | |

Infine, in Z, i sottosengruppz della decomposizione (1) si moltiplicano
fra loro secondo la tabella seguente: :

G AI ' BII ) 0

|

¢ | | 4| B” |0+ 4

A’ A | A = o4 a4

BII iBlI b BII 0

¢c| c| o B"4+0 ¢

(nel senso: A’ GCA’; ..).
Precisamente ¢ anzi:

A'B"=G+A'+B".

Osserviamo che gli elementi d1 2= <a> UP possono essere disposti
nel quadro seguente:

a |e q ¢ q*
a? P qp ¢*p ¢p
a3 p? qp® ¢*p*.. ¢* p®

e o o o s ¢ e; 8 & s e« o . e 8 s e e & -

----------------------

----------------------
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e si verifica subito che effettivamente vale la decomposizione (1) ed &
esatta la tabella soprariportata.

11.3) Ruolo di > nella teoria dei semigruppi con elementi
accrescitivi.

3

Sia S=bM con McS, M sottinsieme minimale relativo all’elemento
accrescitivo sinistro b, M ideale destro di S. (Da notare che cid & quanto
si verifica per la classe di semigruppi dell’Esempio riportato in [1], §1).
Allora come abbiamo gia rilevato nella Parte I di questo lavoro (Parte I,
§ 1, Teorema I.1), S contiene un sottosemigruppo

M'=P, M'=M,UM, U ..UM, U...

ove i sottinsiemi M; sono definiti nel modo indicato nella Parte I.
Inoltre ora vale anche il Teorema 5 di [1], per cui la legge di
moltiplicazione delle potenze b” di b con elementi di M! & la seguente:

b Misin=b""* se r>n (k=0, n=0, r=1);
(a) b" Mistnit =Mrsin-rs1 S TH;

Miy1,n41 b= Miyr+i,n+1.

Y

Allora <b> UM' & un sottosemigruppo di S, uguale anche a
bM'; poniamo T=<b> UM'=bM". |

Inoltre la corrispondenza biunivoca U: S T tale che U (ag™p*)=
=b Mis1, ny1 € un isomorfismo.

Infatti, se r=k-1,

CZ‘ (aqn pk,a qr ps) — % (a qn'pk+1 qr ps) ZCM (d qn+r—-k—1 p5)=b Msstnsrio
come anche
U (a qn pk) - (a q ps) =b Mis1,ne1° b Mol ri1=

=b Mi+2,n41 'ms+1,r+1=b Msi1,nsraks
se r<k+1,

CZ[(a qnpk.aqrps)zc‘l[(a qnpk+l qrps)=

=U (a q’ ps+k+1—r) =b Msit—ri2,n+1s
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come pure |
U (ag® qk) U (a q p’) =b Mry2n41°Msi1,ra1 =b Msit—rs2n+1.

Dunque S contiene un sottosemigruppo isomorfo a 2.
Vale precisamente il seguente

TeEOREMA I1.3.1. Sia S= bM M=S, M minimale rzspetto all’elemento
accrescitivo sinistro b, M idealé destro di S. Allora esiste un isomorfismo
Xdi Z(=aP)in S per cui U (a)=1"b ¢ U (P)=M!'C M.

i
‘
\

In quale modo e fino a che punto questo Teorema I1.3.1. si pud
invertire? |

Innanzitutto conviene osservare che, nelle ipotesi su S ricordate
all’inizio del paragrafo (cio¢ nelle ipotesi del Teorema 11.3.1) M coincide
con il sottosemigruppo N di S [costituito da tutti gli elementi per i quali
my € unita sinistra.

Infatti, sara N=bM*, oVe M*cM, propriamente (NS, poiché
bé¢N, in quanto my b= m21=1=b), deve essere, poi, mu bm*=bm*, per
ogni elemento m* € M*; d’altra parte mybm* = mym* € M, quindi
bm*eM, cioe NCM, e poiché MC N, ne segue M=N.

Anzi, ¢ M=my S; infatti, my € unitd sinistra per gli elementi di
my S, quindi my SCSM; d’altra parte M=muy M S mu S.

L’enunciato piti naturale (alla luce dei Teoremi di Ljapin e Desq)
del teorema «inverso» del Teoi*ema I1.3.1. & il seguente.

TeEOREMA 11.3.2. Se esiste un monomorfismo K di 3 nel semigruppo
S ,per cui U (a)="0, CIZ(P)-—M L, U (e)=m,,, allora mu S contiene ele
menti accrescitivi sinistri ed mu b & uno di questi.

DIMOSTRAZIONE. Pomamo, innanzitutto, U (g" p*) =M1, n+1€M
Cosi risulta ben determinata una decomposizione di M, ;

M'=M, UMz U..UM.U ...
ove , ,
Mi={mw1, mey, ..., ...} (k=1,2,3,..);

Iisomorfismo U e tra X e bM'=<b>U M! e la moltiplicazione in bM"
(per I'isomorfismo % con X) € quella determinata dalle leggi () all’inizic
del paragrafo.

Evidentemente my S € il éottosemlgruppo di S costituito dagli ele-
menti per cui my € unitd sinistra,
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E un ideale destro di S. L’elemento my b=mueM! ammette my
come unita sinistra, quindi my bemn S.

Anche M'Cmy; S, ed & M! isomorfo a P; allora, per il Teorema 1.4.
di Desq (Parte I), my S contiene elementi accrescitivi sinistri. Del resto,
si ha: _

mp SS mu S, poiché my € unitd sinistra in mp S, ed &, anzi,
mp SCmy S, poiché my¢mp S.

Infatti _

WU () U(p)="U(gp) F U (e) = myy

%(p)%(4)=%(pq)=‘2€(6)=mu;

se esistesse un elemento x€S tale che mi, x=my, allora sarebbe anche
My (M X)=myu con my x=c€myu S; ma se, per un elemento cemy S
fosse mi; ¢c=U(qg) c=m, avremmo:

¢ ="y ¢c=WU(p)U(q)ec=U(p)m,, = My Myy = Mgy = U (p),

cio che ¢ assurdo, perché U (q) U (p) 3= m,, .
Allora mxu=mu b & un elemento accrescitivo sinistro di mu S, perché
may (a2 S) =(mxu mp) S=mnu S.

Nota. II.1. II Teorema II.3.2 appare come il «corrispondente»
del Teorema I.4. di Desq (Parte I) per semigruppi S generici, che non
hanno unitd sinistra. Infatti, se S ha unitd sinistra mu ed esiste un
monomorfismo U di X in S tale che U (a) =", U (e)=m,,, allora il Teo-

rema I1.3.2 afferma che S (=my S) ha come elemento accrescitivo sini-
stro I'elemento b (=mu b), cioé I’elemento b mu (=b, per 1’isomorfismo

U tra Z e b M"). Ma & anche my b=mu=U (p)=b=>bmy, ciot bmy=
= U (p); quindi il risultato ottenuto col Teorema I1.3.2 & lo stesso del
Teorema 1.4 di Desq, in questo caso particolare.

E interessante anche un’altra versione del Teorema «inverso» del
Teorema II.3.1.

Supponiamo che esista un monomotfismo U di T in S, W (a)=b,
U (e)=my, U P)=M'=M,;U..UM,U... ove i sottinsiemi M; sono
sempre quelli precedentemente definiti (cfr. Dimostrazione del Teorema
I11.3.2), '

UE)y=bM'=<b>UM.



36 FRANCO MIGLIORINI

- Sia M=mu S; M & ideale destro di S. Abbiamo:
bM=>b (mu S)=(b my) S=5bS.

Dr’altra parte, bS contiene b (bmu=>b); bS contiene M, propria-
mente, perché, se meM, ¢ ‘

m=mn m:(bgmlz) m=>b (m; m)€ebS,

mentre d’altro canto, b¢ M (my b=mxn=b). Si & pertanto dimostrato il
seguente

TEOREMA 11.3.3. Se esiste un monomorfismo U di X in S, U (a)=b,
U (e)=mu, allora, se M ¢é il sottosemigruppo di S costituito dagli ele-
menti di S per i quali my & unita sinistra, b & elemento accrescitivo
sinistro di bS e precisamente & bS=>bM.
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