Capitolo 6

AFFINAMENTO DELLA DESCRIZIONE

L'affinamento della descrizione dell'incertezza per incremento di linguag-
gio ¢ stato studiato in 3.3.2 Complemento. In questo capitole si approfondisce
il medesimo problema, prima con riferimento alle descrizioni fatte con
una o piul partizioni e poi con una base di eventi qualsiasi — con i corrispon-
denti eventi logicamente dipendenti (1.d.) —. Se la descrizione ¢ fatta con
una partizione P, gli affinamenti si realizzano usando partizioni pin fini
di P - quelle che si ottengono spezzettando costituenti di ' (Definizione
6.1.1} -, perché gli eventild. da P sone anche l.d. da ogni sua partizione
piu fine (Teorema 6.1.4}. Se la descrizione & fatta descrivendo con piit
partizioni aspetii diversi di una situazione, l'affinamento & realizzato dalla
partizione prodotto delle|partizioni date (Definizione 6.2.2). che & pit fine
di tutte le sue partizioni componenti (Teorema 6.2.1) e descrive percid
tutti 1 loro eventi l.d.. Nel § 6.3 viene introdotta la nozione di partizione
generara da una base di eventi § (Proposizione 6.3.1) — la partizione
meno fine che descrive € — ¢ si prova (Tecrema 6.3.2) che i suoi eventi
1.d. coincidono con gli eventi composti di base & (n°3.2.3) e con gli
eventi l.d. da & (3.2.4 Definizione). Gli eventi 1.d. dalla partizione generata
da € sono percid il massimo. ambiente descrivibile con gli eventi di &. 11
problema dell'affinamento-delia descrizione per aggiunta di eventi a una
base ¢ risolto da 6.3.3 Corallariol. che dice che gli eventi 1.d. da una base
sono l.d. anche dalle basiynitt ampie. Nel-§ 6.4, infine, vengono definite le
noziont di indipendenza logica per partizioni e per eventi di un insieme,
dichiarando tali le partiziont (gli ¢venti} se sono possibili tutti i costituenti
della loro partizione prodetto (generata).

6.1 Partizione piu (meno) fine

In 2.2.2 Commento, si & sottolineato che a fronte di una
situazione incerta la scelta del dettaglio descrittivo spetta a chi si
appresta a studiare il problema. E abbastanza naturale immagi-
nare che dopo una prima fase di studio egli possa sentire il
bisogno di approfondire 1'indagine, estendendola ad eventi non
ancora presenti nella sua descrizione. Dovra allora aggiungere
nuove proposizioni — nuovi eventi — avendo cura di non perdere
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quanto & gia stato descritto. Quando la descrizione ¢ fatta
mediante partizioni ed & [P la partizione introdotta inizialmente,
gli eventi che vengono descritti sono quelli di & (P) -1
logicamente dipendenti da [P, somme logiche di costituenti di [P
(Teorema 3.4.3) —. Se I'evento E non dipende logicamente da P,
& facile rendersi conto che per ottenere una partizione P’ per cui
riesca sia &, (¥) < &, (P) sia Ee & (), & sufficiente sosti-
tuire ogni evento elementare e P di tipo 3 per E con gli eventi
w~Ee OAE, che diventano in P' eventi elementari di tipo 1 e 2,
rispettivamente, per il medesimo evento £ (n° 3.4.2). Questo &
solo uno dei modi di procedere — il pilt grezzo, com't facile
intuire — per ottenere una,partizione inygrado di descrivere E
senza perdere la capacita . di descrivere gli eventi logicamente
dipendenti da P. Le altre partizioni che godono di questa
proprieta prevedono che gli @ di tipo 3 possano essere "spezzet-
tati” in un numero di parti superiore alle due evidenziate sopra
(anche in infinite) e che si possano spezzettare in modo arbitrario
pure gli eventi di tipo 1 e 2. L'argomento viene formalizzato in
termini precisi dalla prossima definizione e dalle argomentazioni
che la seguono.

6.1.1 Definizione. Parfizione pitt (meno) fine.

Siano [P e P' partizioni di Q. Diremo che P' & piit fine di P, 0
P meno fine di 7", se e solo se ogni costituente di 1P ¢ logica-
mente dipendente da 'P',

Norta.

La partizione nulla & la meno fine in assoluto, perché, come gia osservato, Qe
¢ sono logicamente dipendenti da ogni partizione (3.2.4 Nota).

Osserviamo inoltre che se 'P' & pit fine di P, essendo ogni evento elementare
di P composto da uno o piti eventi elementari di 7', la cardinalita di ' non &
inferiore a quella di P,

Torna utile per il seguito il seguente lemma.
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6.1.2 Lemma.

Sia E un evento non impossibile, ¢ una partizione di Q. Esiste allora un
we P’ tale che wnE# 9.

DivosTRAZIONE.
Per definizione di partizione riesce VP = V. p @ = £2. Cid premesso, si ha:
E=FEAQ=EAV yep 0=Vyep (EAm).

Segue Vo p (EA®) = E # ¢. Per definizione di somma logica esiste allora @
tale che £ @ non & impossibile. a

La prossima proposizione caratterizza le partizioni pill
fini di una partizione P mediante una condizione di notevole
portata operativa. Il successivo teorema € invece metodologica-
mente molto importante, perché giustifica quanto dichiarato in
premessa, ovvero che gli eventi descrivibili mediante la parti-
zione [P sono descrivibili anche in oeni affinamento ottenuto
usando partizioni pil fini di essa.

6.1.3 Teorema. Caraiterizzazione di partizione pit fine.

Siano P e P' partizioni di £ Le-partizione ' é piil fine di [P se
e solo se ogni costituente di P' implica un costituente di P

DIMOSTRAZIONE,

Osserviamo preliminarmente che lIa condizione enunciata & banalmente verifi-
cata dal costituente impossibile se esso apparticne a ', la presenza in ' del

costituente impossibile & quindi irrilevante, e la dimostrazione va fatta percio
per i casi elementari di P'.

Condizione sufficiente.

Sussista dunque la: per ogni @' e P~ { ¢}, esiste @€ .P per cui @'= ®. Si
tratta di provare che ogni evento elementare di P& Jogicamente dipendente da
‘P, Fissiamo allora @, e P - {¢}. Preso un generico @'e P'- { @}, esiste per
ipotesi we P - {9} tale che @' =3 @ e percid W' A @ = ' (3.3.2f). Pertanto, s¢
W= w,, allora @' = w,, e @' & di tipo 1 per @,. Altrimenti @A ®,;= ¢;
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usando la @'A@= @', segue allora @'~ W)= (W'A W) AWy = W' A(OAD) = O,
ciot @' = w, (3.3.2f), e w'¢ di tipo 2 per m,, il quale & percid logicamente
dipendente da P' come volevasi,

Condizione necessaria.

Sia ' pin fine di . Si tratta ora di provare che per ogni @w'e F'-{¢},
esiste @€ F-{¢}, tale che w'=> . Sia dunque w'e P'- {¢}. Esiste allora
we P—{¢} tale che w'A @ # ¢ (Lemma 6.1.2). Inoltre, poiché m & logica-
mente dipendente da P, riesce @'= @ o (aut) @' = @. Ma l'implicazione
®'=> @ non pud sussistere, perché altrimenti sarebbe @'~ @= ¢(3.3.2f) in
contraddizione con l'ipotesi. Per la genericita di @' si ha la tesi. n

COROLLARIO.

Se ¥' & pin fine di P, allora ogni evento elementare o' < " implica un evento
elementare e uno solo di 1P,

DI1MOSTRAZIONE.

Che o' implichi un evento elementare di F & censeguenza immediata del
teorema appena dimostrato.

Che ne implichi uno solo ¢ conseguenza del fatto che se per assurdo @' = we
w'=e w,ect’ oze alora @A =0 = wre=¢ (3.3.2), quindi
w'=9e o= (3.3.2¢) e percid per 3.3.2¢ riesce @' = ¢ (assurdo!). [ ]

ProrosizioNE.,

Se P' ¢ pint fine di P e Viceversa, allora P-{¢} =1P'- {¢}.

DIMOSTRAZIONE.

Poiché P'& pili fine di ', per ogni w'e P'- {9}, esiste we P-{g}, tale che
' = o. Fissato questo @, poiché P & pill fine di P, esiste "€ P' - { ¢} tale
che @w=> @". Pertanto si ha ' = w= " ¢ quindi @' = ®" {3.3.24d). Percio
O'Aw" = (3.3.2f Quindi ®'A ®" & possibile e percid @w'= @", perché
sono eventi elementari di una medesima partizione. Allora, la condizione
o= w= @" diventa @' = @ = &', da cul si ricava ®'= w (3.3.2¢). Segue
allora @'e Y- { ¢} e, per la genericith di o', P'- {¢} = P-{0}.

Simmetricamente si dimostra che - {¢} < P'- (¢} e quindi che riesce
P {¢}=F" {9}, come volevasi. n



6.1  Partizione pitt (meno) fine 191

6.1.4 Teorema. Conservazione della descrizione per
affinamento con partizioni.

Siano P e [P' partizioni di £, 1P’ piit fine di P. Allora & (¥) e
incluso in &, (F".

CoMMENTO.

Tutto ¢io che ¢ descrivibile mediante una partizione si conserva se si ricorre a
descrizioni mediante partizioni piti fini di essa.

DivostrazioNE,

Se Ee & (¥), per il Teoréma 3.4.3 €350 & allora somma logica di costituenti
di .P, ciascuno dei quali & somma logica di costituenti di ", Segue che E &
anche somma logica di costituenti di P’ e perciod, ancora per il Teorema citato,
Ecd (). »

6.1.5 Esempi.

1 Con riferimento al lancic di un dado la partizione {F, E}, con E =il
punto & primo, &€ menojfing della partizione {w,,..., W4}, ;= il punto é L
Riesce E=w, v, vw,ve, e F=m,v o,

2 Inrelazione a una partita di ealcio tra le squadre A e B abbiamo descritto il
risultato in modo sintetico mediante la partizione {®,=A vince, wy=la
partita termina in paritd, @, =A perde} ¢ in modo analitico mediante la
partizione numerabile di eventi elementari (i -] = la partita termina col
risultato di i a j, i per A e j per B, i,j € N (2.1.1 Esempio 3). La seconda
partizione & piti fine della prima, perché se si conosce il risultato numerico
della partita, si conosce anche quello sintetico. Lo si pud giustificare
formalmente usando la caratterizzazione del Teorema 6.1.3. Infatti, ogni
caso elementare [i-j] implica uno dei tre casi elementari della prima
partizione. Precisamente: implica @, se i >j, 0y se i=j, @, se i<j. [ casi
elementari @,;, Wy, ®,, in quanto logicamente dipendenti dalla seconda
partizione, sono poi somme logiche di suoi eventi elementari. Riesce
allora; @y =V 7, li-i), @, =V 75 [i-j], 0,=V 7 li-jl.

3 Con riferimento a una estrazione del lotto sulla ruota di Venezia abbiamo
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introdotto la partizione {®,, ..., @y}, ©; = il prime estratto ¢ i, per
descrivere il primo estratto (4.1.1 Esempio 1) e altre due partizioni per
descrivere 'estrazione completa in cinquine non ordinate (4.1.1 Esempio 2)
¢ ordinate (4.1.1 Esempio 5), che qui indichiamo nell'ordine con e F',

La partizione P' & piu fine sia della partizione {®@,, ..., @,,} sia della
partizione P. Anche in questo caso la giustificazione formale pud essere
data via caratterizzazione (Teorema 6.1.3). In termini meno formali, basta
osservare che la conoscenza della cinquina erdinata estratta — di un evento
elementare di P’ — implica la conoscenza del primo estratto — di un evento
elementare di {w, , ..., @y} — e dei cingue numeri estratti — di un evento
elementare di P —. Ogni evento elementare di {@,, ..., @y} & somma
logica poi delle (89), cinquine ordinate che hanno % al primo posto.
L'evento elementare cherdescrivelarcinguina non ordinata formata dai
numeri n,, ..., n; ¢ invece somma logica dei 5! eventi elementari che
descrivono le cinquine ordinate che si ottengono permutando tali numeri.

Le partizioni {®,, ..., @,,} € £ non sono piu fini l'una dell'altra. La
prima non pud esserlo perché {@,, ... . @g} ha cardinalith minore di
quella di P (6.1.1Nota) = 90 contro (93 ) —. La seconda non & pidt fine della
prima, perché conoscere i 5 numeri estratti, ma non l'ordine d'estrazione,
non implica la conoscenza del primo estratto — uno qualunque dei 5 numeri
estratti pud essere il primo—.

6.2 Partizione prodotto

Quando si sceglie di descrivere l'incertezza mediante
partizioni, capita spesso di introdurne pidt di una, subito o in
momenti diversi, e di avere in seguito I'esigenza di affinare la
descrizione per fare in modo che gli eventi logicamente dipen-
denti dalle singole partiziont trovino un quadro di riferimento
comune. Si tratta di una modalitd di descrizione che abbiamo gia
incontrato in precedenza, senza peraltro sottolinearla. Come ad
esempio nel caso del lancio di n dadi (4.1.1 Esempio 8, per n=2)
ove l'esito del lancio & I'n-pla dei risultati realizzati indi-
vidualmente da ciascun dado. Oppure come in quello del
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gioco del lotto (4.1.1 Esempio 5}, in cui l'esito dell'estrazione &
la cinguina che si ottiene componendo | rsulati di cingue
estrazioni di wn numero per volta. In entrambi gli csempi si
pud pensare di descrivere in un primo momento i risultati
individuali con pariizioni distinte, ¢ solo dopa il risultato globale
mediante gli eventi dell'insieme prodoto delle singole partizioni
(3.2.2 Netaziond). Questo insieme nisponde positivamente all'esi-
genza dichiarata sopra, perché si prova = lo vedremo tra poco =
che gh insiemi prodotio di partizioni sono partirioni pid fin
delle loro partizioni componenti, ¢ come tali sono allora in
grado di descrivere tutto quanio & descrivibile da queste ultime
singolarmente (Teorema 6.1.4).

I due esempi ;
partizione prodolto
numero finite di part
introdurremo perd la
contesto del o ge
qualungue, senza por
degli insiemi né su qud

mollo particolari di
iene generata da un
inita ¢ uguale. Noi
one prodotto in un
&-l!‘.’ siemi di partizioni
Zione né sulla cardinaliti
ont ghe li costituiscona, E
possibile farlo, perché m caso dei due esempi
vale in generale. Ovy .tud el _UANTD alferma il prossimo
teorema, l'insicme pnﬁdhﬂuﬂﬂhnjziuui di un qualsivoglia

insieme & ung pnrﬁaicplﬂ‘ w tte le partizioni compo-
nenti, in grado perci :.uay:,m erd gli eventi logicamente
dipendenti da ciascuna diless& BEGHE di un risultato fondamen-
tale sia dal punto di vista operativo sia da quello metodologico.
Per quel che concerne [aspetto metodologico, esso dice in
sostanza che se varie situazioni di incentezza vengono descrilte
separstamente mediante partizioni, & sempre possibile trovare il
modo di descrivere la sitwazione globale corrispondente
mediante una sola partizione, capace di "assemblare” in un unico
gquadro | [ramment di descrizione prodotl dalle partizioni
singolarmente. L'aspetto operativo risiede invece nell'mdica-
zione di come si fa ad ouenere una di tali partizioni in mado
cosutivo.
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6.2.1 Teorema.

Sia & un insieme di partizioni di Q, @ incluso in P. Allora, gli
insiemi AP e AQ (3.2.2 Notazioni) sono partizioni di Qe AP &
piis fine di AQ, in particolare di ciascuna delle partizioni di P,
ed e la meno fine che gode di guesta proprietd.

D1MOSTRAZIONE.

Se P o & sono vuoti, la tesi € ovvia, perché AP elfo A sono ta partizione
nulla {£2} (3.2.2 Convenzione). Altrimenti, per chiarezza di esposizione
indiciamo & su un insieme di indici /. Poniamo ciod & = {B :iel} e quindi
/\9 = /\iel _'r; = {Aiel a3 C!)LE.PI}

Cominciamo col dimostrare che A& & una partizione. Siano Aoy @; ¢
Aer €; due elementi diversi di A;o; . Allora, per un valore dell'indice
(almeno), diciamo A, riesce oy, # &), & percid wy, A€y, = ¢. Usando le proprieta
di assorbimento, commutativa, associativa del prodotto logico (3.2.5f,¢.h), Ia
wy A€y = ¢ e la proprieta 3.2.5¢, si trova:

(Aer o)A Ny e =lapalAiep olnlepn(Ncred] =
(opnep) Al(Ner o) AN o el = 0n (A o) n(Nere)]=0.

Ne segue che gli elementi di-/N; .4 #5000 a due a due incompatibili. Che la
loro somma logica sia I'evento certo, € poi conseguenza del fatto che esiste
(unico) uno di tali elementi Vero: 'quells che si ottiene scegliendo l'evento
elementare vero di ogni ¥, chesesiste ed & ben determinato in qualunque
partizione (3.4.1 Commento). Cid prova ¢he Tinsieme AP = A;o; ¥ & una
partizione. Ma resta cosi provato che anche A & una partizione (ovvio).

Mostriamo ora che AP & pid fine di AJ. Scriviamo per questo in forma
indiciata anche @. Siha @={R :ie '}, A8 = (A;op w;: w;e B}, con
I'< I Fissiamo ora A< @, generico caso elementare di A&, Allora riesce:
Nigl @i =Ny Opn(Njepp o)), e quindi (Ao @) = (Njep &)
e A NG (3.3.20). Per il Teorema 6.1.3 segue l'asserto,

Per completare la dimosirazione basta ancora provare che se una partizione F
& pitt fine di ogni 2, i e I, allora essa & anche pidl fine di Ao, F. In questa
ipotesi, infatti, usando ancora la caratterizzazione delle partizioni piti fini, si ha
che scelto we P, per ogni i € ] esiste un w; € ¥ tale che w= ;. Ne segue
(3320 @= Ny w; e Ajoq P e percid ¥ & pid fine di Aoy B, come
volevasi. La prova ¢ cosi completa. u
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6.2.2 Definizione. Partizione prodotto.

Sia & un insieme di partizioni, & incluso in &. Allora la parti-
zione AP & detta partizione prodotio - AP = [ Q) se P ¢
vuoto —. Inoltre, a ogni P € P si da il nome di partizione
marginale di AP e quello di partizione marginale di
ordine superiore a ogni AQ quando @ c P ha cardinalita
superiore a 1 (di ordine n a quelle del tipo P, A ... A B).

CoMMENTO.

Con la terminologia introdotta con 1a presente definizione e tenuto conto del
precedente teorema abbiamorche

La partizione prodotto e pil: fine di tutte le sue partizioni marginali e la
meno fine che gode di questa proprietd.

COMPLEMENTO.

I costituenti delle partizioni marginali, in quanto logicamente dipendenti dalla
partizione prodotto, sono somma logica dei costituenti di quest'ultima che 1i
implicano (Teorema 3.4.3). Cosi, se per esempio ..., l_Pn sono partizioni
ed e;e P, si ha (3.2.5¢,i):

e, =e,n=e AM(FPn...nBo=Vie A A AE)]
Vierw A liAmtione B w,e By

11 costituente e, si ottiene dunque ‘come somma logica dei costituenti di
Ha ... AP, che contengono ¢, tra i loro componenti. Tali costituenti sono
tutti impossibili se €, & il costituente impossibile. Altrimenti, essendo €,
logicamente dipendente dalla partizione P, A ... A, essi sono la foralita degli
eventi elementari di tipo 1 rispetto €, (n° 3.4.2) ed eventualmente il costituente
impossibile — magari rappresentato da pili costituenti —. Cosa che si verifica
anche direttamente osservando che se l'evento elementare @, A ... A, di
Bn.. AP, implicae,, allorae, A@yA... AW, =Wy A... AGY, (3.3.2f), ecid
accade se e solo se ¢, = @,.

11 discorso si estende ai costituenti delle partizioni marginali di ordine
superiore. Ad esempio, se €, ne,€ P A F,, si ha

e ne,=Vie,nen(Bn . ABD]

In generale, se 2 & un insieme di partizioni, GcPedee /\@, si ha:
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e=eAVIANE-B)=Viea(ANP -]

Nora. Cardinalita della partizione prodotro di partizioni finite,

Se le partizioni B, . ... , P, hanno cardinalita finita n, , ... , n,, allora i cosi-
tuenti della loro partizione prodotto ¥, A ... A5 sono in numero di n,x...x7,,
poiché sono r, le scelte possibili di @, in ¥, ... ,n, quelle di @, in P, che
servono per costruire il costituente @, A ... A @,., che pud essere possibile o
no. Poiché la partizione prodotto & pili fine delle sue marginali, il numero dei
suoi costituenti possibili (eventi elementari) non pud comunque essere
inferiore al massimo degli n;, i=1,...,r. Al limite. se le partizioni sono
uguali di cardinalitan, B =... =¥ = P, allora X A ... A, =P~ come
facilmente si verifica (vedi anche prossimo 6.2.3 Teorema, d) — ¢ percid i costi-
tuenti sono n' ed n soltanio gli eventi elementari.

Esemel.

1 Conriferimento all'estrazione del lotto su una ruota, indichiamo con H, la
partizione in eventi elementari (X, =n) = I71-esimo numero della cinguina
estratta é n,n=1,...,90e h=1,....,5 Abbiamo dunque 5 partizioni di
90 eventi elementari clascuna. Il generico costituente della partizione
prodotio P, A ... A P, ¢ datoda /\h— (X),=nyp) = esce la cinquina ordinata
(n;,...,n3), p0351bﬂe solo-se pynuineri n, , ... ,ny sono a due a due
distinti. Il numero dei costituenti & 90° e, come sappiamo, quello degli
eventi elementari & (90}s.

2 Con riferimento al lancio di due dadi distinguibili, uno bianco ¢ 'altro
rosso, indichiamo con ¥ la partizione in eventi elementari (B=h) = il
punto realizzato dal dado bianco é h e con B quella in eventi elementari
(R=h) =il punto realizzato dal dado rosso é h, h=1 , ..., 6. Il generico
costituente della partizione prodotto By A ¥ & allora dato da (B=i) A
(R=J) = il punto realizzato dalla coppia di dadi é (i, j). Contrariamente
all'esempio precedente, ora ogni costituente risulta possibile. Il numero
degli eventi elementari & allora pari a quello dei costituenti ed & 6 =36. Li
troviamo rappresentati in Fig. 82 dai punti di coordinate naturali messi in
evidenza in grassetto.

Glieventi B=h,R=h, h=1,....6, sono loglcamente dipendenti dalla
partizione prodotto AN A R;esce (B=h)= \/ -, (B=haR=1),
(R=h)=V"$ i=1 (B—z/\R h). Con riferimento alla rappresentazione della
partizione F; A 1By (Fig. 8a), B=h & somma logica degli eventi elementari
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di ¥ A B, rappresentati con i punti (4,1),...,(h,6) che stanno sulla
verticale passante per il punto di ascissa A. Analogamente R=~A ¢ rappre-
sentato dai sei punti che stanno sulla orizzontale relativa al punto di

ordinata A.

F r VoA

6 + + 6 *

5 5

4 4

3 3

2 2

1 4 1
12345 6.0 b 2dede5 6 7 8 9 101112 O
a) BaF b) P.AE

Figura 8 — Rappresentazione di partizioni collegate
con i punti realizzati da due dadi

Indichiamo ora con ?s la partizione in eventi elementari (S=#n) = la
somma dei punti realizzati dai due dadive n,n=2,...,12. Essi sono
logicamente dipendenti dalla pariizione prodotto By A 1 Fy & percid una
partizione meno fine della partizione £, A Y (Definizione 6.1.1). Gii
eventi elementari di Py sonorappresentati in F; A By — nel quadrato di
Fig. 8a — dagli insiemi @i pjunii che.stanno sulle parallele alla diagonale
principale. Ad esempio, (§=4)=(B=1AR=3)v(B=2AR=2)v
(B=3AR=1) & rappresentatq daipunti®(1,2), (2,2}, (3,1). Consideriamo
ora la partizione prodotio FyA B, 1 cui costituenti sono 11x6 =66. Di essi
perd numerosi sono impossibili. Infatti, quando il dado rosso mostra la
faccia i, il punto somma deve essere compreso tra i+ 1 e i+6; dei 66 costi-
tuenti, altora, solo 36 restano possibili, quelli marcati in grassetto in Fig. 8b.

3 Una colonna della schedina del totocalcio che prevede 13 partite - la sua
descrizione — definisce un evento elementare della partizione prodotto delle
13 partizioni :Pi= {w(,i) , w()i), w(Q“}, i=1,...,13, ciascuna delle quali
descrive 1 tre risultati possibili della relativa partita. Il numero dei costi-
tuenti (delle colonne), tutti eventi elementari, & 313,

4 Nel problema dell'ago di Buffon (5.3.5 Esempio 4). la posizione dell'ago
rispetto alle rette parallele tracciate sul piano, distanziate di 2¢, ¢ stata de-
scritta (ai fini del problema) dando la distanza x del punto medio dell'ago
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dalla retta pil vicina e l'angolo 8 che esso forma con la comune direzione
deﬂe rette. Abbiamo allora che le partizioni B, = {D=d : 0£d<a} ¢

={@=0:0<0<x} descrivono la distanza ¢ 'angolo suddetti. La loro
partizione prodotto [B,A B, descrive la posizione dell'ago rispetto a tali rette.

6.2.3 Complemento. Prodotio di partizion.

Gli elementi della partizione prodotto sono i prodotti logici che si ottengono
operando in turti i modi possibili con i costituenti di assegnate partizioni. La
partizione prodotto pud essere allora vista come il risultato di una operazione
con partizioni, a cui viene naturale dare il nome di prodotto di partizioni.
Si tratta di una operazione che, com'® facile intuire, gode di proprietd anatoghe
a quelle del prodotto logico di ¢venti viste nel Teorema 3.2.5. Alcune di esse
— quelle che si utilizzano con maggiore freguenza — sono riportate nel pros-
simo teorema. Le due prime dell'elenco perdono di significato se al posto delle
partizioni si usano come operandi gli eventi, e non hanno quindi riscontro in
nessuna delle proprietd considerate nel Teorema 3.2.5.

TEOREMA. Proprieta del prodotto di partizioni.

Siano ¥, P' partizioni e {8 : i e I}, {1 ie I} insiemi di partizioni.
Sussistono allora le seguentt pzoprietd, le cui ugnaglianze vanno intese a meno

dell'everto impossibile:

a) se P'e pin fine di P, allore ¥xid'= ¥

b) se .r’1 é plitfine di ¥, per ogni i€ I, allora N B' ¢ piit fine di A1 8
o PAlfN={QIAP=F elemento neutro
d) se _P Pperogniiel allora Nje; P =P assorbimento

e} sel'=1 I' totalmente ordinato, allora N;ey B=N;cp | ¥ commutativa
fisel Ll allora Niepon B = (N, 8) A (Ne, P) associativa

D1voSTRAZIONE,

Prova della a).

Scelti we PP e w'e (P’ poiché P'e pid fine di P si ha: w'= @ o
(aut) @' = o (Definizione 6.1.1). Nel primo caso w'A @= ¢ e nel secondo
®'A @= @ (3.3.2f). Cid basta per concludere iPA P'=F",

Prova della b).
Scelti iefe e;e P, esiste un @; € P tale che ¢; = w; (Teorema 6.1.3).
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Segue: Aoy €;= N w; (3.3.2k). Allora ogni costituente di /\le[ i
implica qualche costituente di A;o; B. Pertanto, A;o; B & pit fine d1
Nier P (Teorema 6.1.3).

Prova della c)
Si ottiene dalla @) ponendo P= {2} e P'=1F, tenendo conto che ogni
partizione & pil {ine della partizione nuila.

Prova della d).

Tutti i componenti de! prodotto logico A;o; @;, generico costituente di
Nt B, sono costituenti di . Esso & allora possibile se e solo se tali
componenti (gli @;) sono uguali, ciod se e solo se riesce @; = we F per ogni
i€l In tal caso si ottiene ;.7 @; = o, (3.2.5/).

Prova della e).
Segue subito dalla proprieta commutativa del prodotto logico (3.2.5g).

Prova della f). )
S1ha/\lehubf ANMEsichuL) = AR iclju P iel,)).
Per la prima delle 3.2.54 lalumo membro si scrive

AR el B rieD= (AR ic DAABick}),

da cui segue la tesi. a

NoTta.

Per semplicita la proprietd ) & stata enunciata con riferimento a due famiglie.
Essa vale con cid ovviamente ancherpersun numero finito qualunque di
famiglie. Ed ¢ facile anzi adatiare la dimostrazione per verificare che la f} vale
pure in corrispondenza di un insieme di famiglie di cardinalita qualsiasi.

Esempio.

Le proprieta associativa e commutativa del prodotto di partizioni possono
tornare utili nella pratica, quando capita di dover costruire in modo esplicito la
partizione prodotto. Esse consentono infatti di eseguire la costruzione per
passi (la prima) e nell'ordine desiderato (la seconda). Illustriamo la questione
con i seguente esempio.

Dieci carte di un mazzo sono numerate da 1 a 10, Con riferimento all'estra-
zione di una di esse, consideriamo i seguenti eventi

E, = il numero estratto é primo
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E, = il numero estratto é un quadrato perfetto
E; = il numero estratto & dispari
E, = il numero estratto é minore di 5

e in loro corrispondenza le partizioni ¥ = {E . E;},i=1,2,3, 4. Scrivendo i
numeri da 1 a 10 su due righe, prima i dispari e poi i pari, e racchiudendoli
entro un rettangolo, si ottiene una rappresentazione delle partizioni P, , ... , P,
mediante due regioni (diagrammi di Venn), a fondo puntinato quelle che
rappresentano £; e a fondo chiaro quelle che rappresentano E ; (Fig. 9).

: 94
2 4 6 810

{Eerj}

34 6 8 10

(EE))

Figura 9 - Rappresentazione delle partizioni B= {E; E;}, i = 1, 2, 3, 4.

Volendo costruire la partizione prodotio P, A B, A B, A B, per gradi e aiutan-
dosi con la rappresentazione coi diagrammi di Venn, conviene procedere, se

135 7]9 1 3[5 719 1135 7]9
2[4 6 810 21416 8 10 214l6 8 10
N PAPAR PAPRAPAE

Figura 10 - Costruzione per passi della partizione P\ a BA EA B,

possibile, usando le partizioni marginalizcherappresentano gli eventi elemen-
tari con regioni connesse. Conviene allora costruire nell'ordine le partizioni
EAR L (BARYAE, (BABABYA L, come illustrato in Fig. 10, ove i
rispettivi eventi elementari sono rappresentati dai rettangoli e quadrati che
suddividono il rettangolo rappresentante £2. Gli eventi elementari della
partizione ¥, A P,A F,A B, sono dunque:

w, = ELANE,AE;AE;, = lacartaestrattaé ]

w, = ELANESAE;ANE, = lacartaestrattae 2

w;, = E,AE,AE;AE; = lacartaestrattaé 3

o, = E,ANE,AE;nE, = lacartaestrattaé4

ws = E,NEy,AE;nE, = lacartaestrattaé 507

w, = E,ANE,AE;AE, = lacartaestrattaé 6080 10

E,ANE,AE;AE,

S
1l

la carta estratta e 9
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6.3 Partizione generata

La nozione di partizione generata da un insieme di eventi
& & caso particolare di quella di partizione prodotto. E cio¢ la
partizione prodotto delle partizioni che si ottengono associando a
ogni evento E € & la sua partizione generata (E,E} (3.4.1 Com-
plemento). Essa merita tuttavia di essere messa in evidenza per
conto proprio, perché riguarda la possibilita di descrivere gl
eventi di ogni insieme mediante partizioni. Introdotta cio€ una
base di eventi & arbitraria (n®3.2.3), & sempre possibile descri-
vere i suoi evenii con una partizione di £2 e la partizione
generata da & ¢ la menoyfine in-grado-di farlo. Il risultato &
analogo — e non pud essere diversamente — a quello visto per le
partizioni di un insieme 2, che (rovano un comune quadro di
riferimento nella partizione prodotto A&. Anzi, esso & corol-
lario del Teorema 6.2.1 e di 6.2.3 Teorema che, adattando la
terminologia al caso particolare — sostituendo I'insieme di parti-
zioni & con l'insieme di eventi & —, vengono assemblati qui
avanti nella Proposizione 6.3.1. Tuttavia, nella sua specificita 1
risultato dice anche qualche.cosa. di nuovo, perché permette di
collegare in ipotesi generali 'approccio alla descrizione dell'in-
certezza di de Finetti ¢on quello classico, nel quale gli eventi
— come sappiamo — vengeno- definiti come sottoinsiemi di una
partizione (di un insieme di alternative). Un primo collegamento
parziale lo abbiamo in verita gia fatto in 3.5.1 Commento, Ove si &
visto che se la base della descrizione & una partizione gli eventi
possono essere identificati con i suoi sottoinsiemi. Vedremo in
questo numero che con Yintroduzione della nozione di partizione
generata il collegamento diventa di validita generale: gli eventi
di un qualunque insiecme possono essere sempre identificati con i
sottoinsiemi di una partizione: con quelli della loro partizione
generata o di qualunque altra pit fine.

La differenza concettuale tra l'approccio di de Finetti e
quello classico tuttavia rimane. La scelta di una partizione come
base della descrizione ¢ infatti un atto preliminare obbligatorio
nell'impostazione classica, perché solo dopo aver introdotto un
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insieme di alternative — eventi di "primo livello” (atomi) —
¢ possibile definire gli altri eventi come sottoinsiemi di tali
alternative. Una scelta siffatta ¢ invece soltanto opzionale
nell'impostazione di de Finetti, in cui gli eventi sono definiti
senza "distinzione di livello” da proposizioni della logica che
possono essere scelte del tutto liberamente, senza dover rispet-
tare cio¢ alcun vincolo di natura logica, com'® quello — per
giunta molto forte — di richiedere che la base della descrizione
sia sempre una partizione.

Cid premesso, la nozione di partizione generata € intro-
dotta dalla seguente proposizione.

6.3.1 Proposizione.  Partizione generata.

Sia & un insieme di eventi. La partizione 2.(8) = N;.e {E ,l::}
¢ la meno fine in grado di descrivere gli eventi di &, cioé la
meno fine tra le partizioni P per cui 8 € &, (F) - [B(8) = {2}
se & ¢ vuoto —. Essa é detta partizione generata dall'insieme
& o dagli eventi di & .

DnvosTrRAZIONE,

Osserviamo preliminarmente che-se.l'evento £ & logicamente dipendente da
una partizione ¥ - Ee &, (¥) -, ¢ tale-anche la sua negazione E. In tal caso
allora la partizione {E, E'} & meno fine — per definizione - di P, Viceversa,
se {E,E} ¢ meno fine di P, allora {¢.E.E. Q) =& ((E,EHc & ()
(3.4.3 Nota, Teorema 6.1.4), e quindi £ & (P). _

Cio visto, si ha allora che € = & (P,(&€)), perché {E,E} ¢ meno fine
di [P.(&) per ogni Ec & (Teorema 6.2.1) — prima parte dell'enunciato —
echese S A (), P{8)=A e {E,E}émenofinedi Apg P=P
(6.2.3 Teorema, b,d) — seconda parte dell'enunciato —. Segue la tesi. =

COMPLEMENTO.

Come accade in generale per le partizioni prodotto, anche le partizioni generate
possono essere costruite per gradi usando le proprieta commutativa ¢ associa-
tiva di 6.2.3 Teorema. Dati gli insiemi di eventi € e &, la proprieta associativa
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{6.2.3 Teorema, £ adattata alle partizioni del tipo {E, E} diventa
Npeeug (E.E}=(Npee LE,ED A (Apeg {EE]),
che tradotta nella notazione delle partizioni generate si scrive:
ReuF) = R(e)A B(#).

La partizione generata dall'unione di & e & si pud dunque ottenere costruendo
prima separatamente le partizioni generate dai due insiemi componenti ¢
trovando poi la loro partizione prodotto. 1l risultato si estende naturalmente
alle unioni finite e, come segnalato in 6.2.3 Neta, anche alle unioni di cardina-
lita qualsiasi. La proprieta associativa ci garantisce poi che, ripartito l'insieme
in un modo qualunque, per trovare la sua partizione generata si possono
eseguire le composizioni parziali in qualsivoglia ordine.

Sempre al fine di agevolare la costruzione della partizione generata, & utile
osservare che le partizioni associate agli eventi dell'insieme —& coincidono
con quelle associate aglileventi di &. Pill in generale, cid accade per le
partizioni di ogni insieme €' ottenuto da &€ sostituendo parte dei suoi eventi
con le loro negazioni. Pertanto riesce [B.(-8) = P (&)= F;(&").

NoT1azioNE.

Come appare dalla definizione di B.(&), per costruire la partizione generata
dagli eventi dell'insieme & bisogna scegliere in ciascuna delle partizioni
(E.E } T'evento o la sua negazione. E utile allora introdurre una notazione ad
hoc per indicare genericamente tali sceite./Actal fine, in corrispondenza a un
evento £ scriveremo E’ (anche E") ¢ol'significato di E'=F o (aut) E'= E. 1
generico costituente della partizione prodotto Ap.e (£, E } si indica allora
col simbolo Ag. e F', nel quale ciascuno degli apici pud essere scelto in uno
dei due modi sopra indicati. In una data scelta 'apice del generico evento
E e & sard o cancellato o sostituito con la soprallineatura . Usando questa
notazione la partizione generata si pud anche scrivere:

P(8)) = {Agce E': per ogni scelta degli apici '} 9)

Siamo ora in grado di dimostrare l'importante risultato
anticipato in 3.2.4Nota, ovvero che l'insieme degli eventi
composti con gli eventi di un insieme & coincide con quello
degli eventi logicamente dipendenti dal medesimo insieme.
Sussiste infatti il seguente teorema.
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6.3.2 Teorema. Eventi logicamente dipendenti da &.

Sia & un insieme di eventi. Allora linsieme degli eventi logica-
mente dipendenti da &, $&,(8), é uguale all'insieme degli eventi
logicamente dipendenti da [P,(8), L,(E.(&)), e a quello degli
eventi composti di base &, G (&).

In simboli: A,(8)= &, (E(8)) = C(&).

DviosTrRAZIONE.

Gli eventi elementari di B,(&) corrispondono alle ipotesi ammissibili
(nf, 3.2.4 e 3.4.2) per gli eventi di F;(&). Essendo tali eventi elementari del
tipo Apc @ E' essi sono anche interpretabili come le ipotesi ammissibili per i
valori logici degli eventi di €. Segue allora &, (£,(8)) = &,(&), ovvero la
prima parte della tesi.

Per la seconda parte ricordiamo intanto che l'inclusione degli eventi composti
di base & in & (&) & gia stata messa in luce in 3.2.4 Noza. L'inclusione
inversa & conseguenza invege del fatto che ognievento di &£,(&) =&, (#,(8))
¢ un evento composto di base &, in quanto somma logica di costituenti di
FL(8) (Teorema 3.4.3), ovvero di prodotti logici del tipo Ap.e £ =

CoroLLARIO.

Gli eventi composti di base & si'possono rappresentare in forma canonica
come somma di costituenti di [BL€) i costruzione dell'insieme degli eventi
composti di base € si esaurisce-percio al terzo passo operativo (n°3.2.3). In
particolare si ha che se la'base ¢ finita, €={E, ..., E,}, allora & (&) ¢
finita di cardinalita 2°, s<2".

DinMOSTRAZIONE,

La prima parte dell'enunciato & ovvia conseguenza del teorema attuale e del
Teorema 3.4.3. Per quel che riguarda la seconda, osserviamo che al primo passo
della costruzione degli eventi composti (n°3.2.3) si ottiene §U-§ &, al
secondo la partizione #,(8) = {Agcg E': per ogni scelta degli apici '} <&,
e al terzo infine tutte le possibili somme logiche di costituenti Apc e E
di B,(&), ciot B (F,(€)) = &;. Segue la tesi, perché per il teorema appena
provato & (&) =& (L&) =C.(&).

Circa la cardinalita di &, (&) quando 1a base & & finita, osserviamo che sono
2" i costituenti di B.((E,, ..., E,})={E,.E,} n ... A{E, ,E,} — perché si
ottengono scegliendo in tutti i modi possibili un elemento in ciascuna delle n
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partizioni marginali {E;,E;} — e sono percid s i non impossibili, 1 <s<2". =

()SSERVAZIONE.

In 3.5.1 Commento, dedicato alla rappresentazione insiemistica degli eventi,
abbiamo denunciato come difetio della definizione di evento nell'impostazione
classica di Kolmogorov la necessita di dover introdurre una preventiva
partizione dell'evento certo in eventi atomici, da cui partire per costruire gli
eventi come loro sottoinsiemi. Pud sembrare a questo punto che quel giudizio
critico possa essere rivisto, dal momento che & sempre possibile descrivere gli
eventi di un qualunque insieme & come somma di costituenti di una partizione:
la partizione generata &,(&) o altra di essa pill fine. In realtd, la nozione di
partizione generata da un qualungue insieme di eventi — definiti da un insieme
di proposizioni arbitraric +ha'senso solo nell'impostazione logica qui adottata
e non nella classica. In tale impostazione. infatti, la nozione di partizione
generata da un insieme di eventi & priva di significato se prima non viene
introdotta una partizione ambicnte in eventi atomici.

NOTAZIONE.

Al posto della notazione prevista in generale per scrivere le partizioni marginali
di una partizione prodotto (6.2.2 Complemento), useremo qui il simbolo Vv
seguito da un prodotto logico di eventi, tutti o in parte con apice ' (6.3.1 Nota-
zione), per indicare la somma logi¢d dogli eventi (dei prodotti logici) che si
ottengono scegliendo in tutii i modi possibili gli apici ' presenti. Useremo
questa convenzione principalmente nebcaso finito. Se §={E,.... ,E,}, ad
esempio si ha:

VYNE A AE)=1,

VAE NE A AE)=E ANV (E) A AE)=E,AQ2=E|,
VNE NESN o NE  ANE)=(E,NE)ANVY(E A AE,_ )=
ENE,AQ=E,AF,

e simili. Inoltre, per semplicita di notazione scriveremo spesso By(E, , ..., E,)

al posto di Z'-’G( {E,....,E,}), come vorrebbe la notazione sin qui adoperata.

La V(E/ A ... AE)) = Qpresenta l'evento certo come somma dei costituenti
dellapartizione B (E,,...,E) = {E;,E,} A... AlE,,E,}, che sono in numero
di 2", come visto nella dimostrazione del corollario qui sopra. L'evento £, &
logicamente dipendente dalla partizione ¥,(E ;) = {E,, E,}, mentre E,A E,
& logicamente dipendente dalla partizione F;(E, ,E,) = {E,AE,, E AE,,
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E,AE,, E ;A E,}. Pertanto, essi sono logicamente dipendenti anche dalla
partizione E(E,. ..., E,), pid fine di B (E)) ¢ E,(F,,E,), e le uguaglianze

E =NVYEANE AN AE), EAE,=NYE AEAn...AE_AE,)

rappresentano tali eventi in forma canonica nelta descrizione secondo guest'ul-
tima partizione. Come somma dei 2"/ costituenti del tipo E,AE; A ... A E,
che implicano E, — eventi elementari di tipo | per E, quelli possibili - e,
rispettivamente, dei 2"7? costituenti del tipo E,AEy A ... A E,_, A E, che
implicano E, A E,, — eventi elementari di tipo 1 per £, A E,, i possibili —.

Poiché IB.(®) ¢ la partizione meno fine in grado di
descrivere gli eventi di B, l'uguaglianza & (%)=&, (X4(]))
lascia intendere che l'insieme degli eventi logicamente indi-
pendenti da B — o quello degli eventi composti, & lo stesso —
rappresenta il limite della descrivibilita dell'incertezza mediante
gli eventi di 8B (la questione & gia stata trattata succintamente in
3.2.4 Nota). L'ugunaglianza lascia intendere cioé che per descri-
vere anche un solo evento non logicamente dipendente da B
bisogna ampliare la descrizione, includendo ad esempio tale
evento nella base B e costruendo 1a corrispondente partizione
generata. Questa affermazionel intuitiva trova conferma nel
seguente teorema.

6.3.3 Teorema. Limite di descrivibilita con base di eventi B.

Siano B e & insiemi di eventi. Allora [B.(Bw &) ¢ pin fine di
B.(B) e riesce B(BUE) = BAB) se e s0lo se § A (B).

Di1MOSTRAZIONE.
LaP(B)=A{{E.E}:EcB} ¢unapartizione marginale, e percid pit fine,
della partizione B(BU &)= A{{E.E}:EcBUE&} (Teorema 6.2.1). Cid

prova la prima parte del teorema.

Passando al secondo punto, sia E & & non logicamente dipendente da 8,
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Allora esso ¢ descrivibile da B, (B &) e non descrivibile da F,(%). Le due
partizioni sono percid diverse.

Viceversa, sia § © & (B). Per il Teorema 6.3.2 tutti gli eventi composti con
gli eventi di 8, in particolare quelli di B &, sono descritti dalla partizione
E,(B). Poiché B(BU &) & la partizione meno fine in grado di descrivere gli
eventi di 8w & (Proposizione 6.3.1), segue allora che F.(B) & pii fine di
F(BUE). Per quanto visto sopra riesce anche B.(®) meno fine di B (Bu &)

e quindi F,(Bw &) =E(B) in virth di 6.1.3 Proposizione. n
Cororrario 1. Conservazione della descrizione per affinamento

della base di eventi,
Se B e B' sono due insiemi di eventitali che B B', si ha A (B) = A, (B").

DIMOSTRAZIONE.

Riesce F,(®) meno fine dis F.(®B") per il teorema ora dimostrato, quindi
A (B#) A (B,(2") per il Teorema 6.1.4 € daqui & (B)c & (B
per il Teorema 6.3.2. L]

CoroLLARIO 2.
Sia B un insieme di eventi.| Allora riesce I0(£.,(B)) = P.(B).

DmnviosTraZIONE.

Sihasd (B)=BU L (B)elquindi B (4 ,.(3)=EBud (3) =F(B).n

NoTa.

L'importanza teorica del teorema ¢ — piltt ancora — del suo Corollario 1 &
gia stata sottolineata pili volte ed & ora messa in evidenza dai rispettivi
titoli. Qui interessa segnalare ancora l'interesse pratico del teorema. Dovendo
determinare la partizione generata da un insieme di eventi & se si riconosce
che gli eventi di un suo sottoinsieme & sono logicamente dipendenti da &
— tipicamente se tali eventi sono eventi composti con eventi di & —, basta
allora determinare la partizione generata da &-&. Si vedano in proposito gli
Esempi 3,7 del n° 6.3.5.

Anche il prossimo teorema — che fornisce una caraiterizzazione della partizione
generata —, olire che di interesse teorico, risuita molto utile in pratica per
semplificare la ricerca delle partizioni generate di certi insiemi di eventi, come
ad esempio per quelle degli Esempi 7 e 8 del §7.5.
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6.3.4 Teorema. Caratterizzazione della partizione generata.

Sia & un insieme di eventi e P una partizione di 2. Allora, [P
¢ la partizione generata da &8 se e solo se § ¢ & (P) e
i costituenti di [P sono eventi composti di base 8 (¢ [P < C,(8)).

DIMOSTRAZIONE.

Prova della necessita.

Riesce € c & (&)= & (F,(8)) - l'inclusione per definizione di logica
dipendenza e l'nguaglianza per il Teorema 6.3.2 — Inoltre, E“’G(éf J=C(€)in
quanto insieme di eventi composti di base & — dei prodotti Ag. g £, come
messo in evidenza nella (9) —. Percid, se [P = P.(&) sussistono le due
inclusioni previste dal teorema e ¢id prova che esse sono necessarie affinché
P sia la partizione generata da &.

Prova della sufficienza.

Da & c A (P), segue [P pinr fine di B.(&) per il significato di partizione
generata {Proposizione 6.3.1). Da P c C (&)= & (F,(&)) segue che i
costituenti di P sono logicamente dipendenti da B.(&), e quindi F & anche
meno fine di ¥(&) (Definizione 6.1.1). Si ha-percid P = (&) come asserito
(6.1.3 Propoasizione). ]

COROLLARIO.

Sia (E});; una famiglia di‘eventi e ¥ una partizione di Q. Allora, P ¢ la
partizione generata dalla femiglia (Epjse i se e solo se l'immagine di questa,
&={E;:iel}, éinclusa in & (IP) e ogni costituente di V' é un evento
compaosto di base &.

6.3.5 Esempi.

1 Trovare la partizione generata dagli eventi E; E,: (1} se E, e E, sono
incompatibili, (i) se £, = E,.
In generale riesce FL(E,,E,) = {E,AEy,E;~nE, E,nE,,E,AE,}.
Nei due casi particolari si ha:

(i) Lacondizione E; AE,=¢ ¢ equivalente alle £, =E, E,=E, , da cui si
ricava E,AE,=E,;, E,~nE,;=E,. Segue: Po(E, E,)={E, E,,E;nE,}.
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(i)

)

(id)

La condizione £, = E, & equivalente alla E .= _I:: ;- Dalla prima segue
E,NE,=E ;e E,nE,=¢; dalla seconda £, A E,= E,. Riesce allora
H(E EN)={E,,E,AE,.E,}.

Da un'urna contenente 4 palline bianche e 6 rosse si eseguono estrazioni
Senza rimessa {reimbussolamento). Pesto E;=la pallina estratta
nell'iesiima estrazione é bianca, si determinine le seguenti partizioni:

() BAE,,....E), (i) BE,. .., E;), (i) PE,, ..., Ey).

Osserviamo preliminarmente che per ogni 7 in ciascuno dei prodotti logici
E/ A ... A £, il numero delle affermazieni ny, (delle negazioni #,.) non
pud superare né 4 (6) né n (n), e che riesce ny+n,.=n. Si ha ciog
np<4, ny<n;n,.=np=np<epn=npS<novvero npz2n-6, 1,20,
Riassumendo deve pereid essere ny, +1,=#,

max(0,n-6)<np<min(d,n), max(0,n-4)<n,.<min {6_,11). ‘

Per n =4, si ha: max(0.-2) 2 np <min(4.4), max(0,0)<n,. <
min{6,4), ovvero 0 <n;, <4, 0<n,.< 4. Pertanto, rispettato il vincolo
np+n,.=4, i numeri delle atfermazioni e delle negazioni possono essere
scelti tra O e 4 in modo arbitrario. I 2*=16 costituenti di ‘:’-’G(E PR 2
$ono ciod tutti possibili.

Procedendo come nel caso precedente, ma conn=>5,si trova0<n, <4,
1 <n, <35, Pertanto, ora almeno un evenio deve essere negato, mentre gli
altri 4 possono essere arbitrariamente affermat o negati {rispettando ov-
viamente la condizioneny, #7,.= 5). Segue allora che E;AE,AE;AE A Es
¢ l'unico costituente impossibile. Tl numero di eventi elementari della
partizione F(E, , ..., E,) & percid 2° - 1 =31,

(iii) Per n=7 sitrova 1 £np<4, 3<n,<6. Quindi, almeno un evento deve

essere affermato e tre negati. I rimanenti tre possono essere affermati o
negati a piacere. Anche in questo caso i costituenti di B(E, , ..., E;) non
sono tutti possibili. Quelli possibili, nei 7 posti disponibili hanno da una a

quatiro affermazioni, e il loro numero & percio (;") + (g) + (Z) + (Z) =98.

Gli eventi E,  E, sono esaustivi ¢ 'evento E; implica E;AE,. Trovare la
partizione generata dall'insieme di eventi |E;,E; . E;, 7 (E;nE)VES,

E,nE L}

Poiché ~(E,AE,)vE;e E, A E;sono eventi composticon E; , E,, E;,
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riesce B(E, By By~ (E,AE)VE; E AE) = BJE,E, ,E;) (Teore-
ma 6.3.3). Per rispondere al quesito & sufficiente atlora trovare la
partizione generata da E, E,,E,. Osserviamo intanto, a tal fine, che la
condizione E; v E, = Qequivale a E, ~ E,=¢, e quindi che i costituenti
Ei AE,AE;e E, A E,A E, sono impossibili. La condizione E; = E; A E,
¢ poi equivalente alle due implicazioni £, =E, e E; = F,. Dalla prima di
esse si ottiene E;A E ;= ¢ e quindi che E, AEZ/\Ej ¢ impossibile, dalla
seconda che & impossibile £, A E, A E,. Pertanto, sono 4 i costituenti
sicuramente impossibili. Senza altre ipotesi gli altri 4 possono essere tutti
possibili. Quindi si ha:

PUE, By E) = {E\AEAE; E,AEsn Ej EynEAE S, EIAEZAE3}.

Tenuto conto delle tre implicazioni E; = E, AE;, E = E P E = E
ultime due equwa}entl alle E;=>F e e L;=E,, nspetuvamente —, siricava

E AE;nE;=E;, E,A Ej— E,. E,n E;=E,. Sipud allora scrivere,
in forma semplificata:

P (E; E,,Ey) = {Ej . E,AE;AE E NE,, E, AE,}.

4 Con riferimento all'esempio precedenze si esprimanc come SOmMma
logica di costituenti della partizione Ps(Er+E,  E ;) gli eventi E, , E ;,
E,AE;,~(E,AE))VE;.

Osserviamo preliminarmente ¢he gli eventi esprimibili come somma
logica di costitnenti della partizione PA(E,, E,, E;) sono tutti e soli quelli
logicamente dipendenti da essa {(Teorema 3.4.3) e coincidono con gli
eventi composti con componenn ol ed E; (Teorema 6.3.2). Cio
garantisce che glieventi ££,, E ;. £, A Ej,ﬂ(E /\EQ)VE sono tutti quat-
tro esprimibili come somma di costituenti di ¥(E,,E,, E;): di quelli che
li implicano.

I costituenti che implicano E, sono quelli che hanno nel loro prodotto
logico E, affermato, ovvero i primi tre. Nella scrittura semplificata di
B.(E,.E,.E;), E, appare esplicitamente nel secondo e terzo, mentre nel
primo & sottinteso. B evidente che la scrittura dei costituenti in forma
semplificata rappresenta un'insidia quando si deve decidere se un
costituenti implica un dato evento. Per evitare errori, conviene riferirsi
alla scrittura non semplificata per decidere quali costituenti implicano
'evento da rappresentare ¢ usare la scrittura semplificata — se si vuole —
per esprimerio in forma canonica. Cosi andiamo a fare sia per I'evento E,
che stiamo esaminando sia per ghi altri tre che siamo chiamati ad esprime
in forma canonica. Allora si ha:
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E, Ezv(EANE,AEDVIE AES),

E, = (E,AEAE)V(E, AENV(E AE,),
E,AE, = (E,AE,AENV(E,AES),
~(E,AE)WE; = EvE,VE, = (E,AE)V(EAE)VE,.

Mostrare che la partizione generata dall'insieme {E; 1 icl} di eventi a
due a due incompatibili é {E; 1 iel}u |-V, E;}.

Basta osservare che {E;: iel}u{=V;.; E;} & una partizione (ovvio),
che {E; : i€} & un suo sottoinsieme e che i suoi costituenti sono eventi
composti con gli eventi di {E;: iel} (Teorema 6.3.4).

Mostrare che la parfizione generata da una partizione e la partizione
medesima. In simboli, se P'é una partizione, allora riesce B {P) = P,

Caso particolare dell'esempio precedente.

Con riferimenio al lancio di un dado trovare la partizione generata dai
seguenti eventi:

A = il punto realizzato dal dado é 2

B = il punto realizzato dal dado é primo

C = il punto realizzato dal dado & pari

D = il punto realizzato dal dado é minore di 5

Usando per gli eventi la notazione. insiemistica abbiamo:

A=1{2), B=11,2,3,5},C=1{2,4,6},D=1{1,2,3,4},
A={1,3,4,5,6},B=1{4,6}, C={1,3,5},D ={5,6).

Cio premesso, andiamo a costruire la partizione generata per gradi usando
le proprieta di 6.2.3 Teorema € tenendo conto che A implica gli altri tre
eventi. Cominciamo allora con la partizione generata da A ¢ B. Poiché
A=B siha PL(A,B)={A,AAB,B} = {{2).,{1.3.5}, {4, 61}
(Esempzo 1 qui sopra}. Come si vede riesce C=A AB e quindisi ha
che C — e percid C - sono logicamente dipendenti da P,(A , B). Segue al-
lora ¥.(A.B,C) = B(A,B) (Teorema 6.3.3) e quindi F;(A ,B,C,D)
= P.(A,B,D). Basta percid determinare questultima partizione. Si trova:

FHA.B.D)= B(A . ByA{D.D } = {{2}.{1.3, 5} [4,61} A
{11,2,3,4}. {5,611} = {{2},{1,3}.{4}.(5).{6} }.
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6.4 Partizioni ed eventi logicamente
indipendenti

La nozione di partizione prodotto & stata introdotta senza
porre vincoli sulle partizioni marginali, che possono percio
contenere o no il costituente impossibile. E sufficiente che una di
esse lo contenga, affinché esso sia contenuto anche nella parti-
zione prodotto. Come messo in evidenza in 6.2.2 Esempi, s¢ la
descrizione ¢ fatta invece mediante partizioni marginali in eventi
elementari, i costituenti della loro partizione prodotto possono
essere tutti possibili (Esempi 2, 3, 4) oppure no (Esempi 1, 2).

Nel primo casp, fissata una parte dei componenti del
prodotto logico che descrive un costituente, ogni suo completa-
mento ottenuto scegliendo a piacere 1 compenenti mancanti da
luogo a costituenti possibili. In termini logici si ha dunque che la
conoscenza degli eventi elementari veri di una parte delle
partizioni marginali non consente didedurre nulla sul valore
logico degli eventi elementari delle partizioni marginali
rimanenti. Ad esempio, nel caso del lancio dei due dadi colorati
(6.2.2 Esempio 2), la conoscenza del punto realizzato dal dado
bianco (rosso} non consente di'dire nulla sul punto realizzato
dal dado rosso (bianco)./Nel case della schedina del totocalcio
(6.2.2 Esempio 3), conoscere il risultato di una parte delle partite
non consente di dire nulla sui risultati delie altre, che per tutte
rimangono tutti tre possibili. Nel problema dell'ago di Buffon
(6.2.2 Esempio 4), la conoscenza della distanza del punto medio
dalla retta pilt vicina non pone vincoli sull'angolo che I'ago
forma con la direzione delle rette; e viceversa.

Nel secondo caso, la presenza di costituenti impossibili
nella partizione prodotto — anche uno solo — denuncia invece
l'esistenza di gualche legame logico tra gli eventi elementari
delle partizioni marginali. Nel caso dell'estrazione del lotto
(6.2.2 Esempio 1), sapere qual & il primo o altro numero estratto
della cinquina permette di escludere che esso venga estratto
negli altri quattro posti. In altri termini, il costituente
(X;=n) A ... A(Xs5=n5) ¢ impossibile se n;, ... ,ns 000 SONO
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diversi a due a due. Nel caso del lancio dei due dadi colorati
(6.2.2 Esempio 2), la conoscenza del punto realizzato da uno dei
due dadi condiziona la conoscenza del punto somma. Sapere ad
esempio che il punto realizzato dal dado rosso & 2 permette di
dire che il punto somma deve essere compreso tra 3 ¢ 8.

Queste osservazioni suggeriscono la seguente definizione,

6.4.1 Definizione. Partizioni logicamente indipendenti.

Sia & un insieme di partizioni non vuoto e P={P°: P P},
Diremo che le partizioni di & sono logicamente indipen-
denti se tutti i costituenti della partizione prodotto AP non
sono impossibili — possibili (casi elementari) se P={{Q} -

Nora.

La definizione di logica indipendenza delle pastizioni di un insieme coglie il
significato illustrato con gli esermpi richiamati in premessa solo se l'insieme &
¢ costituito da almeno due partizioni, perche sola allora ¢ e possibile mettere a
confronto i costituenti di die partizioni marginali di AP? 1a definizione non
esclude perd che sia & = [IR} = conig del resto & messo in evidenza in essa
nel caso particolare £ = { Q} —, facendo cosi-in modo che ogni partizione sia
considerata logicamente indipendente. Ci ¢'stato fatto soltanto per comodita
di esposizione ¢ non sicuramente pes darg,un senso alla nozione di logica
indipendenza di una partizione.

Risponde poi alla medesima esigenza la decisione di non escludere la
presenza della partizione nulla tra le partizioni di . Si pud farlo senza
alterare il significato della nozione di logica indipendenza di partizioni non
nulle — che e quelia che mteressa veramente —, perché se {Q}e & riesce
/\cﬂ(b DN (D7 Q)= (g’) [€2}) (6.2.3 Teorema, ¢}, Questo significa

anche che la partzz;one nulla {2} & logicamente indipendente da ogni altra
partizione.

Interessa per il seguito mettere in evidenza il seguente lemma.

Levma.

Se P ¢ un insieme di partizioni, allora (APY =(AP°- {6} c AP e siha
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(AP = AP se ¢ solo se le partizioni di & sono logicamente indipendenti.

DmMOSTRAZIONE.

Se & & vuoto la prima parte della tesi diventa {2} = {2} — {£2] e, dal
momento che {£2} & logicamente dipendente per definizione (Nota prece-
dente), Ia seconda parte diventa banale.

Se & non & vuoto basta osservare che l'insieme a primo membro delle prima
uguaglianza si ottiene facendo prima turri 1 prodotti logici dei costituenti delle
partizioni ¥ e & e scartando poi i prodotti impossibili, mentre quello a
secondo membro si oitiene facendo prima sole i prodotti logici non palese-
mente impossibili — quelli contenenti solo eventi elementari — e scartando poi
gli impossibili rimanenti. 1l risultato alla fine & naturalmente lo stesso. La
successiva inclusione & ovviare larconseguente conclusione pure: la seconda
nguaglianza sussiste infatti se e solo se AP? non contiene il costituente
impossibile, ovvero — per definizione — se e solo se le partizioni di & sono
logicamente indipendenti. u

La precedente definizione comprende ovviamente anche
la nozione di indipendenza logica di un insieme di eventi € e la
si ottiene applicando la-medesima all'insieme delle partizioni
{E ,E}, associate all'insieme &+ Adattando la terminologia a
quella che abbiamo wntrodotto per le partizioni generate da
insiemi di eventi, la'nozione  di' indipendenza logica di un
insieme di eventi si esprime come segue.

6.4.2 Definizione. Eventi logicamente indipendenti.

Sia & un insieme di eventi non vuoto. Diremo che essi sono

logicamente indipendenti se tutti i costituenti della partizione
generata [P.(8%) non sono impossibili — sono casi elementari se

E+10Q) -

Le proprieta elencate nel prossimo teorema torneranno utili in
seguito. In particolare sono fondamentali per trattare 1'importante problema
dell'indipendenza stocastica che sar studiato nel Cap. 15, Vol. I1. Esse appro-



6.3 Partizioni ed eventi logicamente indipendenti 215

fondiscono le considerazioni svolte in premessa e fanno cosi anche comprendere
meglio il significato della nozione di partizioni logicamente indipendenti.

6.4.3 Teorema.

Sia P={P:iel)uninsieme di partizioni logicamente indipendenti. Allora
5i ha:

a) se @ ¢ un sornoinsieme di P , le partizioni di & sono logicamente indipen-
denti;

b) se @ e & sono sottoinsiemi disgiunti di P, le partizioni A e AR
sono logicamente indipendenti;

c) se G e R sono sottoinsiemi disgiunti di £, ogni evento possibile di
& (AB) ¢ logicamente indipendente dalla partizione NR.;

d) se L e éﬂf(iﬁ; ), i e J I (] non vuoto), allora gli eventi E; sono logica-
miente indipendenti.

e}l se &, éﬂf;’(‘fi ), i e JaI(J non vueto), allora le partizioni generate dagli
insiemi &, sono logicamente indipendenti.

DmviosTrRAZIONE.

Prova della a).

Se @ & vuoto, l'asserto & immediato perché AG° = Al =) e ogni partizio-
ne ¢ logicamente indipendente per defimzione(6.4.1 Nota).

Altrimenti, posto & = {Eiiedpfad; si tratta di provare che nessun
costituente della partizione A& ¢ impossibile. La partizione AG? e meno
fine della partizione AP? (Teorema 6.2.1) e i suoi costituenti sono allora non

impossibili, perché somma logica di costituenti di A®? non impossibili
(3.3.24 k).

Prova della b).

Per la a) abbiamo intanto che le partizioni di 8. Re G u & sono logica-
mente indipendenti.

Se uno (almeno) dei due insiemi & vuoto l'asserto & ovvio, perché allora una
delle due partizioni prodotto & nulla, e la partizione nulla & logicamente indi-
pendente da ogm altra partizione (6.4.1 Noza).

Altrlmenn si tratta di provare che scelti we (ANGY=AG’cee (AR =
AR (Lemma precedente), riesce e # ¢. Evitando appesantimenti
formali osserviamo per queste che il @rodotto degh eventi elementari scelti
— uno per partizione - nelle partizioni di @ (@ ) determina un costituente
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generico we(A@)? (e (AR.)") e wae — prodotto della totalita degli
eventi elementari scelti — & un costituente di A(G U & )?, non impossibile
perché le partizioni di & U &R sono logicamente indipendenti. Segue I'asserto.

Prova della c).

Se & o & si riducono alla partizione nulla o sono vuoti non c'@ nulla da
dimostrare. Nel primo caso perché & (A= ({2))={£2, ¢} non ha
eventi possibili; nel secondo perché tutti ghi eventi possibili sono logicamente
indipendenti dalla partizione A%, = {Q2}.

Altrimenti, sia Ee & (AQ) possibile. E tale allora anche E. Pertanto,
esistono ¢,¢'e A7 tali che e = E ed e'= E. Quindi, per ogni me AR’
riecsce eA@=EA® e'rw= E A (3.3.2k) con e A @, €'A @ possibili in
virti della &} precedente. Sono allora possibili anche Ea @ eE A (3.3.2h).
Si ha dunque che tutti gli eventielementari di &R sono di tipo 3 per E, il quale
& percio logicamente indipendente da R. (n°3.4.2).

Prova della d).

Per ipotesi & E;# ¢ per ogni i €J. In sua corrispondenza esiste allora un
w; € ¥, per cui ey~ E;# ¢ (Lemma 6.1.2), da cui segue »; = E;, perché E; &
logicamente dipendente da (. Allora si ha Aoy ©;= A\ 7 E; (3.3.2k), con
ey 0; possibile perché le partizioni dell'insicme {¥ : i€ J} sono logica-
mente indipendenti in virth della a). Percid A, ; F; # ¢ come asserito (3.3.2k).

Prova della e).

Sia w; € ¥ (&)). Poiché & & () e (&) & la partizione meno fine in
grado di descrivere gli event [di| &}/ rigsce allora w;e & (F;(8)) < & (B).
Se ; # 0 — & caso elementare o £2— per la d gli w; sono logicamente indipen-
denti, per ogni i€ J, e il loro prodotto logico — costituente della partizione
AL E 1ieJ} —non & impossibile. Da qui a tesi. ]

6.4.4 Esempi,

1 Andiamo ad approfondire l'analisi dei quattro esempi del n° 6.2.2 fatta in
premessa di questo paragrafo, usando ora la terminologia sulla logica
indipendenza nel frattempo introdotta e le proprietd del Teorema 6.4.3
appena dimostrato.

Abbiamo visto che le partizioni ‘¥, , B, dell'Esempio 2 (lancio di due dadi
colorati) sono logicamente indipendenti. Per la ¢j (del teorema citato)
—anche la d) —, possiamo ora aggiungere che gli eventi jogicamente dipen-
denti da una delle due partizioni sono logicamente indipendenti dall'altra.
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Pid in generale, lanciando n dadi ¢ un dado n volte, per descrivere gli s
risultati singolarmente ~ quelli di ogni dado o ogni lancio — si useranno
n partizioni F , ... | [ di 6 eventi elementari ciascuna e la partizione
prodotto di 6" costituenti per descrivere il risultato complessivo. I
costituenti sono tutti possibili e le » partizioni sono percid logicamente
indipendenti. Le partizioni prodotto di sottoinsiemi disgiunti di
{# . ..., B} sono logicamente indipendenti (segue iterando la b)). Eventi
possibili logicamente dipendenti da esse sono logicamente indipendenti
(segue usando la d) per tali partizioni prodotto).

Per le 13 partizioni dell' Esempio 3 {descrizione dei risultati delle partite
inserite in una colonna del totocalcio) la situazione & simile a quella vista
ora per il lancio di » dadi. Ora il numero delle partizioni marginali ¢
precisato e i loro eventielementari sono 3-anziché 6. Gli eventi che parlano
dei risultati di una parte delle partite—logicamente dipendenti da una parte
delle partizioni—sono ad esempio logicamente indipendenti dalla partizione
prodotto delle rimanenti o di parte di esse.

Nell'Esempio 4 — problema dell'ago di Buffon —, gli eventi che parlano
dell'angolo formato dall'ago con la direzione della rette parallele
- ad esempio quelli che dicono che sia nel primo quadrante — sono
logicamente indipendenti dalla partizione che descrive la distanza del punto
medio dalla pili vicina'delte rette paralleles e viceversa (proprieta cj, con &
l'insieme delle due partizioni):

2 Simile al lancio di n dadi — visto nell'Esempio precedente — & anche la
situazione che riguarda una partitaaltesta e croce che dura » colpi. Posto
E; = esce testa all'i-esimo lancio, i costituenti E' A ... A E; della partizione
generata dall'insieme {E, , ..., E,} — partizione prodotto delle partizioni
marginali {E;, E;} — descrivono gli esiti della partita. Essi sono 2" e tutti
possibili (eventi elementari) e percid E, ..., E,; sono logicamente
indipendenti. Il numero di eventi elementari £/ A ... A E; con k afferma-
zioni {e n—# negazioni) ¢ (,’,;) pari al numero dei modi di scegliere tra gli
n E; gli h eventi affermati.

3 In una partita a testa e croce che dura indefinitamente, posto ancora
E; = esce testa all'i-esimo lancio, i costituenti della partizione generata
dallinsieme {E,, ..., E,,... } sono gli eventi del tipo E/A ... A B A ...,
sono tutti possibili e quindi gli eventi E,, ... . E,, ... sono logicamente
indipendenti. 1l loro numero & infinito, anzi infinito continuoe. Infatti,
associando in E/ A ... A E A ... lacifra | alle affermazioni e la cifra O alle
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negazioni, a ogni costifuente (evento elementare) si pud far corrispondere
un allineamento di cifre O e 1 che — preceduto da 0, — pud essere interpre-
tatc come un numero reale dell'intervallo {0, 1] scritto in forma binaria.
Ne segue che a ogni costituente di B(E,, ... , E,, ... ) corrisponde un
numero reale di [0, 1] e, a meno di un insieme numerabile — quello dei
numeri razionali che ammettono scrittura binaria finita, ai quali
corrisponde una coppia di costituenti?’ — vale anche il viceversa.
Da qui I'asserto sulla cardinalita dell'insieme degli eventi elementari di
PAE,. ..., E,, ...) - gliesiti possibili della partita —.

In una partita a testa e croce che dura indefinitamente abbiamo considerato
il problema del tempo d'attesa del primo successo (5.2.3 Esempi 1,3), po-

nendo A, = la prima testa esce entro il colpon. Glieventi4,, ..., 4, ...
sono logicamente diperidenti dalla pattizione £.(E,, ... . E,, ... ) e riesce
A, =V, (ExaA{ElsieN ei#h)). Linsieme (A,,... ,A,,... } &

numerabile e 1 suoi eventi sono logicamente dipendenti perché A, =A,,,.

4 Si eseguano estrazioni di una pallina per volta da un'urna contenente b
palline bianche e r rosse. Posto E; = esce bianca all'n-esima estrazione si ha:

(i) Se le estrazioni avvengono con rimessa-gli eventi £, , ..., E,;, ... sono
logicamente indipendenti.

(i) Se le estrazioni avvengonu senzd rimessa, glieventi E,, ..., E, , ...
sono logicamente indipendenti sen <min {b,r}, logicamente dipen-
denti altrimenti. In dettaglio:

se b<n <b+r(r<iu€b+r) Songimpossibili i costitnenti £/ A ... A
con pit di » affermazioni (» negazioni). In particolare, se n=b+r
sono possibili tutti e soli i costituenti E; A ... A By, con esaftamente b
affermazioni e r negazioni;

se n>b+r sono possibili solo i costituenti con esattamente b affer-
mazioni nei primi &+ r posti e negazioni in tutti gli altri, in quanto Ej,
= ¢ per ogni h>b+re quindi £, = £ — per quest'ultima conclusione
si tenga conto che il modo corretto di negare Ej, & porre Ej, = esce
rossa all'h-esima estrazione o Uestrazione non ha luogo —.

31 Ad esempio, 1/2 = 0.100..._= 0.0111..._. Percid a 1/2 corrispondono i due
costitmenti E; A E A oA E Ao e E,AE, AL AE, AL



