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SU UN DETERMINANTE COLLEGATO

AD UN SISTEMA DI POLINOMI ORTOGONALI *)

di SErRGI0 GUERRA (a Livorno) (**)

SoMMARrIO. - Detto {P,(x)}y, un sistema di polinomi ortogonali sull’intervallo

[—1,1] rispetto ad un peso w(x) tale che w(—x) = w (x), si considera il
determinante D (x), di ordine 2s + 1, avente per elementi della prima riga
i polinomi P,(x), P, (x),.., Py, (x) e per elementi della riga k-esima
(k=2,3,..,254 1) le loro derivate di ordine k—1.

Si dimostrano alcune proprieta caratteristiche di D, (x) e, quando
sia w (x) = 1, si stabilisce una proprieta asintotica dei suoi zeri redli.

SUMMARY. - Let {P, (x)}y be a system of orthogonal polynomials gn the interval

(1)

[—1, 1] with regard to a weight-function w(x), such that w (—x) = w (x)
and D (x) the determinant, of the order 2s + 1, having for elements of
the first line the polynomials Py (x), Py(x), .., Py ,(x) and for elements
of the k' line (k = 2,3,..,2s + 1) their derivatives of the order k—1.

Some characteristic properties of D, (x) are shown and yhen w (x) = 1
an asymptotic property of its real zeros is established.

0.1 Detto

(P} (£120) =n!)

il sistema dei polinomi ortogonali sull’intervallo [—1, 1] rispetto ad
un peso w (x) tale che

(2)

w(—x)=w (x),

consideriamo il determinante

(*) Pervenuto in Redazione il 27 febbraio 1978.
(**) Indirizzo dell’Autore: Accademia Navale - 57100 Livorno.
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P; (x) P (x) we  Puasyz (%)
P, (x) Py (x) e Plagir (%)

3) Ds@=|. . . . . . . . . ..M
P (x) P (x) “t P®ye, (%)

di ordine 2s+1, essendo s un intero non negativo comunque fissato.

Nei riguardi di D; (x), che risulta essere un polinomio in x di ordi-
ne (s+2) 2s+1) @, dimostreremo, nella prima parte della presente
nota, le seguenti proprieta:

1) D;(x) ammette la radice O con molteplicita s (2s41);

2) D, (x) ammette 2 (254 1) radici semplici, due a due opposte,
delle quali due e solo due reali, interne all’intervallo [—1, 1];

3) per D;(x) vale la seguente rappresentazione integrale

1
D= 11 @0t L w e [ ) =y ar 0
f w (¢) dt °

0

4) per D;(x) risulta:

1
fw (%) D; () dx=0.
¢

xS @s+ly
Nella seconda parte dimostreremo, infine, che:
. 2 1
5 w(x)=1= lim x‘=-—,
88— <00 2

essendo x; il valore assoluto delle due radici reali del polinomio D; (x).

th k(x)
(1) Py () =—2

(® Si osservi che i termini principali del determinante (3) hanno, ordina-
tamente, gli ordini 2,3,4, ...,2s 4+ 2. :
A 0!l =1.
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1.1. Supponendo per il seguito s positivo (*), dimostriamo la 1).
Che O sia radice di D; (x) & ovvio. In virti della (2) &, infatti,

Py (—x)=(=1)"P.(x) O

€, pertanto, le derivate di ordine dispari dei termini del determinante 3
si annullano tutte per x=0.

Poiché, come facilmente si osserva, la derivata di ordine minimo
di D;(x) che annoveri tra i suoi addendi un determinante (non identi-
camente nullo):

P; (x) Pi(x) Pysya (x)
P,z” (x) P4" (X) eee P"45+2 (JC)
A; ()= | PV (x) PV (x) PVs.2 (x)

P, (x) P (x) P%)y.5 (x)
che non contenga derivate di ordine dispari & quella di ordine
142434+ ... +2s=5s(25+1)

e poiché, a meno di un fattore costante positivo, risulta

ds(25+1) Ds (x)
[ dxs@+D Jz—-o:As (0),

bastera, allora, verificare che & A, (0)=0.
Tre qualsivoglia termini consecutivi del sistema (1) soddisfano una
relazione ricorrente del tipo

Pn+1 (X)zx Pn (X)'—aru-l Pn—l (x) ‘ (PO: 1)’

con a4 reale positivo, dalla quale, derivando ambo i membri 7 volte
di seguito, segue

P(r)n+l (x)zxpn(r) (.X')+ rPn(r—l) (x)_an+1 P(r)n—l (x)
(®) Per §=0,1),2),3) e 4) esprimono note proprietdt del polinomio

(Do (x) =) Pz (x). :
() Per questa e per altre proprietd del sistema (1) cfr., ad esempio, [1].
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Risulta, pertanto,

Pn+1 (O) = —0ns1 Pn—I (0)

e, Mren,
P(r)n+1 (1)) :rpn(r—l) (0)—an+1 P(r)n—l 0) (Pn(o) (0)=P, (0)).

Sostituendo, ordinatamente, ai termini dell’ultima, penultima,..., se-
conda colonna di A;(0) le loro espressioni fornite dai secondi membri
delle uguaglianze ultime scritte, in virtlh della regola che fornisce lo
sviluppo di un determinante ad elementi polinomiali, riesce

P, (0) 0 w 0

P,” (0) 2P5 (0) v 2P'441(0)
As (0)=

P9 (0) 45 P{s-D (0) 45 PA (0)

Py (0) we  Plasi1(0)
P {44 (O) v 444 s 0
= (sl Py (O) 3 4s+1 (0)
P41 (0) PiRY (0)
e per il determinante
P3’ (0) we  Plisy1(0)
P3’” (0) . ”,4s+1 (O)
Bs(0)=‘ T

PUsD0) ... P&E©0)

sempre tenendo conto delle medesime uguaglianze e della solita regola
valida per i determinanti ad elementi polinomiali, risulta
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PY(O)  Pi(0)
B oo [P ©@ 3RO
P51 (0) (45— 1) P4 (0)
Pr©) P; (0)
3P 3P, (0)

=(4s—-1!

=(4s—1)!!

=(4s—1)!! (45—=2)!1 P;’ (0)-

=(4s—1)!! (45—2)!! Py’ (0) (45— 3)!1(4s—4)!1 Py (0)-

Pzn ©)

(45s—1) P%=2(0) (4s—1) P2 (0) ...

P/ )  Pi(0)

P”(0) P/ (0)

P*=2(0) P2 (0) ...

Py (0) 0

2P (0)

P20 (0)  (45—2) P9 (0)

Py (0)
P3"' (0)

P9 (0)

P 4s (O)
3 P (0)

(45— 1) P42 (0)

P 4s (O)
3 Pi” (0)

(45—1) P2 (0)

P 4s (O)
Ps” (0)

P4$(4s -2)

0
2 P'45—1 (O)

(4s—2) P (0)

P'ss_1(0)

"4s-1(0)

PEY (0)
Py (0) P’s_3 (0)

P3”’ (O) ”,45_3 (O)

P0) ... PEP (o)
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cioe
B, (0)=(4s— 1)!! (4s—2)!! (4s—3)!! (4s—H!! [P5’ (0)]1?B;s-1(0).
Essendo, come subito si controlla,
B (0)=6 [(o2+a3)*+as as] >0

e Py’ (0)%=0, ne segue B; (0)>0, ¥s e quindi, per essere P, (0)= —a2<0,
As (0)F0, Vs ().

1.2. Dimostriamo la 2).
Esistono 2s-+1 costanti
a? (r=1,2,...,25+1),
con a,40, ¥r, tutte tra loro distinte, per ciascuna delle quali, posto

Q, (x)=x*—a/

risulta

1

f w (x) QF (x) dx=0 ().

0

Dei polinomi Q. (x) uno ed uno solo &, poi, a coefficienti reali e le sue
radici sono (opposte €) interne all’intervallo [—1, 1] ®).

(¢) E, anzi, A (0)<0, ¥s e, pertanto, x = 0 &, inoltre, per D (x), un
punto di flesso o un punto di massimo relativo secondoché lintero s & pari
o dispari.

() Si osservi che

a,=0 =>f w (x) Q5+ (x) dx >0,
0 .
che l’equazione
(@) = f W () (2 — @+ dx = 0

&, in @, di gradg 2s + 1 e che, essendo f'(a)3=0 per a:f:O le sue radla sono
tutte semplici.
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Per ogni fissato 7 esistono, inoltre, 2541 costanti
Cz(r), C4(r)" sse o c45(r)3 C(r)4s+2= 1’

univocamente determinate, per le quali risulta
2841 ,
QP ()= 2 cu” Py (x) ©).
k=1

Osservato cid basterd, allora, verificare che
D (£a,)=0, \r.
Ma ci6 € conseguenza immediata del fatto che, per x==+a,, il sistema

2341 h
2 Cx %i—k—(i) =0 (h=0,1,...,2s),

k=1

lineare omogeneo di 2s-41 equazioni nelle 2s+41 indeterminate cy,
il cui determinante coincide con il determinante (3), possiede la soluzione
propria

cax=cx” (k=1,2,..,2s+1).

1.3. Dimostriamo la 3).

In virth di quanto dimostrato nei ni 1.1 e 1.2, detto as il
coefficiente di x“+2@+D jn D (x), riesce

Ds (x)=a; x® 0. Q; (x)-Q; (%) ... Quss1 ().

(®) E il polinomio di ordine 2, s-autoassociato su [—1,1] rispetto al peso
w(x) (cfr. [2] e [3]).
() Poiché {P,(x)}y & un sistema, riesce, infatti,

2(2s4-1)
QEH (W) = 3 ¢MP,(x)
n=0
con

((.,.) indica il prodotto scalare in L,,, [—1,1]) ed &, ovviamente, (Q*F+,P)) =0,
per n =0 e per n dispari.
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Bastera, allora, osservare che risulta

1 1 we 1 U |
2 4 e 28 . 4s+2
2.1 43 . 25(2s—1) w. (454+2) (4541)

as=
0 432 .. 2s(2s—1)(25—2) .. (4s4+2) (45+1) (4s)

0 0 .. (29 o (4542) ds+1) ... 25+3)
— 17 @l O
k=0

e che le due equazioni

1

Qi (%) Q2 (%) ... Qasz1 (¥)=0, 1—1—— f w () (¥ =)+ dt=0,

fw(t)dt 0

0

entrambe di ordine 2 (2s+1) e col coefficiente di x***V uguale ad 1,
sono equivalenti.

1.4. Dimostriamo la 4).

Posto
1
fw @ trdit=A, (r=0,1,2,..),
0
riesce

1
2s4-1
j w (t) (xz_t2)25+l dt= 3 (28:‘ 1) (_ l)r AZr x2(25+1—r).
0 .

r=0

(19) Sostituendo ad ogni colgnna, che non sia la prima, la differenza tra
la colonna medesima e la colonna che immediatamente la precede e cosi suc-
cessivamente operando, g, si muta, infatti, in un determinante di tipo triango-
lare inferiore ad elementi principali

o211, 41, ..,49)!.
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Risulta, allora,

1
D; (x) 2 1
’/‘W (x)x—s@;,—)dx= kZ() (Zk)'! 1
0

fw (t) dt

0

1
2841
.y (28;{- 1)(___ l)r AZr-/‘W (x) x2(25+1-r) dx=
r=0 K
25 241 (9
= II (2k)! - 1 - X ( S:—I)(—l)’ Aar dasi1-n=

=0 r=0
f w (t) dt

0

28 8
= II (2k)!! ~ 1 - X (2s+ 1)(— 1) (Aar A2ass1-n—
k=0 r=0 r
f w (t) dt

0

— A2s 1129 A27) =0.

2.1. Alla dimostrazione della 5) (n° 2.4), argomento di questa se-

conda parte della nota, conviene premettere le considerazioni seguenti.
Posto

1
4) I, (u)=[(u—-t2)"dt, pPEN,
0
integrando per parti, riesce

1
I @) =(—1)" (1—u)>+2p f (U— PP £ dt=
0

1 -
= (=17 A= +2p[ @ i) di=
0

=(—1" A —u)?+2pul,.; (@)—2p I, (u)
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e quindi

2pu L (=1 A—uy o
(5) I, W)= 2p+1 (Io=1).

Da questa, per p>1, sostituendo a Ip-1 (4) la sua espressione fornita
dalla (5) medesima quando in essa si sostituisca p con p—1, segue:

(6) I, W)=

_p -+ (= 1>~ [(4p—1) u—(2p— 1)1 (A —u)""
(2p—1) 2p+1) |

In virtt della (5), risulta
I, w)<0 & 2pul, ;s W)+ (—1) (1—-u)’<0

ed esprimendo successivamente, semptre attraverso la (5), I,-1(u) me-
diante I,_» (), I,-2 (w) mediante Ip—3 (@), .., I:1 () mediante Io, la so-
prascritta equivalenza si traduce nella:

(2k— D!

I, ()<0& 5: (=1 S (=W wr<o (),

1
dalla quale, per u€]0, 3] (lf), posto

M =
e ,

? (k=1
® Jp (}’)—,——kfo(—*l)k 1—('2—,;)‘!—!—)"‘,
segue
9) I, })<0& &, (y)>0.

2.2, 11 polinomio
Izs41 (W)

1) (=D =1,
(12) Cid che ci interesserd considerare per il seguito.
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& ovunque crescente e possiede una ed una sola radice reale
Us =X

che risulta interna all’intervallo [0, 1] ).

~ Posto
(10) L=t
si osserva subito che riesce
(11) Ii<lsi1, Vs
e che:
(12) lim f,=-L.
,, oo’ 2

In virtl della (6) si ha poi

(us—l - ls) (1 - us-1)28
(4s43) I, ’

(13) Ips i1 (Uus-1) =

85 (2s4+1) 12 I, ()
(4s+1) (4s+3)

(14) Ipsi1 ()=

2.3. La funzione

, (4k—1N

k§0 (4k)!! "
y @k+D! 7

ko (4k+2)11

(15) L (y)=

¢ decrescente sull’intervallo [1, + oo [.
Posto

(4k nh
k- @R

5 (kD

s ()= H @I yk—

2k y2#-1.

(B) E, infatti, I, | (0)>0, Mu e risulta Iys,1(0) <0, I, (1)>0.
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L @D e, 5 GR=DU o
2 (4k+2)!!2ky 2 @ v,

riesce, infatti,

Py — &s (v) _

kfo (4k+2)!!

2 (4s—=DN ., T@k—=DU =k}
o1 () — 2s+1  (@4s)!! y’ 1'k=0 @R 2k+1 v
I s (4k+ DN 2kr

Z @k Y

e, pertanto, essendo, come facilmente si controlla, ¢ (y) <0 sull’intervallo
[1, + oo [, quanto asserito segue subito per induzione.
Osserviamo anche che risulta

(16) L;(1)>1, ¥s

€
(17) lim Ls(1)=1.
§ — 400

E, infatti,

5 (4k—-1D!!
L (1) 1= Fo GEED

z’,i @+ D! >0, ¥s
k=0 (4k+2)!!

¢ delle due serie

S (k=D 3 @k+DU
ko (Ak4+2)117 (2 (dk+2)1Y

la prima converge, la seconda diverge.
2.4. Essendo

1

I (ll)=] (% -—tz\)dt>0

0

e il polinomio I».1 (4) ovunque crescente, dalla (14), in virtl della (11),
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segue, per induzione, |
Isi1 (I)>0, Mfs.
Pertanto, sempre per la crescenza di In,, (v), risulta
us<ls, s,

cosicché, per la (11) e la (12), &

(18) us<§, s (),

Poiché

2841 (2k 1)”
C52$+1(y)— Z ( )Ll (2k)” k—-

(@k+ D)1 k=11
o(4k+2>"y2k Z Tann v

_ 5 @kt

—k=0 (4k+2)” y2k [y_LS (y)]

€ L;(y) ¢ in [1, + o[ decrescente,
Y>Ls (1) = Szt (0) >0, Vs
e, dunque, in virtl della (9), vale Iimplicazione
¥>Le (1) = I 1) <0, Vs
Dalla (16) e dalla (17) segue che:

Vo>0 ds*eN: s>s*= L, (1)< 1+40;

o _ 1 1
poiché, per la (7), y=1+o= U=5 risulta, allora, IZs+1(2+o_)<0’
Ms>s*, quindi

1 *
(19) Us>5gr  Vs>sh

(") La successione {u,}, &, inoltre, crescente. Infatti, dalla (13), per quanto
prlma osservato, segue I, (u,_;) <0, ¥s.
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Dalla (18) e dalla (19), per I’arbitrarieta di o, discende, infine, che

. ] 1
lim us= lim x=—.
8 — 00 8 -~ 400 2
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